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BOLUM 1

GIRiS

1.1 Literatiir Ozeti

Kinematik, mekanigin bir alt dali olup, noktanin veya nokta sisteminin zamana baglh olarak
meydana getirdigi yer degistirmelerini inceleyen bir bilim dalidir. Gliniim{ize kadar kinematik

Uzerine pek ¢ok calismalar yapilmis ve halen de yapilmaya devam edilmektedir, [1-55].

Holditch [1] tarafindan elde edilen 1-parametreli kapali diizlemsel hareket altinda “Klasik
Holditch Teoremi” Kinematik ile ilgili bilinen en temel 6rneklerden biridir. Bu tez ¢alismasi

icin temel olacak olan “Klasik Holditch Teoremi” su sekilde ifade edilmistir:
Diizlemde sabit a+b uzunluklu bir AB dogru parcasinin A ve B u¢ noktalari bir kK ovali
boyunca bir defa dolandirildiginda, AB dogru pargasi lizerinde tespit edilen bir X noktasi

(W —a,XB= b) da genellikle konveks olmasi gerekmeyen kapali bir K, egrisi ¢izer. Bu k

ovali ile K, egrisi arasinda kalan “Holditch Halkast” nin F yiizey alani, F = zab dir. Yani,

F yiizey alani, sadece X noktasinin AB dogru parcasinin u¢ noktalarina olan

uzakliklarina baglh olup, k ve K, egrilerinden bagimsizdir.
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Sekil 1. 1 Holditch Teoremi

Ayrica “Klasik Holditch Teoremi” dizlem, kire ve uzay kinematiginde farkli bakis acilari ile
calisilarak genellestirilmistir. Holditch Teoremi’'nin Oklid diizleminde vyapilan baz

genellestirilmeleri asagida verilmistir:

1956 yilinda Blaschke, W., Miiller H. R. [2]; 1-parametreli V—ddnme sayili kapali diizlemsel
hareketler altinda, dogrudas U¢ noktanin gizmis oldugu farkli ¢ kapal yoriinge egrisinin

alanlari arasindaki iliskiyi hesaplamistir.

1981 yilinda Hering, L. [3]; 1—parametreli v donme sayili kapali dizlemsel hareketler
altinda, dogrudas olmayan li¢ noktanin ¢izmis oldugu farkli ¢ kapali yoriinge egrisinin

alanlari arasindaki iliskiyi hesaplamistir.

1986 yilinda Pottmann, H., [4]; 1— parametreli kapal dizlemsel hareketler altinda hareketli
dizlemde alinan dogrudas olmayan, ayni yoriinge egrisini ¢izen Ug sabit nokta ve bu noktalar
tarafindan tanimlanan diizlem lzerindeki bir diger sabit nokta icin kapali yériinge egrilerinin

alanlari arasindaki farki hesaplamistir.

Ayrica, Pottmann, H. [5]; Kk ovalini, sinirh konveks alanin sinirini sinirlayan bir egri ile
degistirerek, Holditch Teoreminin gecerli oldugunu gostermistir. Bu durumda, bu iki k ve

K, egrileriile sinirh “Holditch Hilali” nin F yizey alanini, &; k egrisinin toplam dénme agisi

olmak tzere F =§ab olarak hesaplamistir.

Asagida, Holditch Teoreminin uzayda yapilan bazi genellestirmelerini 6zetlenmistir:



1948 yilinda Blaschke, W. [6]; E® Oklid uzayinda 3— parametreli uzay hareketi altinda,
hareketli uzaydaki sabit bir noktanin sabit uzayda belirledigi bolgenin hacim elementi ve
hacim formdllerini vermistir. Ayrica, bu uzay hareketi altinda, esit hacime sahip bolgeler
belirleyen hareketli uzayin batiin sabit noktalarinin ayni bir kuadrik Gzerinde bulunacagini

gostermigstir.

1979 yilinda ise Miiller, H. R. [7]; E? Oklid uzayinda 3-parametreli uzay hareketi esnasinda,
hareketli uzaydaki dogrudas l¢ sabit noktanin sabit uzayda belirledikleri bolgelerin hacimleri
arasindaki iliskiyi kullanarak, 3-parametreli uzay hareketine ve onunla birlikte olusan 2-
parametreli kapali uzay hareketine bagli olarak 6zel bir sekilde 6lglilen (hareketli uzayin iki
sabit noktasi arasindaki) uzaklk sayesinde, Klasik Holditch Teoremine [1], uzayda esdeger
olan bir Holditch-Tipi teorem elde etmistir. Ayrica 3-parametreli uzay hareketi ve onunla
birlikte olusan 2-parametreli kapali uzay hareketine gore, hareketli uzaydaki dogrudas
olmayan (g sabit nokta ve bu noktalar tarafindan tanimlanan dizlem lzerindeki bir diger

sabit nokta i¢in Holditch-Tipi teoremi genellestirmistir.

1987 yilinda ise Miiller, H.R. [8]; E® Oklid uzayinda Kinematik vektorel alan elementi ve alan
vektori kavramlari yardimiyla, Oncelikle 2—parametreli kapah uzay hareketi altinda
hareketli uzaydaki sabit bir noktanin sabit uzayda cizdigi kapali yoringe ylizeyinin bir
parcasinin vektorel alan elementi ve alan vektori formiillerini hesaplamistir. Daha sonra ise
bu kapali uzay hareketi esnasinda, hareketli uzaydaki dogrudas li¢ sabit noktanin sabit
uzayda cizdikleri kapali yoriinge vyizeylerinin parcalarinin bir dizlem {zerine dik
izdUstimlerinin alanlari arasindaki iliskiyi kullanarak; izdlisime ve 2-parametreli kapali uzay
hareketine bagh olarak tanimladigi (hareketli uzayin iki sabit noktasi arasindaki) uzaklik
sayesinde, klasik Holditch Teoremine [1] uzayda esdeger olan baska bir Holditch-Tipi teorem

elde etmistir.

Ayni zamanda Holditch tipi-teoremler ve Kinematik iizerine ¢alismalar L* Lorentz diizlemi ve

L® Lorentz uzayinda incelenmistir, [40-49]. 1990 yilinda, Ergin, A. A. [41]; L* Lorentz

dizleminde diizlemsel Lorentz hareketleri tanimlamistir. Yiice, S. [42]; Lorentz diizleminde

o
dizlemsel Lorentz hareketler altinda Holtich teoremini F =Eab olarak elde etmistir. Ayrica

2009 ve 2010 vyillarinda Yildirnm, H. [47,48]); E?® Oklid uzayindaki 3— parametreli uzay



hareketi ve 2— parametreli kapali uzay hareketi esnasinda elde edilmis olan Holditch-Tipi
teoremlerin ve bazi sonuglarin [6,7,8,29]; L* 3— boyutlu Lorentz uzayindaki karsiliklarini elde

etmistir.

Gurses, N. [43,44]; Oklid, Lorentz, ve Galile diizlemlerini iceren Afin Cayley-Klein diizleminde
ve icinde kompleks, hiperbolik ve dual diizlemi barindiran genellestiriimis kompleks veya
p —kompleks diizlem diye adlandirilan diizlem tzerinde diizlemsel hareketleri tanimlamistir.
2015 yili basinda Erisir, T. [50]; Holditch Teoremini p—kompleks diizlemde ¢alismistir. Erisir,

T. [50]; 6zel durumlarda kompleks diizlemde Miller’ in [39], hiperbolik dizlemde Yiice’'nin

[51] elde etmis oldugu ve ek olarak da dual diizlemde Holditch Teoremini vermistir.

Son yillarda arastirmacilar, G* Galile diizlemi ve G*® Galile Uzayinda (hatta Pseudo-Galile
uzayinda) calismalar yapmaya baslamistir, [52-74]. G* Galile diizlemi ve G® Galile uzayi
hakkinda temel tanim, teorem ve sonuglar Yaglom, I. M. [57] ve Roschel, O. [58] tarafindan
verilmistir. Daha sonra arastirmacilar bu kaynaklardan yararlanarak bir ¢ok calismalar
yapmislardir. 1984 yilinda, Réschel, O. [52]; Klasik Holditch Teoremini Galile diizleminde
(izotropik diizlemde) saglandigini gostermistir. Buna gore Roschel izotropik dizlemde bir

periyodik hareketin A=(X,,X,) ve B=(y,,Yy,) noktalarinin yériingelerinin F =M (x,—y,)

alanini belirleyen M “hareket sabiti” icin bir yorum vermistir. Burada Roéschel aslinda
izotropik diizlemde kapali alanlar igin Holditch Teoreminin direk karsiliginin saglanmadigini

gostermistir. Daha sonra 1986 yilinda, Pottmann, H. [53]; Kk egrisini, sinirsiz konveks bolgeli
o
egri ile degistirerek Holditch hilalinin alanini F :Eab olarak elde etmistir. 2013 yilinda,

Yiice, S. [54]; Galile diizlemde kinematigin temel konusu olan 1-parametreli Galile hareketleri
tanimlamistir. Daha sonra yine Yiice, S. [55]; dizlemsel kinematigin 6nemli teoremi olan
Euler Savary formilini elde etmistir. Ayrica Tatlnc, E. E. [56]; Galile dizleminde, Galile

Uzayinda ve n—boyutlu Galile Uzayinda Galile Hareketler calismistir.

1.2 Tezin Amaci

Bu calismada, 3—boyutlu Galile Uzayr hakkinda ayrintih bilgiler verilecektir. Ayrica
3—boyutlu Galile Uzayinda, 3— parametreli uzay hareketi ve 2— parametreli periyodik uzay

hareketi esnasinda, hacim ve alan icin Holditch-Tipi teoremler ve bazi sonuclar verilecektir.



1.3 Hipotez

Bu tezin orijinal kisminda, E® 3—boyutlu Oklid Uzayinda (veya L* 3—boyutlu Lorentz
Uzayinda) 3— parametreli ve 2— parametreli periyodik uzay hareketi altinda elde edilen
Holditch Tipi Teoremlerin ve sonuglarin [6,7,8] karsiliklari (veya [49]), analog olarak G®

3— boyutlu Galile Uzayinda arastirilacaktir.



BOLUM 2

GALILE GEOMETRISI

F. Klein’e gbore Geometri; donusiimler altindaki degismezlerin teorisine denir. Bu dontsimler
altinda korunan yani degismeyen o6zelliklere geometrik 6zellikler denir. Galile Geometri;
Galile hareket dontsimleri altinda degismezlerin teorisine denir. Biz ¢alismamizda 3-

boyutlu Galile Geometrisi lizerinde ¢alisacagiz.

2.1 3-Boyutlu Galile Uzayi

Galile Geometri glinimuze kadar iki farkl yaklasimla ¢alisilmistir. Birincisi, Yaglom tarafindan
verilen mekanik anlamda elde edilen geometri digeri ise Otto Rdschel tarafindan projektif
uzay olarak ele alinan geometridir. Biz bu tezde genel olarak her iki g¢alismadan da
bahsetmeye ¢alistik fakat Yaglom tarafindan verilen yaklasimi esas alacagiz. Tabi ki burada
Otto RoOschel'in yaklasiminin daha genis bir geometri oldugunu itiraf etmeliyiz. Fakat
galismalarimizi mekanik bir anlam vermek bizi daha manali oldugunu disindigimuz igin

tercihimizi bu yonde kullandik.
2.1.1 Diizlem- Paralel Hareket

Bir @ objesinin noktalarinin dizleme paralel olacak sekilde hareket etmesine diizlem-

paralel hareket denir, [57].



2.1.2 Diizlem-Paralel Galile Hareket ve Galile Doniisiimleri

Sekil 2. 1 Duzlem paralel hareket

{x,y} ve {x,y'} iki referans catisi ve XOX'=a olsun, (Sekil 2.1). Bu durumda bu iki referans
catisi arasinda, {X, y} referans c¢atisinin O orijin noktasinin {X', y’} referans gatisina gore

koordinatlari (a,b) olmak tizere

X'=Xcosa +ysina+a
y'=—xsina+ycosa+b

iliskisi vardir. Eger {X, y} referans gatisinin O orijin noktasi | dogrusu boyunca Vv sabit hizi

ile hareket ederse X'Ol =/ olmak tzere {Xy'} referans catisina gére a(t) ve b(t)

koordinatlari t zamaninda

a(t)=a+v(cos )t
b(t)=b+v(sing)t

olur. Boylece bir A noktasinin (X', y’) ve (X, y) koordinatlari arasindaki baginti

{x’: xcosa + ysina +v(cos B)t+a

y'=—-xsina+ycosa +v(sin #)+b

ve t'=t+d oldugundan



X'= xcosa +ysina + v(cos f)t+a
y'=—xsina+ycosa+ v(sin f)t +b
t'= t +d

elde edilir. Burada

X'= xcosa + ysina+ v(cosp)t +a
y'= —xsina + ycosa+ v(sing)t +b
t'= t +d

doénidsimiine diizlem-paralel hareketler icin Galile déniistiimleri veya ¢ boyutlu Galile

déniistimleri denir. Dizlem-paralel hareketler igin Galile donlstimleri

X, = XCoSa+Yysina
y, =—XSina + ycosa
t, = t
dénme dénisimii ve xOy diizleminin her noktasini v =(vcos B,vsin £,0) vektéri ydniinde

vt uzakhga tasiyan

X, =% + (veosp)
Y=Y, + (vsing)y
t, = t

Shear (kayma) déniisiimii ve (a,b,d) vektéri ile belirli
X'= x, +a

y=1Y +b

oteleme donitsiiminden olusur, [57].

Eger t, zaman parametresi yerine X; X konum parametresi yerine y; Yy konum

parametresi yerine z alinirsa diizlem-paralel hareketler igin Galile dontstimleri

X'=x+a
y'=(vcos B)x+cospy +singz+b
' =(vsin B)x—sinpy +cos gz +d

seklinde elde edilir, [57].



Tanim 2.1

Dizlem paralel hareketler icin Galile dontsimleri altinda degismeyenlerin teorisine

Galileo’nun Goérecelik Prensibinin Geometrisi veya ii¢ boyutlu Galile uzay: denir ve G* ile

gosterilir, [57].

2.1.3 Projektif Geometri olarak Galile Uzayi
Tanim 2.2
3— boyutlu afin uzayinda kendi Gizerine en genel donlisim

X'=ax+by+cz+a
y'=cx+py+yz+b ; ab,c,d,eb,c,a B,7,0,6eR
Z’=ex+o0y+ez+d

12 —parametreli donidsimdiir. Eger bu lineer denklem sisteminin katsayilar matrisinin
determinanti sifirdan farkli ise bu durumda bu donisimlerin bileske islemine gore

olusturdugu gruba 3—boyutlu afin uzayinda déniisimler grubu denir ve F, ile gosterilir.

Eger Ozel olarak,

a 0 0
b=c,=0vela, S /=0
e o0 ¢

ise bu durumda

X'=ax+a
y'=cx+py+yz+b; bb,ccc.d,ea B,y 0,e6eR
Z’=ex+0y+ez+d

doénlsimleri bileske islemine gore bir grup olusturur. Bu grup F, grubunun bir alt grubudur

ve bu grup F ile gosterilir. Eger bu déntigtim

1:(0,y,2) >(0,z,-y)



seklinde bir eliptik hareketle (involiisyonu hareketle) diistinllirse; bu durumda =& ve

y=-0 elde edilir. Béylece katsayllar matrisinin determinanti a(ﬂz +;/2) #0 olur.
B +y? = p® oldugunda S = pcose,y = psing olacak sekilde bir ¢ agisi vardir. Béylece

X'=ax+a

y'=cx+ pcosey + psinpz+b; a,b,c,d,e,a, p,pe R

Z' =ex— psinpy + pcosez +d

8— parametreli donlsiml elde edilir. Eger a=p=1 alinirsa bu durumda katsayilar
matrisinin determinanti a2p2 =1 oldugundan elde edilen hareket donlsiimiine Galile uzay
hareket déniistiimii denir.

Cayley-Klein’e gére “Biitiin geometriler projektif geometridir” . Buna goére G® bir reel
3—boyutlu projektif uzaydir ve P*(R) ; R*—{0} daki ~ denklik bagintisinin kiimesidir.

Burada ~ denklik bagintisi

X~y x=1y,Ae R-{0}

ile tanimlanir. Ayrica P3(]R) uzayini geometrik olarak R* de orijinden gecen dogrularin
kiimesi olarak dusunebiliriz. w diizlemi X, =0 reel dizlemi ve bu dizlemdeki x,=x =0
olan f dogrusu Cayley Klein' in mutlak sekil dlclisine gére ayrilan PS(R) 3—boyutlu
projektif reel uzayindaki

Xo 1% 1%, X (#0:0:0:0)

noktalarini; bilinen reel homojen koordinatlar olarak tanimlayalim. Boylece PS(R) uzay!i ayri
ayri sabit tutularak projeksiyon vyapilan tim f ve w lan a(ﬂg—y5)¢ 0
(a,b,c.d,e,a, B,7,5,6 €R) ile 10 elemanli sirekli

Xy =X,

X, =ax, +ax

X, =bX, +Cx + BX, + X,

X, =X, +ex, +OX, + X,

10



F, donisim grubunu olusturur. Bu F, grubunun bu regiler projeksiyonlari mutlak f

dogrusu Uzerinde eliptik invollisyonu olan
1:(0:0:%,:%)—(0:0:%,:-X,)

ile degisir ve f Uzerinde projektif determinantin kisitlanisina sahip olmak tzere

x| =ax, +ax
X, =bX, +CX, + pCOS X, + pSin px,

X, = dX, +ex, +—psin px, + pCcos pXx,

(a,b,c,d,e,go,peR,apz;tO) elde edilir. Eger a=p=1 alinirsa G*® Galile uzayi hareket

grubu B,
! —_—
XO _XO
!
X, =ax,+X

X, =bX, +CX, +COS@X, +Sin px,

X, = dXx, +ex, —Sin gX, +Cos pXx,
ile tanimlanir. Burada afin koordinatlarda X,: X, : X, 1 X; =1:X:y:z(X, #0) alinirsa

X'=Xx+a
y'=cx+cosey+singz+b;..B;
' =ex—sinpy+cosgz+d

elde edilir. Boylece G® Galile uzayin reel modeli olarak, | eliptik involiisyonu ile birlikte

f cw reel dogrusunu ve wWc G® reel diizlemini iceren {W, f} idealine sahip bir reel

p? (R) projektif uzayini alabiliriz. Burada eliptik invollGsyonu uygun koordinatlarda

W...X, =0 G® reel diizlem, f..x, =X =0cWw reel dogru
1:(0,0,%,,%)—(0,0,%,—X,)

seklindedir, [58].
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Tanim 2.3 (Eliptik involisyon)
W bir dizlem ve f(w) noktasida f dogrusunun w ile kesistigi nokta olmak iizere f(w)
noktasina W dizleminin mutlak noktasi denir ve
()= 1(F ()
seklinde tanimli f*(w) noktasina da (f(w) noktasinin eliptik involisyonu altindaki

goruntiisi) f (W) noktasina ortogonal olan f iizerindeki bir nokta denir.

t
1
1
!
1

1
1

Sekil 2. 2 Eliptik involiisyon

Tanim 2.4

Galile Uzayinda u :(O, y,z) seklindeki vektorlere izotropik vektorler (veya 6zel vektorler)
denir. Diger vektorlere yani v = (X, Y, Z), X # 0 seklindeki vektorlere izotropik olmayan (veya
non-izotropik) vektorler denir, [72].
Teorem 2.5
Projektif Geometri olarak G* Uzayinda 4 cesit dogru vardir.

a) reelizotropik olmayan dogrular; f ile kesismezler

b) reel izotropik dogrular; w dizlemine ait olmayip f ile kesismezler.

c) reel veizotropik olmayan dogrular; w diizleminin tiim dogrulari ( f disinda)

12



d) f ideal dogrusu, [67].
Tanim 2.6

Galile Uzayinda x=sabit olan dizlemler (W) ideal diizlemide dahil reel Oklidyen

dizlemlerdir. Diger dizlemler ise Galile dizlemler veya diger bir adiyla izotropik

duzlemlerdir, [72].

2.1.4 Galile Uzayinda i¢ Carpim

Tanim 2.7

Galile Uzayinda X=(x1,yl,zl),y=(xz,y2,zz)eG3 olmak Uzere Galile i¢c carpimi <, >

G

seklinde gosterilir ve
(xY)g = XX,

olarak tanimlanir, [57].

2.1.5 Galile Uzayinda Ozel i¢ Carpim

Tanim 2.8

Galile Uzayindax=(0,y;,2,),y =(0,Y,,2,) e G® izotropik vektérlerinin Galile ézel i¢ carpimi
( , >5 ile gosterilir ve

<X’y>5 =YY, + 47,

olarak tanimlanir, [57].

Ornek 2.9

x=(111), y=(-10,1) ve z=(0,1,1) olsun.
<X,Z>G =1.0=0 ve <y,z>G =-1.0=0. Ayrica x+y =(0,1,2) dir.

(x+y,z), =((0,1,2),(0,1,1))_ =00=0 fakat (x+y,z) =((0,12),(0,11)) =11+2.1=3

S5

bulunur.
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2.1.6 Galile Uzayinda Norm

Tanim 2.10

Galile Uzayinda her a=(x,, Y,z )eG® vektérintn normu [al, ile gosterilir ve

el = {a.a). =[x

seklinde tanimlanir. [a]|, =1 ise a vektériine birim vektor denir, [57].

2.1.7 Galile Uzayinda Ozel Norm

Tanim 2.11

Galile Uzayinda a=(0,,,z,) € G* izotropik vektoriiniin normu |[a]|; ile gsterilir ve

lal, = {a.2), =y +2

seklinde tanimlanir, [57].

2.1.8 Galile Uzayinda Diklik

Tanim 2.12

Galile Uzayinda a,b € G® vektorleri icin
<a,b>G =0

olmasi <a,a>G¢0 icin b:(O, yZ,zz) oldugunda saglanir. Bu durumda b vektériine a

vektoriinin diki denir ve b 1 a ile gosterilir, [57].

2.1.9 Galile Uzayinda iki Nokta Arasindaki Uzakhk

Tanim 2.13

A(X,,¥:,2,) ve B(X,,Y,,2,) € G® noktalari arasindaki uzaklik d,; ile gésterilir ve
0o~ 18], - |TAB.AB),

seklinde tanimlanir. AB=0B-OA =(X, —X,, Y, —;,Z, —Z) olmak iizere

14



dAB =|X2 - X1|

uzakligina esittir, [57].

2.1.10 Galile Uzayinda iki Nokta Arasindaki Ozel Uzakhk
Tanim 2.14

Eger A ve B noktalari arasindaki uzaklik sifir ise, yani X, =X, ise, boyle noktalar icin 6zel

uzaklik AB=0B-OA=(0,y,-Y,,2,—2,) olmak tizere

S1e =18 AB), = [~y (1)

ile tanimlanir, [57].

2.1.11 Galile Uzayinda Vektorel Carpim

Tanim 2.15

Galile Uzayinda X =(X,Y,,2,),Y =(X,. Y,,2,) € G® olmak iizere Galile vektérel carpimi

0 e, &
XX Y=(X, Y1 L =(O,21X2—X122,X1y2—y1X2)
X, Y, g

olarak tanimlanir, [72].

2.1.12 Galile Uzayinda izotropik Vektérlerin Ozel Vektérel Carpimi

Tanim 2.16

Galile Uzayinda x=(0,Y,,2,),y =(0,Y,, 2 ) € G® izotropik vektérlerin &zel vektorel carpimi

el e2 e3
Xx;y=10 'y, 7 :(ylzz_yzzwo’o)
0y, z

olarak tanimlanir, [59].
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2.1.13 Galile Uzayinda Kiire

Sabit bir M noktasina uzakhklari mutlak degerce sabit ve 1 olan X :(x, y,z) noktalarinin

kiimesine kiire denir ve S” ile gdsterilir. Burada M :(XO, yo,zo) noktasina kirenin merkezi

ve negatif olmayan r sayisina kiirenin yarigapi denir. Bu durumda
S2 :{X =(x,y,2)eG?, ‘ |X—X,| = r}

yazilabilir, [58].

2.1.14 Galile Uzayinda iki Birim Vekt6r Arasindaki Agi

Galile Uzayinda iki birim vektor a=(1,a,,a,) ve b=(1b,,b,) olsun. Bu iki vektér arasindaki

acinin Olglsd, fark vektorlerinin uzunlugu olarak tanimlanir ve

a=m(ab)=y(b,~2,) +(b~a)’

ile hesaplanir, [58].

2.1.15 Galile Uzayinda Genel Kuadrik Denklemi

Galile uzayinda, Xx,Y,z ye gore 2. dereceden
F (XY, 2)=a,X +a,Y° +85,2" +28,XYy + 28,7 + 28,,2X+ 28,,X + 28,,Y + 28,2 +@,, =0

denklemini saglayan noktalarin kiimesine bir kuadrik denir, [65].

2.1.16 Galile Uzayinda Egriler Teorisi

Galile Uzayinda bir a uzay egrisi | = R bir acik aralik olmak tGzere a1 —G?*, seklindedir.

Burada

dir. Ayrica x(t),y(t),z(t) e C*(3. dereceden siirekli diferensiyellenebilir fonksiyonlar uzayi)
dir, [58].
Tanim 2.17
Galile Uzayinda bir a(t) =(X(t), y(t), Z(t)) egrisi icin, eger x'(t)#0 ise « egrisine
admissible (kabul edilebilir) egri denir, [58].
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i) o bir admissible egri olsun. Bu durumda o egrisi icin yay uzunlugu parametresi
ds = |x'(t)dt| = |dx]
ile tanimlanir.

a:l -G (y"(t))zjt(z"(t))2 #0 olmak Uzere a(t):(t,y(t),z(t)) ve t yay parametresi

ile parametrelendirilmis bir admissible egri olsun. Bu durumda «a egrisinin egriligi

k()= \/(y"(t))z +(Z "(t))2 olmak {izere Frenet ii¢ ayaklisi

T()=(Ly'(1).2'()

1 ; ;
N ()= (0°().27()
3(0)= 02 070

elde edilir. B(t) vektéri eliptik involiisyon altinda N (t) vektériiniin goriintustdir. Ayrica

a egrisinin Frenet-Serret elemanlarn T, N, B, x, 7 olmak lzere

seklindedir. Burada 7 burulma fonksiyonu
det a'(t),a"(t),a"'(t)

o(y- 20

olarak hesaplanir, [58].

Tanim 2.18

Galile Uzayinda D(t)=7(t)T(t)+x(t)B(t) vektdr alanina Darboux vektér alani denir.

Asagidaki esitlikler saglanir, [58]:

T'=DxT
N'=Dxg N
B'=Dx, B.
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i) a:1 >G? a(t):(c,y(t),z(t)), c =sabit olacak sekilde admissible olmayan bir egri

olsun. Yani G® Galile Uzayindaki x=c Oklid dizleminde bir diizlemsel egri olsun. Bu

durumda Oklid geometriden de bildigimiz gibi

T(0)=(0,y'(1).2'()
N (6)=(0.-2/(1).y'(1)

w=(T\N)=2"(t)y'(t)-y"(t)z'(t)

elde edilir, [58].

2.1.17 Galile Uzayinda Yiizeyler Teorisi

Tanim 2.18

3— boyutlu Galile Uzayinda C? sinifindan bir go(u,v) yluzeyi
@ =0(u,v)=(x(u,v),y(uv),z(uyv)), uveR

op(uv) - _dp(u.v)

parametrik denklemi ile verilsin. Galile Uzayinda ¢, = 5 , 0, :T olmak tzere
u

@(u,v) yizeyinin regiler olmasi icin @ #0, @, #0, ¢ x; @, #0 olmaldir. Ayrica

ox(u,v)
ou

ox(u,v)

#0 veya

#0 ise ylzeye admissible (kabul edilebilir) ylizey denir. Galile
Uzayinda bir admissible ylizeyin n izotropik birim normal vektori

_ DX P,

n=
”(/’1 e 9"2”@

olarak bulunur, [58].
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BOLUM 3

GALILE UZAYINA YENi BAKISLAR

Tezimizin bu bolimiinde literatiirde var olan bazi kavramlarin eksik kalan 6zellikleri ve Galile
uzayindaki bir ylizeyin vektorel alan elementi, alan vektori ¢alisiimistir. Ayrica, bir admissible
yizeyin Galile Uzayindaki Galile ve Oklid diizlemlerine izdiisiim yiizeylerinin vektérel alan

elementi ve alan vektori formulleri arastiriimistir.
3.1 Galile Uzayinda Analitik Geometri

3.1.1 iki Noktadan Gegen Dogru Denklemi

Uzayda A=(x,Y,,z) ve B=(X,Y,,2,)eG® noktalarindan gegen dogru d olsun. d
dogrusu tzerinde temsili bir nokta X =(x,y,z) olmak tzere d dogrusunun parametrik

denklemi

X=X+A(%-X)

y=Yi+4(¥,= %)
1=2,+A(2,-12,)

ve kartezyen denklemi

X=% _ Y-V _2-% _,
- Y.= % Z,— 1

X,

ifadesi ile verilir. Ayrica A=(x,Y,,z )noktasindan gecen ve dogrultman vektorii

u=(u,,U,,u,) olan dogrunun kartezyen denklemi
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X=% _Yy-%_2-% _,
ul u2 u3

olarak yazilr.
Tanim 3.1

Bir d dogrusunun dogrultman vektdrii U izotropik vektér ise d dogrusuna izotropik dogru
denir. Eger d dogrusunun dogrultman vektéri U izotropik vektér degil ise d dogrusuna

izotropik olmayan dogru denir, [67].

3.1.2 Galile Uzayinda Diizlem

G® Galile Uzayinda paralel olmayan Vv, ve V, vektdrleri ve A=(X,, Y1 Zy) noktasi verilsin.
Vs,t e Rolmak Gzere AX=sv, +tv, vektorlerinin ciimesine A:(Xo,yo,zo) noktasinin ve
Vv, veV, vektorlerinin belirledigi dizlem denir ve (H) ile gosterilir. Bu durumda G® Galile
Uzayinda dizlemler v, ve V, vektdrlerine gore siniflandirilir.

l.v, =(a,b,,c,),v, =(a,,b,,c,)izotropik olmayan vektérler ve X =(X,y,z) olsun. Bu
durumda,

X=X, +Sa +ta,
(H)..qy=Yy,+sb+th,, steR
Z=1,+SC, +tc,

yazilabilir.

V,veV, paralel olmayan vektérler oldugu igin genellikten bir sey kaybetmeksizin kabul

edelim ki ab, —ba, # 0 olsun. Eger s ve t parametrelerini

X=X, +Ssa +ta,
y=Y,+sh +tb,

denklem sistemine gore ¢ozersek,

b, (X—X%,)—a,(y—Y,)
a1b2_b1a2

S =

ve
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a1(y_y0)_bl(X_XO)
a1b2_blaz

elde edilir. Boylece

b, (X=%) =3, (Y= ¥o) ., &(Y=¥o)-B(X=%)
a1b2 _blaZ ' a1b2 _blaZ

Z=17,+ )

veya
A= b2C1 _b102' B= a,c, _azclvc = b1a2 _ain’ D= _(bZCl _blcz)xo _(a1C2 _aZCl)yO +(b1a2 _aibz)zo

olmak tzere AX+ By +Cz+ D =0 genel dizlem denklemi elde edilir. Bu durumda diizlemin

normali
nN=V,X;V,
0 e, e
=3 b1 G
a‘2 b2 CZ
:(O’azcl_a1C2’a1b2 _blaZ)
=(0,B,C)
elde edilir.

I. v, =(0,b,c,) ve v, =(0,b,,c,) olsun. Genel diizlem denklemi

(b,c, —bc, ) x—(b,c, —bc,)x, =0
veya

AX+ D =0duzlemi elde edilir. Bu durumda diizlemin normali

b

=(bc, —cb,,0,0)
(A,0,0)

N
O
N

olarak bulunur. Béylece AX+ D =0 diizleminin normali n=(A,0,0) elde edilir.
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. v, =(0,b,c,) ve v, =(a,,b,,c,) olsun. Bu durumda genel diizlem denklemi

A=b,c,—bc, B=—(a,,),C=ba, D=—(b,c,—bc,)x, +(a.c,)y, +(ba,)z, olmak uzere
Ax+By+Cz+D=0

seklindedir. Dolayisiyla diizlemin normali

N=V,%V,
0 e, &g
=10 b ¢
a, b, ¢
= (O’ G, _blaz)
~(0,B,C)

olarak bulunur.
Sonug 3.2
1. Ax+By+Cz+D =0 ise dizlemin normali n=(0,B,C)
2. Ax+D=0 ise dizlemin normali n=(A,0,0) elde edilir.
Tanim 3.3

Eger N izotropik vektor ise G® Galile Uzayinda dizleme Galile diizlem (veya izotropik
diizlem) denir. Eger N izotropik olmayan vektér ise dizleme Oklid diizlemi (veya izotropik

olmayan diizlem) denir.
Ozellikler

1) Ax+ D =0,D # 0 duzlemlerde konum vektorleri izotropik olmayan noktalar vardir.

ispat

Ax+D =0 diizleminde P = (—%, Y, Zj tipinde noktalar bulunur.
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2) Oklid duizlemlerde yatan vektérler izotropiktir.

ispat

D
Ax+D=0 duzleminde P:[_K’y’zj tipinde  noktalar  bulunur.  Buradan

D D
P = [_K’ Vi, zlJ, P, :(_X’ Vs, sz keyfi iki noktasi icin P,P,=(0,y,—-V,,z,—2) dizlem
Uzerinde yatan tim izotropik vektorlerdir.

3) Galile duzlemlerinde konum vektorleri izotropik olan ve izotropik olmayan noktalar

mevcuttur.
ispat
Ax+By+Cz+D=0 Galile dizlemindeP =(x,y,~D—Ax—By) olacak sekilde bir P

noktasi vardir. Bu durumda

P

(x,y,~D— Ax—By)
=(0,0,-D)+x(1,0,—A)+y(0,1,-B)

yazilabilir. Boylece {(1,0,—A),(0,1,—B)} duzlem Uzerinde yatan izotropik ve izotropik
olmayan vektorlerdir. Dolayisiyla izotropik olan ve izotropik olmayan noktalar mevcuttur.

4) Galile dizlemlerde izotropik olmayan ve izotropik olan vektorler yatar.

ispat

Ax+ By +Cz+ D =0 Galile dizleminde

P =(X,Y,—-D—Ax —By,),P, =(X,,¥,,—~D—Ax, —-By,) € Ax+ By +Cz =-D, x, # X,

olacak sekilde izotropik olmayan noktalar mevcuttur. Bu durumda P,P, izotropik olmayan bir
vektordur.

5) Galile diizleminde yatan izotropik vektorler lineer bagimlidir.

ispat

{(1,0,—A),(O,1,—B)} diizlem (zerinde vyatan izotropik ve izotropik olmayan vektérler
Ax+By+Cz+ D =0 Galile duzlemini gerer. Dolayisiyla izotropik vektorler lineer bagimlidir.
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Ornek 3.4

A=(1,-1,2),B=(2,0,1),C=(311) noktalari verilsin ve A B,C noktalarindan gegen
duzlem Uzerinde temsili bir nokta X :(x, y,z) olsun. Ax+By+Cz+D =0 genel dizlem

denkleminde A, B,C noktalari yerine yazilirsa

A-B+2C+D=0
2A+C+D=0
3A+B+C+D=0

denklemleri elde edilir. Buradan x—y—-2=0 elde ederiz.
Bir diger yolla,

AB=(11-1),
AC=(2,2,-1)

olmak Uzere

bulunur. Buradan normali n=(0,-1,0) diizlem denklemimiz Ax—y+D =0 ve A=(1,-1,2)
ve B=(2,0,1) noktasi diizlem denklemini saglayacagindan A—(-1)+D=0,2A+D=0 ve

A=1,D=-2bulunur. Boylece Xx—y—2=0 elde edilir.
Ornek 3.5

P =(1,2,3) noktasindan gegen ve normali n=(0,1,2) olan Galile diizlemi igin

n=(0,12) olan oldugundan
Ax+y+2z+D=0..(H)

olur. Pe(H) igin A1+1.2+2.3+D=0..(H) oldugundan A+D =-8 bulunur.
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Sonug 3.6

A noktasindan gecen ve normali n :(O, B,C) olan diizlem G?* Galile Uzayinda tek degildir.

3.1.3 Bir Noktanin Uzaydaki Bir Galile Diizlemi Uzerine Dik izdiisiimii

Uzayda P =(p,, p,, P;) noktasinin Ax+By+Cz+D=0...(H) ile verilen dizlemin Gzerine
dik izdlisimi S =(s,,5,,s,) olsun. PS=An, AeR veya s=p+.An yazlabilir. X =(x,y, )
temsili bir nokta olmak (izere Ax+By+Cz+D:0...(H) yazilabilir. P noktasinin dik

izdisimi olan S noktasi diizlem Uzerinde oldugundan S noktasi bu dizlem denklemini
saglar. O halde As +Bs,+Cs,+D=0 veya A(p,+AA)+B(p,+AB)+C(p,;+4C)+D=0

bulunur. Buradan

_ Ap,+Bp,+Cp;+D
B®+C?

ﬂ/:

Sonuc olarak,

S=p_Apl+Bp2+Cp3+Dn
(n.n),

elde edilir.

3.1.4 Bir Noktanin Uzaydaki Bir Oklid Diizlemi Uzerine Dik izdiisiimii

Uzayda P =(p,, p,, p;) noktasinin Ax+D=0...(H) ile verilen diizlemin Gzerine izdiisim
S olsun. PS=/1n, A1 €R veya s =p+4n yazilabilir. P noktasinin izdisimii olan S noktasi
diuzlem (zerinde oldugundan S noktasi bu dizlem denklemini saglar. O halde,

(n,s),+D=0 veya (n,(p+/’tn)>G +D =0 bulunur. Buradan

n7p>G+D__Ap1+D

(
), TR

bulunur. Sonug olarak,
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s:p_Ap;;D(A,o,o)

D
:p—(pﬁx,o,oj

D
(5

veya

_Ap+D

(n.n),
elde edilir.
Ornek 3.7

P =(1,2,3) noktasi ve 2y+z+3=0 Galile diizlemi verilsin. P =(1,2,3) noktasindan gegen

x-1 y-2 z-3
2 1

=t elde edilir.

dogrultmani n=(0,2,1) olan dogrunun denklemi

P=(12,3) noktasinin dizlem (zerine dik izdisimi S=(X,,Y,,2,) olsun. Sed ve
Se(H) oldugundan X, =1y, =2+2t,z)=3+t ve 2(2+2t)+(3+t)+3=0 ve t=-2

bulunur. Buradan S =(1,-2,1) elde edilir.

Bir diger yolla,

3 Ap1+Bp2+Cp3+Dn

(nn),

2.2+1.3+3
123)-—————(0,2,1
( ) 22411 ( )

(12,3)-2(0,2,1)
=(1-2,2)

S=p

bulunur.
Ornek 3.8

P=(12,3) noktasi ve X+2y+z+2=0 Galile dizlemi verilsin. P=(1,2,3) noktasindan

x-1 y-2 z-3
2

=t elde edilir.

gegen dogrultmani n=(0,2,1) olan dogrunun denklemi
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P=(1,2,3) noktasinin dizlem (zerine dizlemin normali boyunca dik izdlisimi
S=(X,Y0:2,) olsun. Sed ve Se(H) oldugundan X, =L1Yy,=2+2t,z,=3+t ve
1+2(2+2t)+(3+t)+2=0 ve t=-2 bulunur. Buradan P=(12,3) noktasinin
X+2y+2+2=0 Galile diizlemi tizerine dik izdisimi S =(1,-2,1) elde edilir.

Ornek 3.9

G? Galile uzayinda P = (1,2,3) noktasinin X+2 =0 Oklid dizlemine dik izdtsimuni

X=-2 oldugundan S =(-2,2,3) bulunur.

3.2 Galile Uzayinda Lineer Cebir

3.2.1 i¢ Carpimin Geometrik Yorumu

U birim vektér ve V=(V,V,,V,) herhangi bir vektér olmak uzere (u,v)=Vv, =|vul,
yazilabilir. Dolayisiyla iki vektoriin i¢ ¢carpimi, birim olmayan vektorin birim vektor Gzerine

Galile anlaminda dik izdisim vektériniin boyunu verir. Burada v —Vv,u izotropik olmayan

vektor olup U vektorine Galile anlamda diktir.

Sekil 3. 1 i¢ carpimin geometrik yorumu

3.2.2 Vektorel Carpimin Geometrik Yorumu

X=(X,¥.2),Y =(%,Y,.2,)€G® ikiizotropik olmayan vektérii verilsin. Bu durumda
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[xx6 VI, = (2% = %2, ) + (%Y, = Vi, )

ve

X = (1, L,i] NE {1, Y2 , Z—Z] vektorleri arasindaki agi
X% X, %

a=m(xy)

\/(lez _Xizz)z +(X,Y, = YiX )2
x|

=S|I']g a=

elde edilir. Ayrica

\/(lez - Xizz)z +(XY, — y1X2)2
x|

[xx6 Yl =[xll,|

=X ¥l sing

yazilabilir.

3.2.3 Galile Uzayinda Paralelkenarin Alani

i X=(X,¥,2),Y=(%,Y,2,)€G® izotropik olmayan vektérler arasindaki ag «

olsun. Bu durumda

Alan = (Taban)(Yiikseklik)

= (Il ) (¥l sin s )
= Xl ¥, sin, @
=[xxs vl
elde edilir.
ii. X =(X1, Y 21) izotropik olmayan, vy =(O, Y, 22) izotropik vektorler arasindaki a¢l

olsun.
Alan = (Taban ) (Yikseklik)

= (I )M,

=[xl vl
elde edilir.
iii.  Xx= (0, Y Zl) , Y= (0, Yy, 22) izotropik vektorler arasindaki a¢i & olsun. Bu durumda

Alan = (Taban)(Yikseklik)

= (Il )(Iv1, sin. @)

= ”X Xs y”G
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bulunur. Burada x ve Yy izotropik vektérleri X =0 Oklid diizleminde yatar. Bu yiizden

acilar Oklid agilar ve sin_« Oklid anlaminda siniis fonksiyonu olarak hesaplanir.

Sonug olarak, Galile Uzayinda vektérel garpimin geometrik yorumu igin iki yorum yapilabilir:

1. ki vektoriin vektorel carpimi bu iki vektére dik olan yeni bir vektdr olusturur.

2. iki izotropik olmayan vektér tarafindan kurulan paralelkenarin alani iki vektoriin

vektorel carpiminin boyuna esittir.
Ozellikler
1) VxeG® igin Xxx, Xx=0,
2) VX,y € G® igin Xxg Y =—-Yyx¢ X,
3) WX,y,2eG® icin (X+Y)xg Z=(Xx52)+(Yxs Z),
4) Vx,y,zeG® igin zxg (X+Y)=(2x5 X)+(zx5 Y),
5) Vx,y €G® ve 1eR igin AXxgy=A(XxsY)=(Xxs y),
6) Vx,y € G® igin x ve y lineer bagimliise Xx,y =0.

7) VX =(%, Y0 2,),Y = (%, Y,,2,) € G igin [[xxq Y|, =[X]; [, sin, &
) VK= (0.902).Y =(0,3,,2) <G fgn s, ¥, =, b, 5.

9) VX:(Xv Yo Zl)’y :(O’ Y2 22) G’ igin ”XXG y”a‘ :”X”5 ”y”a"

3.2.4 Galile Uzayinda Ug Vektor Uzerine Kurulan Paralel yiizliiniin Hacmi

Bilindigi gibi Hacim, Taban Alan ile Yiksekligin  carpimi  ile  bulunur yani

Hacim = (Taban Alan)(Yiikseklik)

ile hesaplanir. Ancak Galile Uzayinda taban alanin bulundugu diizleme goére hesabi

degiseceginden asagidaki durumlar incelenmelidir:

i. X izotropik olmayan y ve z izotropik vektérler olsun. Bu durumda
Hacim = (Taban Alan)(Yukseklik )
= (s 20 ) (1)
=[xl ly<s 2l
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olarak hesaplanir.

ii. X ve Yy izotropik olmayan ve z izotropik vektdr olsun. Bu durumda z izotropik

vektorl x ve y vektorleri tarafindan kurulan paralelkenara diktir. Dolayisiyla

Hacim = (Taban Alan)(Yukseklik)

= o< Yl 21,

olarak hesaplanir.

iii. X y ve z izotropik olmayan vektérler olsun. Bu durumda x ve y vektorleri

tarafindan kurulan paralelkenarin alani [xx, Y|, ile hesaplanir. Béylece

Hacim = (Taban Alan)(Yukseklik)
= (|[xxo ], ) (Ykseklik )

olarak hesaplanir. Burada Yukseklik, zvektérinin ug¢ noktasindan X ve Yy

tarafindan kurulan paralelkenara olan dik uzaklik (yani z vektoriinin ug noktasinin X

ve Yy vektorlerinin gerdigi dizleme dik uzakligi) ile hesaplanir.

3.2.5 Karma Garpim

Galile Uzayinda Ug¢ vektorin karma ¢arpimiigin temelde 4 durum séz konusudur:

1. X, y ve z izotropik vektérler olsun. Yani, x=(0,%,,%;), Yy=(0,y,,y;) ve 2=(0,2,,2,)

ise
(xx5y,2), =0

= Ug vektér lizerine kurulan paralel yiizliniin hacimi
bulunur.

2. x izotropik olmayan ve y, z izotropik vektérler olsun. Yani, X=(X,X%,,%;), Y=(0,¥,, ;)

ve 2=(0,2,,2;) ise
‘<y Xs 27X>G‘ = ‘X1(Zzy3 - yzzs)‘
=det(x,y,z)

=l Iy ><s 21l
= Ug vektor tizerine kurulan paralel yiizliniin hacimi

bulunur.
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3. X, y ve z izotropik olmayan vektorler, yani X=(X,%,,%;), Y=(¥..V,,Y;) ve

z=(2,,2,,;) olsun. Bu durumda,

(Xx5¥,2), =0

# Ug vektor lizerine kurulan paralel yiizliniin hacimi
bulunur.

4. X, Yy izotropik olmayan ve 2z izotropik vektorler olsun. Yani, X

y:(yyyz'ys) ve ZZ(O, 22,23) ise

(%%, %),

<X oY y,z>8 =X3Y1Z, = X\Y3Z, + X Y23 — X, Y12,

= det(x,y,2)

# Ug vektdr tizerine kurulan paralel yiizliniin hacmi
Ornek 3.10
x=(1,2,3),y=(0,5,4) ve z=(0,3,2) olsun. Bu durumda bu ii¢ vektdr icin karma ¢arpim
(yx,2,X), =—12 elde edilir. Bu ti¢ vektériin olusturdugu paralel ¢ yiizlinin hacmi icin
xx;y=(-2,0,0) ve
Hacim = x|, [y x; 2,

=1.12
=12

elde edilir.

Ornek 3.11

x=(1,0,0),y=(110) ve z=(111) olsun. Bu durumda bu ii¢ vektdr icin karma ¢arpim
<X><G y,Z> =0 elde edilir. Fakat bu (¢ vektoriin olusturdugu paralel Gi¢ yuzlinin hacmi igin

X%y =(0,0,1) ve z=(111) oldugundan

Hacim = (Taban Alan)(Yikseklik)
=1.1
=1

elde edilir.
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Ornek 3.12
x=(1,2,3),y=(15,4) ve 2=(0,3,2) olsun. Bu durumda bu ii¢ vektér icin karma ¢arpim

Xxs Y =(0,-13) ve (Xx;Y,z)=3 elde edilir. Fakat bu iig vektdriin olusturdugu paralel ig

ylzliiniin hacmi igin xx5 y =(0,-1,3), 2=(0,3,2) ve

Hacim = |xx¢ Y, ||,

=+/130

elde edilir.
Sonug 3.13

Galile Uzayinda iki izotropik vektor ve bir izotropik olmayan vektoriin karma carpimi bu (¢
vektor Gzerine kurulan paralel lg ylizlinin hacimini verir.

3.2.6 Ug vektoriin Vektorel Carpimi

Vx,y,z €G? izotropik olmayan vektorlerin vektérel carpimi (x><G y)><G Z olmak Uzere
(Xxg ¥Y)*g Z= <x,z>G y—<y,z>G X,
veya

Xxg (Y6 z)=<x,z>G y—<x,y>G z,

seklinde tanimlanir. Dikkat edilirse (XxgY)xgZ#Xxs(Y%s2) olup vektérel carpim

isleminde birlesme 6zelligi yoktur.

Ornek 3.14

x=(11,0),y =(0,1,2),z =(L11) ise
Xxs Y =(0,-2,1) olmak iizere (Xxg Y)xg Z =(0,1,2) bulunur. Bir baska yolla,

(x,z), =1 (y,z), =0 olmak tizere (x,z)_ Yy —(Y.Z), X =1y +0.x=(0,1,2) elde edilir.
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3.2.7 Jacobi Ozdesligi

vx,y,z2€G* izotropik olmayan vektérler igin (Xxg Y)Xg Z+(Yxg Z)Xg X+(Zxg X)xg y =0

esitligine Jacobi 6zdesligi denir.

3.2.8 G@Galile Uzayinda Ortonormal Baz Vektorleri

Tanim 3.15

Galile Uzayinda {0,,9,.0,} vektérleri verilsin. Eger

<g1rg1>G =1 <gz’gz>5 =1, <gsrg3>5 =1ve <gligz>e =0, <gl’g3>G =0, <92'gs>5 =0

saglaniyorsa {gl,gz,g3} vektorlerine ortonormal baz vektérleri denir. Galile Uzayinda
S= {gl =(1,0,0),9,=(0,1,0),9, =(0,0,1)} vektorlerine standart ortonormal baz vektérleri

denir.

3.2.9 Galile Uzayinda Ozel Matrisler
Tanim 3.16
A:G®—>G® bir lineer déniisim olsun. Eger VX eG® icin (A(X),A(X))=(X,X)

saglaniyor ise A lineer dontsiimiine lineer ortogonal donlisim denir. A lineer dénisiimiine

karsilik gelen matrise ise ortogonal matris denir.
Tanim 3.17
A:G*—>G® bir lineer dénisim olsun. Eger VX,Y eG® icin (A(X),Y)=(X,A(Y))

saglaniyor ise A lineer donlslmune simetrik déniisim denir. A simetrik déniisimune

karsilik gelen matrise ise simetrik matris denir.
Tanim 3.18
A:G®* >G® bir lineer doénisim olsun. Eger VX €G?® icin <A(X),Y>=—<X,A(Y)>

saglaniyor ise A lineer donlsimine antisimetrik donlsim denir. A antisimetrik

donisimiine karsilik gelen matrise ise antisimetrik matris denir.
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3.2.10 Galile Uzayinda Bazdan Baza Gegis Matrisi

Galile Uzayinda S:{gl:(l,O,O),gz:(0,1,0),93:(0,0,1)} standart ortonormal baz
vektérleri ve S'={g',=(La,b),g’,=(0,c,d),g’,=(0,e, )} ortonormal baz vektérleri

verilsin.

g,'eG®i=123 icin 9;'€5p{0,,9,.0,} olur. Buradan

g9,'=1g,+ag, +bg,
g,'=0g,+cg,+d.g,
0,'=09,+eg,+ f.0,

bulunur. Béylece matris formunda yazilirsa

9, 1 a bjg

g,'|=|0 ¢ d|g,

9;'] [0 e f]lg,
g, 1 ab 9

elde edilir. Burada G'=|g,'|, P=|0 ¢ d| ve G=|g,| olmak tzere, G'=PG olur.
9 0 e f gs

c d
Burada det P =1 oldugundan P matrisinin tersi mevcuttur. Burada { f} matrisi {gz,gg}
e

ortonormal olmasindan dolayi ortogonaldir. Ayrica A:G®—>G® A(X)=P'X

déniisimini tanimlayalim. Bu durumda VX € G?® igin

A(X)=PTX
1 a b [x
=0 ¢ d||X
100e f]|x
1 0 0][x
= c elfx
b d f]x

a
=(x,,ax +Cx, +ex,,bx, +dx, + fx
Xl Xl 2 3 Xl 2 3

elde edilir. Bu durumda (A(X),A(X)), =(X,X); ve (A(X),A(X)) =(X,X), saglanr.

G

Boylece A lineer dénusiimiine karsilik gelen P matrisi Galile anlamda ortogonal matristir.
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Simdi 3—boyutlu Galile Uzayinda herhangi iki ortonormal baz vektérleri icin gegis matrisini

bulalim:
$={0,,9,.9;}, ve S'={9',9%,,0';} ortonormal baz vektérleri verilsin.  Burada
<g1rgl>G =1 <gz’gz>5 =1, <93rgs>(5 =1ve <gligz>G =0, <gl'gs>G =0, <92'gs>5 =0

ve

<gll’g1 '>G =1, <gzlvgz I>5 =1, <gsl’g3'>5 =1 ve <gl '192 I>G =0, <gl I’gs I>G =0, <gzlvgs I>5 =0
dir.

v

9,
Sekil 3. 2 x =0 Oklid diizlemindeki baz vektérleri

Eger 9," ve g, vektorleri arasindaki aglya @ denilirse

g,"'=cosdg, +sindg,
g;'=-sindg, +cosdg,

bulunur. Ayrica gl'esp{gl,gz,g3} oldugundan g¢,'=1g,+ag,+bg, olacak sekilde

g’ 1 a b 9
a,beR vardir. Boylece G'=|g,'|, P=|0 cosé sind|ve G=|g, | dersek, G'=PG
g, 0 —sin@d cosé g,

olur. Ek olarak, p = glgl' ve ||p||5 =T dersek Sekil 3.2 den de goriilecegi gibi <p,gz> =rcosa

bulunur. Boylece,

1 rcosa rsina
P=|{0 cos@ sind
0 -sin@d cos@

ve
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1 -rcosacos@—rsinasing® —rsinacos@+rcosasing

1=10 cos —sind
0 sin@ cosd
elde edilir.
Sonug¢ 3.19

Galile ortonormal bazlar arasi gegis matrisinin transpozu Galile anlaminda ortogonal

matristir.
Ornek 3.20
Galile Uzayinda S :{g =(111),9, ( —, = ortonormal baz
55
. . 34 4
vektorleri ve S'=19",=(1,2,3),9",=| 0, e g =|0,—,= |+ ortonormal baz vektérleri

verilsin.  p=g,"-9,=(0,1,2)  oldugundan r =||p||5 =\/§ bulunur.  Buradan
p 3 . 1 - . 7
coso ={—, =—— olup Sina=—— elde edilir. Ayrica coséd = , =—— Ve
<I‘ gz> \/]3 p \/]3 y <gz gz> 5\/5

. 1
sind = ——= elde edilir. Boylece gecis matrisi
52

; 31

2 2

oo T L

5J2 52

1 7

52 5V2)
bulunur.
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3.3 Galile Uzayinda Bir Yiizeyin Vektoérel Alan Elementi ve Alan Vektorii

3.3.1 Admissible Yiizeyin Vektorel Alan Elementi ve Alan Vektorii

of (u,v);to’ of (u,v)
ou ov

G® Galile Uzayinda C® sinifindan bir ¥ yizeyi #0 olmak Uzere

‘P(u,v):(f (U,V),g(u,v),h(u,v)), f,g,heC’u,veR parametrik denklemi ile verilsin.
G® Galile Uzayinda bir admissible yiizeyin birim normal vektori

\Pu ><G \Pv
n=—uY %5 VvV
||\PU XG \PV”(S

izotropik vektordi ile verilir, [58].
Tanim 3.21

G® Galile Uzayinda bir admissible ¥ yiizey parcasinin bir X noktasindaki skaler alan

elementi dF, ile gosterilir ve
dF, =|W, xc ¥, ||, durdv
veya W =¥, x¢ ¥, |, olmak tizere

dF, =Wdu A dv

seklinde tanimlanir.

Tanim 3.22

G? Galile Uzayinda bir admissible ¥ yizey pargasinin u,v parametrelerinin bir alt bolgesi

I olsun. Bu durumda I" bélgesi lizerinde ¥ ylizey pargasinin skaler alani

F, :”dF\{, ile tanimlanir.
r

Tanim 3.23
¥ admissible ylizey pargasi lzerindeki bir X noktasi icin

qu,:%d‘PQGd‘P
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seklinde tanimlanan vektore, ¥ admissible yilzeyinin X noktasindaki vektérel alan
elementi denir. Burada ”§<G 7 islemi vektorler arasindaki vektorel carpimi ve 1—formlar

arasindaki dis carpimi gdstermektedir.
Tanim 3.24

I" bolgesi Gizerinde tanimli bir W admissible ylizey pargasi tzerindeki bir X noktasi igin alan

vektoru F,, ile gosterilir ve
F, = [[dr,
r

ile tanimlanir.
Ozellikler

1) dF,vektorel alan elementi, X noktasinda ¥ admisssible ylzeyinin normali

dogrultusundadir. Yani,

qu,:%d\P;ed‘P

= %(‘Pudu + ‘Pvdv);e (W, du+¥,dv)

=¥, x; ¥, dundv
=ndF,

yazilabilir.

2) dF, vektorel alan elementinin normu, X noktasinda W admisssible ylzeyinin skaler alan

elementine esittir. Yani,
[dF [, = IndF, [, = dF,

dir.

3.3.2 Oklid Yiizey Pargasinin Vektérel Alan Elementi ve Alan Vektorii
G? Galile Uzayinda bir Oklid dizlemindeki ¥ yiizeyi

¥ (u,v)=(c,g(u,v),h(u,v)),g,heC?u,veR, c=sabit
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parametrik denklemi ile verilsin. Bu durumda, ¥ yiizeyi X =C Oklid diizleminde bir diizlem
parcasidir. G* Galile Uzayinda bir Oklid yiizeyinin birim normal vektéri
Y, xs ¥,
”\Pu Xs \PV”G
= (1,0,0)

olarak hesaplanir.

Tanim 3.25

G? Galile Uzayinda bir ¥ OKklid yiizey parcasinin bir X noktasindaki skaler alan elementi

dF, ile gosterilir ve

dF, =|W, x; ¥, ||, duadv

veya W =||¥, x; ¥, |, olmak iizere
dF, =Wdu A dv

seklinde tanimlanir.

Tanim 3.26

G® Galile Uzayinda bir ¥ Oklid yiizey pargasinin u,v parametrelerinin bir alt bolgesi T’

olsun. Budurumda I'" bdlgesi Uzerinde ¥ ylizey pargasinin skaler alani

F, =”qu, ile tanimlanir.

r

Tanim 3.27

G*Galile Uzayinda ¥ Oklid yiizey parcasi tizerindeki bir X noktasi icin
1 N
dF\I, = Ed\PX‘S le

seklinde tanimlanan vektére, ¥ Oklid yiizeyinin X noktasindaki vektérel alan elementi

denir. Burada ”>A<5,, islemi vektorler arasindaki ¢ —vektérel carpimi ve 1—formlar arasindaki

dis carpimi géstermektedir.
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Tanim 3.28

G®Galile Uzayinda T bélgesi tzerinde tanimli bir ¥ Oklid yiizey parcasi tizerindeki bir X

noktasi igin alan vektori F,, ile gésterilir ve
F, = [[dr,
r
ile tanimlanir.
Ozellikler
G? Galile Uzayindaki Oklid yiizey parcalarinin;
1) dF, vektorel alan elementi, X noktasinda ¥ Oklid yiizeyinin normali dogrultusundadir.

2) dF, vektérel alan elementinin normu, X noktasinda ¥ Oklid yuzeyinin skaler alan

elementine esittir.

Ornek 3.29
7r P2 A . .
F={0<U<E,O<V<E} bélgesi igin  W¥(u,v)=(u+v,cosu—vsinu,sinu+vcosu),

admissible ylzeyi verilsin.

¥, =(L-sinu—vcosu,cosu—vsinu),
¥, =(1,—sinu,cosu)

elde edilir. Buradan
¥, xs ¥, =(0,~vsinu,vcosu)

oldugundan |¥,x; ¥,|, =V bulunur. Ayrica yiizeyin normali n=(0,—sinu,cosu) elde

edilir. Boylece dF,, skaler alan elementi dF, =vdudv ve admissible ylizeyin ylzey alani

3
vdudv = z
16

ot—nIN
O =N

Fe = HdF\P = ”Wdudv =
r T

elde edilir. Ayrica I" bolgesi icin admissible ylzeyin bir X noktasindaki vektorel alan

elementi
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dF, =¥, x¥ duadv
=(0,~vsinu,vcosu)du A dv
=ndF,

elde edilir. Boylece I'" bolgesi icin admissible ylizeyin bir X noktasindaki vektorel alan

vektori

IdF\P :ﬁ(o,—vsin u,vcosu)du Adv
00

Fo =]
T
2 i
= O,U—vsin ududv,”vcos ududv
00 00
= 0,—17z2,17r2J
8 8
bulunur.

3.4 Admissible Yiizeyin Dik izdiisiim Alani

3.4.1 Admissible Yiizeyin Bir Galile Diizlemine izdiisiim Alani

Simdi ¥ admissible yiizey parcasinin birim normal vektérii € olan bir G* Galile diizlemine
dik izdiisiimiinii inceleyelim:

Y admissible ylzey pargasinin birim normal vektori € olan bir Ax+By+Cz+D =0 Galile
diizlemine dik izdisimi W" olsun. ¥ admissible yiizey parcasinin bir X noktasindaki
vektorel alan elementi dF, ve W" vyiizey pargasinin vektérel alan elementi qu,n ile
gosterelim ve X noktasinin birim normal vektorii € olan bir G Galile diizlemine (izotropik

duzlemine) dik izdisiumi X" olsun. Bu durumda

= :%dx” X6 dX"

v

- %(dx—(Adx1 + Bdx, +Cdx3)e);e (dx —( Adx, +Bdx, +Cdx, )e)

yazilabilir. Ayrica
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%dx;edx = dx,dx,g, + dx,dx,g,,

%dx:«; (Adx, +Bdx, +Cdx, )e = %[(—BCdxldx2 —Czdxldxg)g2 + (—Bzdxzdx1 - BCdx3dxl)g3],

%(Adx1 + Bdlx, + Cdx, )exc dx = %[(—BCdxidx2 —C?dx,dx, ) g, +(—BPdx,dx, - BCdedxl)gs]

ve
%(Adx1+ Bdx, +Cdx3)e>A<G (Adx, + Bdx, +Cdx, )e=0

olarak hesaplanir. Buradan B?+C?=1 oldugu goéz o6ninde bulundurulur ve gerekli

diizenlemeler yapilirsa den :<qu,,e>§e oldugu kolaylkla gorilar. qu,n vektorel alan
elementinin normu skaler alan elementine esit oldugundan FWn :KF\P,e)d‘ elde edilir.
Boylece asagidaki teorem ispatsiz verilebilir:

Teorem 3.30

¥ admissible ylizey parcasinin birim normal vektorli € olan bir Galile diizlemine dik
izdisimi W" olsun. ¥ admissible yiizey pargasinin bir X noktasindaki vektorel alan

vektori Fy/ ve W" yiizey parcasinin skaler alani F\yn olmak lizere

F\{J” =‘<F‘P’e>§‘

ile hesaplanir.

3.4.2 Admissible Yiizeyin Bir Oklid Diizlemine izdiisiim Alani

Simdi w admissible yiizey parcasinin birim normal vektérlii bir Oklid diizlemine dik
izdlsiimiini inceleyelim:

¥ admissible yiizey pargasinin birim normal vektorlii bir Oklid diizlemine dik izdtisimii V"
olsun. " yiizey parcasinin vektorel alan elementi dF\Pn ile gosterelim ve X noktasinin birim

normal vektorli bir Oklid diizlemi {izerine dik izdiisimi X" olsun.

Boylece
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dF . =Ltgwng, dr
X2
=%(‘P3du+‘PCdv)>A<5 (‘Pﬂdu+‘PCdv)

=Y x; P dudv

veya
Pk Pn
dF, =—0 s g @i dundy
g H\Pu X5 IPu G
=n ,dF ,
Yx ¥x

elde edilir. Boylece asagidaki teorem ispatsiz verilebilir:
Teorem 3.31

¥ admissible yiizey parg¢asinin birim normal vektorlii bir Oklid diizlemine dik izdtisimii V"

olsun. W" yizey parcasinin bir X noktasindaki vektorel alan vektori F\pn ve V" yizey
X

pargasinin skaler alani F\y" olmak lzere

F

E3"

F,, =

¥x

G
ile hesaplanir.

Ornek 3.32
F={0<x<%,0<y<%} olmak tizere W (u,v)=(u+v,cosu—vsinu,sinu+vcosu)yuizeyi
verilsin. XOy diizleminin birim normal vektérii e=(0,0,1) dir. Boylece dF,. :(dF,e>5e

yani,

dF,, =(dF,.e) e
=((0,~vsinudu A dv,vcosudu A dv),(0,0,1)) e

=vcosudu A dve

elde edilir. Ayrica
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F . vcosudu A dve

N

£

Il
0| = o=y
O =N [N

3
@

I
7/ N\
o
o

[N
3

i

hesaplanir. Buradan

F‘I’" :‘<F‘I”e>o‘
1
8
bulunur.

yOz dizleminin birim normal vektorl g, =(1,0,0)dir. Béylece dF,, =¥ x, Pidudv yani,

¥
¥, =(0,—sinu,cosu)

(0,—sinu—vcosu,cosu—vsinu),

olmak Ulizere
dF,, =(-v,0,0)dudv

elde edilir. Buradan

— |y

n
I

(—vdudv,0,0)

;zS,o,oj

&l °

/ST N Oy

hesaplanir. Béylece skaler alan

1
F.=—x°
16

seklinde elde edilir.
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BOLUM 4

GALILE UZAYINDA HAREKET

Tezimizin bu orijinal bolliminde, G® Galile Uzayinda Galile Uzay hareketleri calisilmis ve
Galile Uzay Hareketleri altinda Klasik Holditch Teoreminin hacimler icin elde edilen uzaysal
genellemeleri elde edilmistir. Ayrica Galile Hareketleri altinda olusan yoériinge ylizeylerin

dizlemler Gzerine izdlisim alanlari i¢in Holditch Tipi Teoremler incelenmistir.

4.1 Galile Uzayinda Hareket

Tanim 4.1

R ve R’ ti¢ boyutlu G® Galile Uzaylari ve {0;0,,0,.9;} ve {O';gi,g;,g;} , sirasiyla, R ve R’
uzaylarinin ortonormal gatilari olsun. Kabul edelim ki, g, =g, (t) yani {O;gl,gz,gs} dik catisi
{O';g'l,g'z,g;} dik catisina gore hareket etsin. Ayrica X € R noktasinin R ve R’ uzaylarinin

dik koordinat sistemine gore konum vektorleri, sirasiyla, X' ve X ile verilsin.
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Sekil 4. 1 Galile Uzayinda Hareket

OO0 =u=ug, +U,9, +U,9;
olmak Gizere X € R noktasi igin
X =—-U+X

denklemine 3-Boyutlu Galile uzay hareketinin vektérel denklemi denir. Bu Galile uzay

hareketi H = R/ R ile veya kisaca H ile gosterilir. Burada, H = R/ R’ hareketi esnasinda

!

X', X ve u diferensiyellenebilir fonksiyonlardir ve u vektérine H =R/R’ hareketinin

6teleme vektorii denir. Bu durumda, R uzayinin R’ uzayina gore hareketi elde edilir.

Ayrica, R ve R’ uzaylarina, sirasiyla, hareketli ve sabit Galile uzaylari ve{0;0,,09,,0;} ve

{O';g'l,g'z,g;} catilarina, sirasiyla, hareketli ve sabit ¢atilari denir. Burada, R ve R’ uzaylari

ayni yonde yonlendirilmektedir.

4.2 Galile Hareketlerin Tiirev Denklemleri ve integrallenebilme Kosullari

Eger {gl,gz,gs} ve {gi,g;,g;} ortonormal bazlari matris formunda, sirasiyla,

seklinde gosterilirse; A regiiler matris olmak lizere
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G=AG ve G'=A"G

saglanir. Boylece her iki tarafin tlrevini alirsak ve G’ sabit ¢ati oldugundan

dG = dAA'G
veya
dG = QG

yazilabilir. Kabul edelim

& &, A
Q=la, a, a,
a3 8y Ag

olsun. Bu durumda

gﬂ a, a, a,| g

0, [Z|an 8p a5 0

glsj ; 83 85| U;

veya

gl =a,,0, +a,,0, + 3,30,

0, =ay0; +a,0, +ax0,

gs =850, + 85,0, + 8530,

yazilabilir. Eger bu son denklemlerin her biri, sirasiyla, 9,,9,,9; ile i¢ carpilir ve {gl,gz,gs}

ortonormal oldugu g6z 6niinde bulundurulursa

0 a, a;
Q=0 0 a,
0 -a, O

elde edilir. Diger bir ifadeyle,

0 -, o,
Q=0 0 -o
0 o O

yazilabilir.
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Tanim 4.2

Q2 matrisinin sifirdan farkli bilesenleri ile tanimlanan

0 =g, + 1,0, + @0,

vektorine H =R/ R’ hareketinin dénme vektéri ad verilir.

Ozel olarak, @ =0 ise bu durumda H =R/R’ Galile hareketi yalnizca kayma (shear) ve

Oteleme hareketlerinden olusur.

Eger Q2 matrisi igin verilen son esitlik, dG =QG denkleminde kullanilirsa

dg, 0 -0, o, |09
dg, (=|0 0 - |0,
dg, 0 o 0 Jlg;

ve dolayisiyla

elde edilir. Ayricadg;,i =2,3 igin verilen bu denklem, @ dénme vektori kullanarak

{dgz =-m0;=0,%; O,

dga =m0, =03 % ®,

seklinde de ifade edilebilir. Eger

denklemlerinin dis tlrevi alinirsa

0=d(dg,)
=d (2,9, - @.0,)
=dw,9; + o, ndg; —dw,g, -, ~dg,

ve

dg, = w,9; — @;9,,
dg, =-og,,
dgs =w0,,
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denklemlerinden

0 = dw29, + w2A(010,) — dwsg, — @3A(-010;)

= (—dos — 02/A01)g, + (o, + ©3/A01)0;
elde edilir. {gl,gz,gg} ortonormal vektor sistemi lineer bagimsiz oldugundan
dw, =-w, oy
do, =0, noy
ve
0=d(dg,)
=d (_a)lgS)

=—-dmg; —w, ~dg,

=-dog; - /\(a)ng)

=-dwg,

boylece dw, =0 bulunur. Bu durumda, H=R/R’' hareketinin dénme vektérinin

bilesenleri icin integrallenebilme kosullari

dw, =0, dw, =—o, r@, do, =, noy

bulunur. Diger taraftan

OO0=-u=-ug, —Ug, —Uug,

vektorinun diferansiyeli alinir ve tiirev denklemleri kullanilirsa

—du = —du,g, —du,g, —du,g, —u, Adg, —u, ndg, —u, ndg,
=—du,g, —du,g, —du,g, — U, A(@,9; — @39, ) —U, A(-®,9;)—U; A (@9,)
=—du,g, +(-du, +u,®;, —u,w, )9, +(—du, — U@, + U, )9,
=0,0, +0,0, + 0,0,

boylece

o'=-du=0,0, +0,0, + 0,0,

elde edilir.

Benzer sekilde

o' =-du= 0,0, +0,0, + 0,0,

denkleminin dis tlirevi alinirsa
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=do,g, +do,0, +do,0, + 0, AdY, + 0, Adg, + 0, AdY,

=do,g, +(do, — 0,0, +0,0,)9, +(do; + 0,0, — 0,0, ) 9,
yazilabilir. Benzer olarak, {gl,gz,ga} lineer bagimsiz oldugundan bu son denklemden
do, =0

do, = 0,0, — 0,0,

do, =—-0,0, + 0,0,
bulunur. Béylece H =R/R’ hareketinin 6teleme vektori ile ilgili olarak elde edilen bu
integrallenebilme kosullari

do, =0
do, = 0,0, — 0,0,

do, =-0,0, + 0,0,
denklemi ile verilir.

Tanim 4.3

dg, = w,9; — »,0,,
dg, =-m,0,, ve o' =—du= 0,0, + 0,0, + 030,

dg3 =a,0,,

denklemlerine H =R/ R’, 3-boyutlu Galile uzay hareketinin tiirev denklemleri denir.

4.3 Hizlar ve Hizlarin Terkibi

Simdi H =R/R' hareketi altinda, R hareketli uzayinda ele alinan herhangi bir noktanin R’
sabit uzayini temsil eden dik ¢atinin baslangic noktasina gére konum vektoriniin degisimini
inceleyelim:

R hareketli uzayindaki herhangi bir X noktasinin {O;g,,d,,0,} hareketli dik catisinin

baslangic noktasina gére konum vektorii OX =X ve

X= ixigi
i=1
yazilabilir. Diger taraftan
OX=00+0X
vektorel denklemi icin X noktasinin {O';g;,g;,g;} sabit dik catisinin baslangic noktasina
gore konum vektéri O X =X ve OO =—-u oldugundan
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X =—U+X
yazilabilir. O halde, X' konum vektorinin degisimi
dx =—du+dx
seklinde ifade edilebilir. Bu denklemde tirev formilleri kullanilirsa
dx = 0,0, + 0,9, + 0,0, + dxg, +dx,g, + dx.g, + x,dg, + X,dg, + X,dg,
= 0,0, + 0,0, + 0,0, + dXg; + dX,0, + dX.0; + X (0,9, — 0,0, )+ %, (—@9; ) + % (@9, )
= 0,0, +(0, = X5 + X,@,) 9, +( 0,3 + X0, — X, ) 9, + dx,g, +dx,g, +dx,0;
elde edilir.
Tanim 4.4
H =R/R' hareketi esnasinda herhangi bir X e R noktasinin R’ sabit uzayinda ve R
hareketli uzayinda sahip oldugu hiz vektorlerine, sirasiyla, mutlak ve relatif hiz vektorleri

denir ve bu hiz vektorleri, sirasiyla,
Xa = dx’

ve
Xr = dX19; +0X20, + dX30,

ile verilir.
Tanim 5.5
H =R/R’ hareketi esnasinda herhangi bir X € R noktasinin mutlak hiz vektéri ile relatif

hiz vektori arasindaki farka siiriiklenme hiz vektori denir, bu hiz vektora X ile gosterilir ve

Xe =0,0, +(0, = X0, + %,0,) 9, + (05 + X0, — %,@, ) 9,

ile hesaplanir.

Boylece dizlemsel hareketler altinda hiz vektoérleri arasindaki iliskiye benzer olarak, Galile
uzayinda asagidaki teorem ifade edilebilir:

Teorem 4.5

H = R/ R'hareketi esnasinda herhangi bir X € R noktasinin mutlak, striklenme ve relatif
hiz vektorleri arasinda

X, =X + X,

bagintisi gecgerlidir.
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4.4 Hareketin Pol Noktalari

Genel hareketler icin siiriiklenme hizini sifir yapan noktalara pol noktasi denir ve X_ =0 ile
karakterize edilir.

X, =0

=00, +((72 — X0+ X3a)1)92 +(O_3 + X0, — X2a)l)gS’
boylece

0x, +0x, + 0%, = -0,
-, X +0X, + X, = —0,
@,% — o X, +0X, =—0,
denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sisteminin katsayilar matrisinin determinanti sifir

oldugundan sistemin bir parametreye bagli sonsuz ¢6ziimi vardir ve o, =0 elde edilir.
Dolayisiyla, X, keyfi sabit olmak tzere

{OX2 + WXy =—0, + W%

-0 X, + 0%, = —0, — 0,X;
sisteminin ¢6zimua

63 + a)le

X, =21
2]

_0-2 +a)3X1

Xy = —2 - 3L
2]

bulunur. Boylelikle, hareketin P déonme polu

P:(pl’ P, ps)
:(Xl’_o's_a’z)ﬁ ‘72_”3)(1)

@y @,
dogrusu olarak bulunur. Ayrica

o0,=0
0, = P — @, %

O3 = — P30, + WX
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oldugundan siriiklenme hizi X. ={(x,— p,)9, —(X,— P,)d,} @ olarak yeniden

diizenlenebilir. Béylece, H =R/ R’ hareketi altinda
PX = (%= Py)g: +(% = P,) 9, + (%~ P3)9s

pol isiniile

Xe ={(% = P;)9, —(% — P,)%:} @

strdklenme hizi Galile anlaminda diktir.

Eger H = R/ R’ hareketi esnasinda herhangi bir X € R noktasi sabit ise X, =0 olacagindan
X, =X elde edilir. Buna gore herhangi bir X € R sabit noktasi igin tiirev denklemleri goz
online alinirsa,
dx = x,dg, + x,dg, + X;dg,

=% (@,9; —©,9, )+ %, (—29;) + X; (©9,)

= (_Xla)3 + X3a)1)92 + (Xla)z - Xza)l)ga
boylece
dx =Xx; ®
bulunur. Dolayisiyla
dX =0’ +Xx, @
yazilabilir. Ayrica

Tl = Gl
T, =0, t X0, — 05X

Ty =053+ X0, — WX,
denilirse

dx =7,9, + 7,0, + 7,0,

seklinde yeniden yazilabilir.
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4.5 Galile Hareketler Altinda Yoriinge Yiizeylerinin Hacmi

Simdi, H=R/R' Galile uzay hareketinin 6teleme ve baz vektorlerinin, sirasiyla, t,t, ve
t.,t,,t; reel parametrelerinin diferensiyellenebilir periyodik fonksiyonlar olmasi durumunu
goz online alacagiz. Diger bir ifadeyle, H, veya H, ile gosterecegimiz 2—parametreli ve
3—parametreli periyodik Galile Uzay Hareketleri izerinde calisacagiz. Genel hareketler icin
uzayda 1-— parametreli hareketler altinda bir X noktasi, bir yoriinge egrisi; 2—parametreli
hareketler altinda bir X noktasi, bir yoriinge ylizeyi ve 3— parametreli hareketler altinda bir
X noktasl, bir hacimsel bir yoriinge yizeyi belirler.

H, hareketi altinda, R hareketli uzayinda alinan sabit bir X noktasinin R sabit uzayinda

belirledigi bolgenin hacim elementi
dly =7, AT, AT,

seklinde tanimlanir. Bu tanimdan yararlanarak elde edilen R hareketli uzayinda alinan sabit

bir X noktasinin R’ sabit uzayinda belirledigi bélge S olmak tzere
3y = [y,
S

ifadesine bu bolgenin hacimi denir.

Bu tanima gére H, hareketi esnasinda, O e€R baslangic noktasinin R’ de belirledigi
bolgenin hacim elementi igin
dl, =0, A0, A0,

bulunur. Bu durumda, O € R noktasinin R de belirlenen S bélgesindeki hacimi icin

Jo :IdalAaz N
S
yazilabilir. Ayrica, H, hareketi altinda sabit bir X € R noktasinin R" de belirledigi bolgenin
dJ, hacim elementi igin
Ay =7, AT, AT,
=0, A (0, + X0, — WX ) A (05 + X0, — DX, )
=0, 70, AT+ (0, A0y A )X = (0, A, A ;) XX, — (0, A, A @,) XX

+H(oynO, n0, + O AT A @) X — (0 AT, A ) Xy — (0L ATy A ;) X,

bulunur. Bu durumda H, hareketi esnasinda R hareketli uzayinda alinan sabit bir X
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noktasinin R’ sabit uzayinda belirledigi hacim
dJX =O'1/\02/\O'3+(—(71/\a)3/\a)2))(12 +(al/\a)l/\a>3)x1x2+(al/\a)1Aa)2)x1x3

+(oy A0, AW, =0, AWy N Oy X — (0, AT, A ) X, + (0, A, AO3) X,
elde edilir. Yani, J, hacimi, X, bilesenlerine gore bir kuadratik polinomdur. Ayrica, H,

hareketi esnasinda R hareketli uzayinda alinan sabit bir X noktasinin R’ sabit uzayinda

belirledigi hacim igin

azjalszAw3
s

b2 :I(alAwlAw3), b3 I(UlAwlsz)
S S

Cl=I01A62Aw2—GlAw3A63, 5 = J. (71/\0'2/\601 3=I01Aa)1/\63
s s s

olmak Ulizere
3 3

Jy =Jo+ax’ + > bxx + > Cx,
i=2 i=1

elde edilir.
Teorem 4.6

H, Galile uzay hareketi altinda esit hacimli bolgeler belirleyen hareketli uzayin bitiin sabit

noktalari bir ¢, kuadrigi Gzerinde bulunur.

4.5.1 Hacimler igin Klasik Holditch Teoremi

H, hareketi altinda, R hareketli uzayda dogrudas Ug sabit noktanin R’ sabit uzayinda

belirledikleri bolgelerin hacimleri arasindaki iliskiyi inceleyelim:

X =(Xi) ve Y =(yi), R sabit uzayinda iki farkl sabit nokta ve Z =(Zi) de XY dogru

parcasi Uzerinde barisantrik koordinatlari
z, =A% + py;, Atp=l

olan bir diger sabit nokta olsun. Bu durumda, H; hareketi esnasinda sabit bir Z noktasinin

R’ sabit uzayinda belirledigi bélgenin J, hacimi

55



3 3
J, =, +az +Zbizlzi Jchizi
3
=J +a(/1x1+yyl +Zb AXy+ 1Yy ) (A% + 1Yy )+ D ¢ (A% + py;)
i=1
ile hesaplanir. Eger gerekli diizenlemeler yapilirsa

3 3
J; = AZJX +2/1/u(‘]0 +ax,y, +%Zbi(xlyi +lei)+%ZCi(Xi +Yi)j+/vl2‘lv
i=2 i=1

bulunur. Burada J, +axy, + Zb (XY, +y, %) += 5 ZC (x, +y,) ifadesiyerine J,, yazlirsa

i—2 i1
J, =220, +22ud,, + 12,

olarak ifade edilebilir.

Tanim 4.7

H, hareketi esnasinda,
[ 9 13
JXY = JO +aX1yl +Ezb|(xly| +ylxi)+§zci(xi +yi)
i=2 i=1

olarak tanimlanan J,, ifadesine, sabit X,Y e R noktalarinin R' de belirledikleri karisik
yoriinge hacimi denir.
Ozel olarak, Y =X alnirsa J,, =J, ve X yerine Y, Y yerine X noktas alinirsa

Jy =Jyy oldugu aciktir. Ayrica

J, =23, +J, :a(xl—yl)2 +i232:bi (X =Y (% —Y;)

olarak hesaplanir. Boylece

J, =223, +2d, + 123,

ve A+ 1 =1 oldugundan yukaridaki esitlikler yardimiyla gerekli dizenlemelerden sonra
J, =A%, +2Aud ., + 1?d,

13, a5 20 G505 ) |
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bulunur.
Teorem 4.8

X ve Y noktalari, R hareketli uzayinda iki farkh sabit nokta ve Z de XY dogru pargasi

tzerinde bir diger sabit nokta olsun. H, hareketi altinda, X, Y ve Z noktalarinin sabit R’

uzayinda belirledikleri bélgelerin hacimleri arasinda

J, =4 +udy _/I,Uia()ﬁ_W)z +23:bi (Xl_yl)(xi - )j

i=2
bagintisi vardir.

Ozel olarak, eger X, =y, (dolayisiyla z, = X, =y, ) ise bu durumda J, = AJ, + uJ, elde edilir.

Sonuc¢ 4.9

X ve Y noktalari, R hareketli uzayinda ayni Oklid diizleminde iki farkli nokta ve Z de XY

dogru pargasi Uzerinde bir diger sabit nokta olsun. H, hareketi altinda X,Y ve Z

noktalarinin sabit R’ uzayinda belirledikleri bolgelerin hacimleri arasinda
J, =43, +ud,

bagintisi vardir.

Tanim 4.10

H, hareketi  altinda, sabit X,Y eR noktalari  arasindaki  uzaklik

3

DZ(X,Y):g[a(xl—yl)zJeri (%, = ¥,)(% —yi)j,gzil

i=2
olmak Uzere D(X,Y) ile tanimlanir.

Yukaridaki tanimdan, H, hareketi altinda X,Y ve Z noktalarinin sabit R’ uzayinda

belirledikleri bolgelerin hacimleri arasindaki

J; =y +udy _iﬂ(a()%_yl)z +Zslbi (Xl_yl)(xi =Y )j

i=2

iliskisi
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3, =23y +udy —AuD?(X,Y)

seklinde vyeniden ifade edilebilir. Ayrica X,Y ve Z dogrudas oldugu icin

D(X,Z)+ D(Z,Y)= D(X,Y)
ve XY dogru pargasi tizerinde barisantrik koordinatlarda verilen Z = (zi) noktasi i¢in
Z, = A% + py;, A+p=l

denklemindeki A ve u igin D(X,Y);tO olmak tizere

_D(z,Y)
/I_D(X,Y)
_ D(X,z)
“TDxY)

J, =ﬁ(D(Z,Y)JX +D(X,Z)Jy)-eD(X,Z)D(Z.Y)

elde edilir.

Ayrica periyodik H, hareketi esnasinda R hareketli uzayindaki sabit X ve Y noktas,
X, #Y, oldugundan ayni ydriinge yizeyinin bir pargasini gizer fakat tamamini ¢izmez.
Bununla birlikte XY dogru pargasinin X ve Y ug noktalari H, hareketi altinda esit hacimli

bolgeler belirlesin. Bu durumda J, =J, dir. A+ =1 oldugundan
Jy—J, :8D(X,Z)D(Z,Y), e=t1

bulunur. Boylece Klasik Holditch Teoremi’nin Galile Uzayinda uzaysal bir genellestirmesi

asagidaki teoremle ifade edilebilir:
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Teorem 4.11

R hareketli uzayinda iki farkli sabit nokta X =(x;), Y =(y;), X, #Y, ve Z de XY dogru

pargasi Uzerinde bir diger sabit nokta olsun. H, hareketi altinda, XY dogru pargasinin X

ve Y ug noktalari R’ sabit uzayinda esit hacimli bolgeler belirlerken Z noktasi da R’ sabit
uzayinda farkli hacimli bir bolge belirlesin. Bu durumda bu iki hacim arasindaki fark, yalnizca

Z noktasinin XY dogru parcasi tzerindeki konumuna baglidir.

Ozel olarak, x, =Y, olmak tuzere XY dogru pargasinin X ve Y ug noktalari esit hacimli

bolgeleri belirlesin. Bu durumda J, =AJ, +uJ, ve J, =J, ve A+ u =1 oldugundan
J,-J,=0
elde edilir.

Ozel Durum

R hareketli uzayinda ayni Oklid dizleminde olacak sekilde iki farkli sabit nokta

X =(X1%,%), Y =(Y1, Y20 ¥s), % =Y, ve XY dogru pargasi lzerinde bir diger sabit nokta
Z olsun. Bu durumda, H, hareketi altinda XY dogru pargasinin X ve Y ug noktalari R’

sabit uzayinda ayni hacimsel bélgeyi belirlerken Z noktasi da R’ sabit uzayinda X ve Y ug

noktalarinin olusturdugu bolgenin hacimine esit hacimli bir bolge belirler.

4.5.2 Hacimler i¢in Holditch Teoreminin Bir Genellestirmesi

H, hareketi altinda, R hareketli uzayinda ele alinan dogrudas olmayan Ug sabit noktanin ve

bu sabit noktalarin bulundugu diizlem Gzerindeki bir diger sabit noktanin, R’ sabit uzayinda

belirledigi bolgelerin hacimleri arasindaki iliskiyi inceleyelim:
Teorem 4.12
R hareketli uzayinda kdse noktalari X, =(%), X,=(y;), X;=(z) ve x #Y, #2 olan

bir Gggeni goz 6nline alalim. H, hareketi altinda, R’ sabit uzayinda tggenin kése noktalari

esit hacimli bolgeler belirlerken; bu kose noktalarin tanimladiklari dizlem Gzerindeki bir

diger sabit Q noktasi da R’ uzayinda farkh hacimli bir bélge belirlesin. Bu iki hacim
arasindaki fark, yalnizca hareket eden tiggendeki, D(Xk,Q),D(Xk,Qk),D(Qk,Xj) ve
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D(Xi,Qk) uzakhklarina  baghdir. Burada Q, noktalar, X,Q ve X.X

J7k

i, j,k=12,3;2,313,12 dogru pargalarinin kesisim noktalaridir.

Sekil 4. 2 Hareketli uzayda sabit bir Giggen

Ispat

X, =(%), X,=(¥;) ve X;=(z), R de dogrudas olmayan ii¢ sabit nokta ve Q=(¢;) de
X,, X, ve X, noktalarinin tanimladiklari diizlem tzerindeki bir diger sabit nokta olsun. Bu

durumda Q noktasinin bilesenleri igin
O =AX +AY; + A4z, L+4+4=1

yazilabilir. H, hareketi altindaQ noktasinin belirledigi bélgenin hacmi;
) 3 3 1 3 1 3
Jy =Jp +ax +zbixlxi +Zcixi N +aX1Y1+§Zbi(X1Yi +y1Xi)+EZCi(Xi +y;) ve
i=2 i=1 i=2 i=1
O =A% +AY, + A4z, 4+, + 4, =1 esitlikleri yardimiyla,

‘]Q = /112‘]><1 +/122‘]x2 +ﬂez‘]x3 "’2/11/12‘J><1><2 +Zﬂiﬂa‘]x1x3 +2ﬂvzﬂe‘] X, X3

olarak hesaplanir. Ayrica bu denklemde,
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3

I =23 +3, =a(x =y, + Db (=) (% - Vi),

i=2

3

DZ(X,Y):g(a(xl—yl)erZbi(xl—yl)(xi—yi)j,g:il ve A+, +4 =1 esitlikleri gbz

i=2

onitinde bulundurulursa;

Jo = Ady + 4y, + 250y ~{e,A A0 (X, X, )+ €34 4D% (X, X;) + £,,4,4,D% (X,, X, )}
elde edilir.

Simdi Q, =(q;) noktasini géz 6niine alahm. X,,Q,, X, noktalari dogrudas oldugundan
Oy = oY + HaoZis fo + iy =1,

ve X,,Q,Q, dogrudas oldugundan

G =ty + HhaXs oy + Hoy =1

yazilabilir. Burada

D(Q.Xs) ~ _ D((xz,Ql)),M p D((xl.Q)) A D((Ql,Q))
D(X,, X;) " D(Q.X,)"™ D(Q.X,

olup q; = £4,Y; + 14,Z;, denklemi ¢ = £4,0; + £4,%, denkleminde yerine yazilirsa
O = 1y X + My th) Y + thath) 7,

bulunur. Béylece

A = g Ay = Psfl s A = ity

elde edilir. Benzer sekilde Q, =(q,) noktasi gz éniine alinirsa

D(QZ’Xl) _ D(stQs) _ D(Xz’Q) _ D(Qz’Q)
D(Xl,xs)“uzz_D(Xl,XB)“uzs_ =

Ho =

olmak tzere
A= Mg gy Ay = oy Ay = [y g

elde edilir. Ote yandan Q, =(q ) noktasi igin
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D(Qsixz) _ D(Xl’QS) . D(X31Q) _ D(Qs’Q)
D(X,. X,) "% D(X, X,) T D(Q,. X,) ¥ T D(Q,.X,)

Hy =

olmak Uizere

A = gy Ay = Py gy Ay = [y,

bulunur. Boylece eger Q, noktalar, X,Q ve XX 1,1,k=1232,31312, dogru
parcalarinin kesisim noktalari ise, miimkin olan tim uzakliklarin sifirdan farkli olmalari

kabull altinda, 4,1<i<3 igin

E
Yo
o
>
©
o
>
O
o
O
<

_0(@Q) _D(* )_D(x.Q) D@ X,
"7B(%,Q) 7 B(X, Q) DX X,) X

yazilabilir.

Boylece yukarndaki A

esitliklerinden

&jj (WJ D(Qk’xj)D(xi’Qk)

JQ=Z3: D(Qin))JXi_ k’Qk)

i=1 D(X1Q|

3
i=1
bulunur. Ayrica X,, X,,ve X, noktalar, H, hareketi altinda R’ sabit uzayinda esit hacimli
bélgeleri belirlediklerinden J, =J, =J, ve 4 +4,+4, =1 oldugundan son denklemden

Iy, ~Jo :igij ([[))((:((—:QQk))] D(Qk’XJ)D(Xi’Qk)

i, j,k=12,3;,231312elde edilir.

Ozel Durum

R hareketli uzayinda kdse noktalari X, =(%), X,=(y;), X;=(z) ve x, =y, =2 olan
bir Uggeni goz 6nline alalim. H, hareketi altinda, R’ sabit uzayinda tggenin kdse noktalar

ayni bolgeyi belirlerken; bu kdse noktalarin bulundugu dizlem tzerindeki bir diger sabit Q

noktasi da R’ sabit uzayinda farklh bélge belirlesin. Bu durumda iki bélgenin hacimi birbirine

esittir.
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4.6 Yoriinge Yiizeylerinin Dik izdlisiim Alanlari igin Holditch Tipi Teoremler

Simdi, G? de periyodik bir H, hareketi esnasinda R hareketli uzayinda ele alinan sabit bir

noktanin R’ sabit uzayinda g¢izdigi kapali yoriinge ylzeyinin vektorel alan elementi ve alan

vektord formdalleri verilecektir.

4.6.1 Yoriinge Yiizeyinin Vektorel Alan Elementi ve Alan Vektorii

X e R sabit noktasi, H, hareketi esnasinda R’ sabit uzayinda hacimsel bir bolge belirlesin.
Bu durumda H, hareketi ile birlikte olusan H, hareketi altinda X € R sabit noktasi bir
admissible yuizey olusturur. Bu admissible ylzeyi, ¥, ile gosterelim. ¥, ylzeyi, H,
hareketi ile ayni anda olusan periyodik bir H, hareketi altinda meydana gelir. O halde X
noktasinin peiyodik H, hareketi altinda R’ sabit uzayinda cizdigi kapall yériinge yiizeyinin

dF, ile gosterilecek olan vektérel alan elementi igin,

1 A
dF;,X = de'xe dX' =7, AT,0, + 7, AT,0,

izotropik vektori elde edilir. Boylece X noktasinin kapali H, hareketi altinda R’ de cizdigi

kapali yoringe ylzeyinin I" bélgesi Gzerindeki F[l,x ile gosterilecek olan alan vektori

F, = [[dF, = [[7; Asa,
r i=2 T
seklinde ifade edilebilir. Ayrica
T AT =(03+ X0, — WX, ) ACy =0y, AT, + @, AOX, — &) ATX,
ve
T AT, =0y A0, + X@ — WX, ) = 0L A O, + Oy A X; — Oy Ay

olmak Uzere alan vektori
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F\;X = ”73 AT, + T AT,0;
r
= J-J.(Gl ANO3+ @, NOX — O AT Xy )G, + (0, AT, + 0, A0 X, — 0y A 3%, )T,
r
= j'[gl NO3Y, + X1”a)2 N0, — Xz” O N 0,0, +”01 NO,95+ Xaj_[gl NGz — X1'“.O_1 N 0395
r r r r r r

yazilabilir.

4.6.2 Yoriinge Yiizeylerinin Galile Diizlemi Uzerine Dik izdiisiim Alanlari

Periyodik H, hareketi esnasinda, R hareketli uzayinda sabit X noktasinin R’ sabit

uzayinda cizdikleri kapali yoriinge yiizeyinin, T bélgesi tizerinde tanimli, € izotropik birim

normal vektori dogrultusundaki dik izdlistim alani

F, = ‘<F;,nx ,e'>§

14
<”(0'1/\03+a)2 /\cflxl—col/\O'le)g2 +(c71/\0'2 +c71/\a)lX3—0'1/\a)3X1)g3,e>
5

r

veya

K- < flo mggz,e'>5 +<JFI ° A"293’e'>5
=[] +{[fromne)
)

r

(o],

r

olmak Uzere
Fy, =|K + Mx, + NX, + Lx
olarak hesaplanir.

Simdi, periyodik H, hareketi esnasinda, R hareketli uzayinda sabit X =(x) ve Y =(y,)

noktalarini géz 6nine alalim. Bu durumda X ve Y noktalarinin T" bolgesi tizerinde taniml,
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R’ sabit uzayinda gizdikleri kapali W, ve W, yoringe yuzeylerinin, € birim normal

vektorl dogrultusundaki dik izdlisiim alanlari arasindaki fark

Fo —Fu =|Mx, + Nx, + Lx; + K|—|My, + Ny, + Ly, + K|

olarak elde edilir. Boylece izotropik diizZlemdeki F =M (x,—y,) Holditch teoremine analog

olarak asagidaki teorem ispatsiz verilebilir.

Teorem 4.13

Periyodik H, Galile hareketi altinda, R hareketli uzayinin X =(X,,X,,X;) ve Y =(¥;,¥,,Y;)
farkli iki sabit noktasi, sirasiyla, R" sabit uzayinda ¥, ve W, yoringe yizeylerini ¢izsin. Bu
durumda ¥, ve ¥, yéringe yizeylerinin € birim normal vektorliu bir Galile diizlemine

izdlisim alanlari arasindaki fark

Fo —Fu = |Mx, + Nx, + Lx; + K|—|My, + Ny, + Ly, + K|

olarak hesaplanir. Yani, ¥, ve W, admissible yériinge yizeylerinin € birim normal
vektorll bir Galile (izotropik) dizlemine W¥", ve W', izdusum ytizeylerinin alanlari

arasindaki fark ‘P”X ve ‘P”Y izdisim ylzeylerinden bagimsiz, M, N, L,K hareket

sabitlerine (ingilizcede motion constant, Almancada zwanglaufkonstanten) ve

X, —V,;,1=12,3 koordinat farklarina baghdir.

4.6.3 Yoriinge Yiizeylerinin Oklid Diizlemi Uzerine Dik izdiisiim Alanlari

Simdi ¥, yizeyinin Galile uzayindaki birim normal vektorlu bir Oklid diizlemine dik izdiigtim
alaniniinceleyelim:

X e R sabit noktasi, H, hareketi esnasinda R’ sabit uzayinda hacimsel bir bolge belirlesin.
Bu durumda X e R sabit noktasi, H, hareketi ile birlikte olusan H, hareketi altinda bir ¥
ylzeyi meydana getirir. H, hareketi altinda R’ sabit uzayinda X e R sabit noktasinin hiz
vektoru dx' = 7,9, + 7,9, + 7,0, olarak hesaplanmisti. ¥, ylzeyinin birim normal vektérlu bir

Oklid duzlemi tzerine dik izdusumiu W5 ve Oklid duzleminin birim normal vektori
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e'=(1,0,0) olsun. Bu durumda ¥} ylzeyinin dF\;n ile gosterilecek olan vektérel alan
X
elementiicin dx"" =7,0; + 7,9, + 7,9, olmak tzere
dF’ —ldx'”x dx""
vl 2 o

=(T1/\Tz)g? X5 9, +(71/\73)g£ X5 93+(72 /\73)92 X503

veya
n
9y %59, =ke,
0, X5 0, =€,
U,%s0;=¢€
olmak lzere

dF\;nx = ((Tl AT, ) K+(7 A7) 1+ (7, /\73))6'

vektori elde edilir. Boylece W5 yiizeyinin skaler alan elementi igin
dF‘P';( :((rl/\rz)k+(z'l/\z'3)| +(2'2 /\2'3))

bulunur. Bu durumda, W5 yuzeyinin skaler alan elementi

dF\P"X :((rl/\z'z)k+(rl/\13)|+(z'2 /\73))
=0, rok+0, ATyl +0, noy+(0, A, —w, Aoy — 0, Ak + @, Aoyl )X
+(—o, no — o, Aol )X, +(0, Ao+ 0, A k) X

2
+W; N OX Xy + O N DX Xy — Oy N Dy X

oldugundan W yuzeyinin skaler alani igin

F\P”x :J.J(rl/\rz)k+(z'l/\73)|+(z’2/\z'3)

r

:II01A02k+01A03|+02A03
r

+X1J‘J'(a2 A@, — Wy AO3— 0, AWK+ @, /\O'1|)+X2J.J.(—O'2 Aoy —w, Aoyl)
r r

+x3”(a)1A03+01/\a)1k)+x1x2ﬂa)3 Aa)1+x1x3”a)1/\a)2 —xf“ws N
r r r r
veya
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a=—{[oy no,
r
b, :ﬂa)s/\a)l
r

b, :.Ua)l/\a)2

” O, AW, — Wy, AT, — 0, AK+m, Aoy)

r
r
r
r

¢, =||(
c, j(—azAwl—wlAall)
C, (

I

o, A0y +0, AoK)

d 2”01/\02k+01/\03l+02/\03
r

olmak Uzere

2
Fy, =ax + 0, %X, + 05X, X; +C, X, +C, X, +C,X; +d

yazilabilir. Buradan F;n alan vektori

X
F! — FI e!
X WYX
olarak hesaplanir.

Simdi, kapali H, hareketi esnasinda, R hareketli uzayinda ele alinan dogrudas Ug¢ sabit

noktanin R’ sabit uzayinda gizdikleri kapali yoriinge yiizeylerinin, I" bolgesi tizerinde taniml
parcalarinin birim normal vektérlii Oklid diizlemi (izerine dik izdiisim alanlari arasindaki

iliskiyi inceleyelim:

X =(x) ve Y =(y,), R de iki farkli sabit nokta ve Z =(z) de XY dogru pargasi iizerinde
bir diger sabit nokta olsun. Kapali H, hareketi altinda X,Y ve Z noktalarinin R' de
cizdikleri kapal yériinge yuzeylerinin pargalarini, sirasiyla, ¥, , ¥, , ¥, ve izdisim ylzey
pargalarini W5 , Wy, V) ile gosterelim. O halde W ylizey pargasi

skaler alani

F, = az’+b,z,z, +b,z,2, +¢;z, +¢,2, +C,z, +d

ve alan vektori
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Fq',2 = (azl2 +b,2,z, +b,2,2, + 2, +C,2, +C,z, +d )e’
yazilabilir. Ayrica, yukaridaki denklemler i1s1ginda,
Ry, =A°Fy, +24uF,, +u°F,
ve
F‘;E = le;nx + 2/1,uF\;nXY +,u2F;,Q
elde edilir. Burada
CZ

, b b c C ,
Fls, =(ax1y1+72(x1yz XY )+ (Y XY )+ (Y )+ (% + y2)+§(><3+y3)+d}e

olarak gosterilmistir.
Tanim 4.14

Periyodik H, hareketi esnasinda,

, b. b. C C c '
Fls, =[ax1y1 o 002 1230 )+ 2 (0Ys + 360 ) + 206 + )+ 06+ ¥, )+ (% + y3)+dje

vektorine, sabit X,Y € R noktalarinin R’ de belirlenen izdiisiim karma alan vektérii adi

verilir. Burada X vyerine Y ve Y vyerine X alinirsa Fq'Jn =F ., ve X=Y icgn
F‘;”xx :F\;r; saglanir.

Ayrica,

! ! ! 2 !

Fop —2Fy, +F,, :(a(xl—yl) +b2(X1—yl)(X2—y2)+b3(x1—y1)(x3—y3))e

elde edilir.

Tanim 4.15

H, hareketi altinda, sabit X,Y eR noktalari arasindaki uzaklik
3

DZ(X,Y):g(a(xl—yl)zJeri (% = ¥,) (%, —yi)j,g:il

=2
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olmak lzere D(X,Y) ile tanimlanir.

Yukaridaki tanimdan, H, hareketi altinda, X, Y ve Z noktalarinin sabit R’ uzayinda

belirledikleri yiizeylerin Oklid diizlemi izerine izdiisiim alan vektérleri igin

3
R =46y o a3+ 30 () (- ) Je

i2
veya

F;Q :/1F\'pnx +,qu'p$ —ginz(X,Y)e’

yazilabilir. Ayrica X,Y ve Z dogrudas oldugu icin D(X,Z)+D(Z,Y)=D(X,Y)

ve XY dogru pargasi Gzerinde barisantrik koordinatlarda verilen Z :(Zi) noktasi i¢in
Z, = AX +uy,, Atu=1

denklemindeki A ve x igin D(X,Y)#0 yani X # Y, olmak iizere

_ D(Z)
2_D(X,Y)
_b(x.2)
“TD(xXY)

, DY), ,D(X.Z), _ D(zY)D(X.Z), :
“To0) o) Bk o) ” Y
veya

F, = D(i Y)(D(Z,Y)F;nx +D(X,2)F}, )-2D(X,Z)D(Z,Y)e
elde edilir.
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Ayrica XY dogru pargasinin X ve Y ug noktalari H, hareketi altinda yoriinge yiizeyleri esit

izdUstim alanina sahip olsun yani F;n = Fq',n olsun. Bu durumda A+ z =1 oldugundan
F\LE _FW""X :gD(X,Z)D(Z,Y)e', e==1

ve

F,, —Fy, =D(X,Z)D(Z,Y), s=+1

bulunur. Béylece su teoremi ispatsiz verebiliriz:

Teorem 4.16

Periyodik H, hareketi altinda, R hareketli uzayinda iki farkli sabit nokta X =(x) ve

Y=(y;), X\ #Y, ve Z de XY dogru parca iizerinde bir diger sabit nokta olsun. H, hareketi

altinda, XY dogru pargasinin ug noktalari R’ sabit uzayinda (e’ vektori dogrultusunda) ayni

(Fq':; = Fq'}Q ) izdGsim alanina sahip ¥, ve ¥, kapali yoriinge yuzeylerini gerken XY dogru
pargasi Uzerindeki Z noktasi da R’ sabit uzayinda baska bir ¥, kapal yoériinge ylzeyini
gizsin. Bu durumda, bu iki ¥, ,'¥, yoriinge yiizeylerinin izdistim (e’ birim normal vektéri
dogrultusunda) alanlari arasindaki fark D(X,Z) ve D(Z,Y) uzakliklarina baghdir. Yani,
¥, ,¥, yoriunge yiizeylerinin (€' birim normal vektort dogrultusundaki) izdiisim W5 ve
W7 yuzeylerinin alanlarinin arasindaki fark izdisim yuzeylerinden bagimsiz D(X,Z) ve

D(Z,Y) uzakhklarina baghdir.

Ozel Durum

Periyodik H, hareketi altinda, R hareketli uzayinda iki farkli sabit nokta X =(Xi) ve
Y =(yi), X, =Y, ve Z de XY dogru par¢a Uzerinde bir diger sabit nokta olsun. H, hareketi
altinda, XY dogru pargasinin X =(x;) ve Y =(y;) ug noktalari R’ sabit uzayinda ayni ¥

yoriinge yuzeyini belirlerken, XY dogru pargasi Uzerindeki sabit Z noktasi da farkh ¥,

yoriinge yizeyini belirlesin. Bu durumda, bu yériinge yiizeylerinin €' birim normal vektérii
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dogrultusunda izdlisim alanlari arasinda Fq’J; _F\;"X =0 bagintisi vardir. Yani bu izdlsim
alanlari birbirine esittir.

Ornek 4.17

g, =(Lcosv,cosu), g, =(0,cosv,sinv) , g, =(0,—sinv,cosv), u=(cosu,0,0) vektorleri ile

tanimli  2—parametreli periyodik Galile hareketi altinda hareketli uzayda sabit

X :(X11X21X3) noktasini gz 6nine alalim. u,v —parametreli periyodik Galile uzay hareketi

altinda sabit X noktasinin yéringe ylizeyini inceleyelim.

Bu durumda R hareketli uzayi {gl,gz,gs} vektorleri tarafindan olusur. Dénme Gteleme ve
kayma hareketlerinden olusan u,v—parametreli periyodik Galile uzay hareketi altinda R
hareketli uzayindaki sabit X noktasi g;=(1,0,0), g,=(0,1,0) , g5=(0,0,1) vektérleri
tarafindan gerilen R’ sabit uzayinda ¥, admissible yoriinge yiizeyi cizer. Boylece, M,

hareketi altinda R hareketli uzayindaki sabit X noktasi R’ sabit uzayinda

W, (U, V) = (X, —COosU, (X, —COSU)COSV + X, COSV — X, SiNV, (X, — COSU )COSU + X, SiNV + X, COSV)
yizeyini gizer. T={0<u<7z,0<v<z} igin yizeyin alan vektori F, =(0,4x;,—-4x,—4x)
olarak bulunur. ¥, yizeyinin e':(l,0,0) normal vektorli bir Galile (izotropik) dizlemi

uzerine izdiisum yuzeyini W, ile gosterelim. Bu durumda W§ ylzeyinin skaler alan

F\;"X - |_4X2 - 4X1|

elde edilir. Ozel olarak, R hareketli uzayinda X =(2,0,3) ve Y =(-2,0,3) sabit noktalarini

g0z 6nilne alalim. Bu durumda Holditch alan formili
Fr, —Fjy =[42-1-42]=0

olarak hesaplanir.
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Sekil 4.3 W, (kirmizi), ¥, (yesil) yuzeylerive z =-9 diizlemi tizerindeki ¥} (kirmizi) ve
Wy (yesil) izdustim yiizeyleri

Simdi, ¥, ylzeyinin e':(l,0,0) birim normalli bir Oklid diizlemi izerine izdiisimi v ile
gosterilsin. Budurumda I'={0<u<7,0<v<z} icin W} yizeyinin alan vektorii

’ 2
Fry =(—4(x1) —4X,X, + 7TX, —8/3,0,0)
olarak hesaplanir. Boylece izdiisiim ylizeyinin alani

, 2
Foy :‘—4(x1) —4%X, + X, —8/3‘
bulunur. Ayrica D(X,Y) tanimi geregince

2

D*(X.Y)=2(-4(x~¥.) = 4(% = ¥1) (%, = ¥, ))& = %1

olarak hesaplanir. Buna gére R hareketli uzayinda sabit X =(2,0,3) ve Y =(-2,0,3)

noktalarini géz 6nine alahim. Bu durumda

F, =F
X wy

saglanir. Boylece A= =1/2 igin Z =(0,0,3) ve
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F\.;/g _Fq,mx =gD(X,Z)D(Z,Y), e==1
=4.4=16
elde edilir. Burada H, hareketinin periyodu 27 hesaplanir. Bdylece tim alanlar

I'={0<u<27,0<Vv< 2z} icin iki kati hesaplanr.

Sekil 4.4 ¥, (kirmizi), ¥, (san) yuzeyleri ve X =—7 duzlemi Gzerindeki W5 (kirmizi) ve

WY (sar) izdustim yizeyleri
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BOLUM 5

SONUC VE ONERILER

Bu tezde, Holditch teoremi; periyodik donme ve 6teleme hareketleri veya periyodik donme
ve kayma hareketlerinden farkh olarak, donme, 6teleme ve kayma hareketleri altinda (yani

G? Galile uzayinda) hacim ve alan formiilleri igin incelenmistir. Tablo 5.1 ‘de goriilecegi gibi
Oklid ve Lorentz Uzayindaki Holditch Tipi Teoremlere benzer sonuglar elde edilmistir. Fakat

Oklid Uzaydaki [5,46,49] ve Lorentz Uzaydaki [78] gibi Holditch teoreminin direk

karsiliklarinin G? diizlemine benzer olarak saglanmadigi gorilmiistiir.

Ayrica bu calismanin devaminda, E® Oklid ve L* Lorentz Uzayda kinematik iizerine yapilan

calismalar G* Galile Uzayinda incelenebilir.

Cizelge 5. 1 Holditch Tipi Teoremler

» F,—F, =7ab, [1], F,—F, =6/2ab, [5];
Burada FA — FX , sirastyla, Holditch Halkasinin ve Holditch Hilalinin alani géstermektedir.
2 F,—F, =06/2ab, [42]
Burada F, —F, , Holditch Hilalinin alani géstermektedir.
F.—-F =M (X:L - yl), [52], F,—F, =&/2ab,[53]
GZ
Burada F, —F;, siraswyla, iki farkli noktanin yériinge alanlari arasindaki farki ve F, —F, Holditch
Hilalinin alanini géstermektedir.
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Cizelge 5. 1 Holditch Tipi Teoremler (Devami)

E3

‘]x _‘]z

=¢D(X,Z)D(Z,Y), e=21,

3. o =ig” (MJ D(Q.. X;)D(X,.Q,), [6,7].

i= D(Xkan)
Burada J, —J,, X ve Z noktalarinin yériinge yiizeylerinin hacimleri arasindaki farki géstermektedir.
F.—-F. :8D(X,Z)D(Z,Y), e=+1,[8]

Burada F\I,2

— F\{f" , yorlinge ylzeylerinin izdusim alanlari arasindaki farki géstermektedir.
X

J, =3, =¢D(X,Z)D(Z,Y), e==1,[47]
3 Q) 2
&; Q. X )D(X;,Q, ), [47].
Z{ (k,Qk)J P(Q.%,)P(xQ)
L3
Burada ‘Jx —JZ , yoringe ylizeylerinin hacimleri arasindaki farki géstermektedir.
Fuy —Fyy =6D(X,Z)D(Z,Y), £=+1, [47].
Burada F‘I’” _F‘P” , yoringe ylizeylerinin izdlUsiim alanlari arasindaki farki géstermektedir.
J =3, =eD(X,Z)D(Z,Y), e=+1,
0= 209 o0 x Jo(x,.)
& Q. X. X, Q).
i=1 ' (kaQk) “ “
Burada ‘Jx —JZ , yoringe ylizeylerinin hacimleri arasindaki farki géstermektedir.
G3
Fuy —Fyy =6D(X,Z)D(Z,Y), s=+1.
F,. —F,, =|Mx +NXx, +Lx, + K|-|My, + Ny, + Ly, + K|.

F\Pnx -F,

wn F\{f" , yoriinge yiizeylerinin Oklid diizlemine izdlisiim alanlari arasindaki farki,
z X

., yoringe yizeylerinin Galile diizlemine izdiisiim alanlari arasindaki farki géstermektedir.
Y
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EK-A

GALILE DUZLEMI

Bu bollimde Galile Diizlemi hakkinda Literatiirde var olan temel bilgiler verilecektir.

A.1 Dogrusal (Rectilinear) Hareket

Dogrusal (Rectilinear) hareket; bir @ objesinin noktalarinin bir dogru boyunca hareket

etmesine dogrusal hareket denir, [57].
Tanim A.1

Dogrusal hareketler igin Galile dontisimleri

X'= x +a (A1)
y'=VX+y+b '

altinda degismeyenlerin teorisine Galileo’nun Goérecelik Prensibinin Geometrisi veya iki
boyutlu Galile diizlemi denir ve G? ile gdsterilir. Bazi kaynaklarda Galile diizlemine izotropik

dizlem de denilmektedir.

Dogrusal hareketler icin Galile dontsiimleri

{Xl:x (A.1a)
y1 =VX+YVy

shear dénisimi ve

X'=x+a
Y =y, +b (A.1b)
A
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dteleme doéniisimiinden olusur. Boylece iki boyutlu Oklid diizlem ve iki boyutlu Galile
dizlem arasindaki temel fark, Oklidyen geometri hareketleri dénme ve 6teleme
dondsimlerinden  olusurken  Galile dizlem hareketlerinin  Oteleme ve shear

dontslimlerinden olusmasidir, [57].
Teorem A.2
Galile Donustimleri
a) Dogrulari dogrular tGzerine
b) Paralel dogrulari paralel dogrular lizerine

co'_cb
AB" AB

c) Dogrudas AB ve CD dogru pargalarini ozelligine sahip A'B' ve
C'D’ dogrudas dogru parcalari Gizerine
d) F cisminiaynialanli F' cismi Gzerine donusturr, [57].

Tanim A.3

Oy —eksenine paralel olan dogrulara 6zel dogru (special line) veya izotropik dogru denir,

[57].
Tanim A.4

Oy —eksenine paralel olmayan dogrulara siradan dogru (ordinary line) denir, [57].

A.2 Galile Diizlemde i¢ Carpim

Tanim A.5

Galile duzleminde X=(X1, yl),y =(X2, yz)e G? olmak zere Galile ig carpimi < , >G seklinde
gosterilir ve

(x¥), =x%,

olarak tanimlanir, [57].

Tanim A.7

G? Galile diizleminde izotropik dogrulara paralel olan vektérlere ézel vektdr veya izotropik

vektorler denir, [57].
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A.3 Galile Diizleminde Ozel i¢ Carpim

Tanim A.8

Galile duzleminde X=(O, yl),y=(0, yz)eG2 izotropik vektorlerinin Galile 6zel i¢ ¢carpimi

( \ >6 ile gosterilir ve

(XY), =YY,

olarak tanimlanir, [57].

A.4 Galile Diizleminde Norm

Tanim A.9

Galile dizlemin her a=(x,,y,)eG? vektérinin normu |al ile gosterilir ve

Jell, =/(a.a)s =[x

seklinde tanimlanir. ||a||G =1 ise a vektdriine birim vektér denir, [57].

A.5 Galile diizleminde Ozel Norm
Tanim A.10

Galile duzleminde a=(0,y,)e G? izotropik vektorlerinin normu [ja ; ile gésterilir ve

el = {a.a), =[]

seklinde tanimlanir, [57].

A.6 Galile Diizleminde iki Nokta Arasindaki Uzakhk

Tanim A.11

A(X,,Y;) ve B(X,,Y,) e G? noktalari arasindaki uzaklik d,q ile gésterilir ve
Ug =||AB||G - <AB’AB>G

seklinde tanimlanir. AB=0B-OA =(x, - X, Y, — ;) olmak iizere isaretli uzaklik
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dAB:XZ_Xl

uzakligina esittir. Burada X, > X, dir, [57].

A.7 Galile diizleminde iki Nokta Arasindaki Ozel Uzaklik
Tanim A.12

Eger A ve B noktalari arasindaki uzaklik sifir ise, yani x, =X, ise, A ve B ayni izotropik
dogru izerindedir. Bdyle noktalar igin isaretli ézel uzakhik AB=0B-OA=(0,y,-Y,)

olmak Uizere

Opg = \/<AB,AB>§ =YY%

ile tanimlanir. Burada Yy, >y, dir, [57].

A.8 Galile Diizleminde Diklik

Tanim A.13
Galile duizleminde a,b € G vektorleri icin
(a,b), =0

olmasi <a,a>G¢0 icin b=(0,y2) oldugunda saglanir. Bu durumda b vektérine a

vektorinin diki denir ve b L a ile gosterilir, [57].

A.9 Galile Diizleminde Merkezil Cember

Tanim A.14

Sabit bir Q noktasina uzakhklari mutlak degerce sabit ve r olan M (X,y) noktalarinin

kiimesine cember (circle) denir ve S ile gésterilir. Burada Q(a,b) noktasina S ¢emberinin

merkezi ve negatif olmayan r sayisina gemberin yarigapi denir.Boylece S ¢emberi
(x— a)2 =r?

veya
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x* —2ax+a*—r>=0
veya p=-a,q=a’—r? olmak lizere
X +2px+q=0

olarak tanimlanabilir. Ayrica Q merkezli r yaricapli S ¢emberi; Q dan Oklid uzakhg r olan

iki izotropik dogrudan olusur, [57].

M(xy)

Q(asb)

v

@)

Sekil A. 1 Sekil A. 1 Cember (circle)
A.10 Galile Diizleminde iki Dogru Arasindaki Agi

| ve |, siradan dogrulari bir Q noktasinda kesissin. N ve N, noktalari, sirasiyla, | ve |,
dogrularinin Q kesisim noktasini merkez kabul eden birim Galile gemberi Gzerindeki noktalar

olmak Uzere tizere | ve |, siradan dogrulari arasindaki agi
5"1 =NN, = §NN1

ile bulunur, [57].

Sekil A. 2 Acl
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Tanim A.15

Bir Q=(X,,Y,) noktasinda kesisen y=kx+s ve y =k x+s, dogrulari arasindaki agi
5”1 = kl —k

formdli ile hesaplanir, [57].

A.11 Galile Diizleminde iki Dogru Arasindaki Dik AgI

Tanim A.16

Galile diizleminde izotropik dogrular ile siradan dogrular arasindaki agiya dik a¢r denir ve

izotroik dogrulara siradan dogrularin dikleri denir, [57].

A.12 Galile Diizleminde Galile Trigonometri

S, O merkezli birim ¢cember ve M, X ve y koordinath S (zerinde bir nokta olsun. I,

OM dogrusunu ve a, &, agisini gostersin.

; R

|
4xy=1smga) M (x,y)
_1/ =1 '

Sekil A. 3 Galile ve Oklid birim cemberler

Boylece Galile anlaminda kosinis ve siniis fonksiyonlari, sirasiyla, cos, ve Sing olmak lizere

oP 1
COS,ax =——=—-=
M 1
MP o6, «
singa = =2 =—=q
oM 1 1
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bulunur, [57].
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