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BES BOYUTLU DONEN KARADELIGIN UZAY-ZAMANINDA
PARCACIGIN HAREKETI

Giizide UNCU
Fizik, Yiiksek Lisans Tezi

Bu caligmada d6nen bir kara deligin bes boyutlu uzay-zamaninda pargaciklarin hareketleri
caligimugtir. Bu tiir bir kara deligi tasvir eden Myers-Perry metrigi ele alinmis ve metrifin
simetrilerinden yararlanarak sistemin ti¢ Killing vektoriiniin yanisira bir de Killing tans6riine
sahip oldugu gosterilmigtir. Bu simetriler araciligiyla Hamilton-Jacobi hareket denklemlerinin
degiskenlerine ayrisgtirilabilecegi gosterilmis ve sistemin hareket sabitleri (ilk integralleri)
belirlenmistir.

Ik integraller kullamlarak hareket denklemleri birinci derece denklemlere indirgenmistir.
Pargacigin farkli tiir hareketleri betimlenerek, hareketin bazi ilging 6zel durumlan
incelenmigtir. Son olarak metrigin artalanindaki ekvatoral diizlemlerde hicbir kararli dairesel
yoriingenin bulunmadid1 gosterilmisgtir.

Anahtar Kelimeler: Kara delik, Myers-Perry metrigi, Killing vektéri, Killing tansorii.
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PARTICLE MOTION IN A SPACE-TIME OF A FIVE DIMENSIONAL
ROTATING BLACK HOLE

Giizide UNCU
Physics, Ms. Thesis

In this work the motion of particles in a space-time of a five-dimensional rotating black hole
is studied. In addition the Myers-Perry metric which describes such a blackhole is can sidered
and exploiting the symmetries of the metric it is shown that the system has a Kiling tensor in
addition to three Killing vectors. Using this symmetries it is shown that Hamilton-Jacobi
equations of motion allows a seperation of variables and the constants of motion (first
integrals) are found.

The symmetries are used to reduce the equations of motion in the first-order form. Different
types of motion of a particle is described and some interesting special cases are studied.
Finally it is proven that there are no stable circular orbits in equatorial planes in the
background of this metric.

Keywords: Blackhole, Myers-Perry metric, Killing vector, Killing tensor.
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1. GIRIiS

Fizikcilerin amact dogada oldugu bilinen 4 kuvveti birlestirerek dogamin nihai yasasim
bulmaktir. Su ana kadar Standart Model, zayif, giicli ve elektromanyetik kuvvetleri
birlestirmeyi basardi. Ancak bu kuvvetlerle kiitlecekimini bir teoride birlestirmek oldukea zor

goriinmektedir.

Kiitlegekimi ile elektromanyetizmay1 birlestiren ilk yilkksek boyutlu birlestirme kuram:
Theoder Kaluza ve Oskar Klein tarafindan ortaya atildi. Kaluza-Klein bu iki kuvveti 5
boyutlu teoride birlestirmeye ¢aligtilar.

Bu dort kuvveti birlestirmek i¢in elimizdeki teorilerden en gliglii aday sicim kuramidir. Sicim
kuraminin aﬁa x;arsaylmi, maddenin yapitaglarinin nokta pargaciklar degil, kapali ya da agik
bir boyutlu sicimler oldugudur. Sicim kuraminda en nemli problem fazla sayida siipersicim
kurami olmastyds.

1995°’ten sonra bes tane olan siipersicim kurami M kurami adi altinda birlestirildi. M
kuraminda ise temel yapitasi 2 boyutlu zarlardir. Sitipersimetrinin oldugu diigtintilirse M
kurammin kuantum mekanigi ile uyumlu olabilmesi i¢in uzaym 11 boyuttan olugmasi
gerekmektedir. Bu da 11 boyutlu kuramdan 4 boyutlu fizigi nasil elde edecegimiz sorusunu
dogurur. Bu sorunun ¢6ziimii igin bir Oneri, ekstra biiyiikk boyutlar igeren zar diinya
modelleridir. Bu modellerdeki ana fikir evrenimizin 5 boyutlu diiz ya da hiperbolik uzay-
zamanda evrilen 4 boyutlu bir D-zar oldugudur. Yani, 5 boyutlu uzayn sahip oldugu temel
nitelikler 4 boyutlu fizikte halen cevabim bulamadigimiz temel sorunlara ¢6ziim getirebilir.

Nima Arkani-Hamed, Savas Dimopoulos ve Gia Dvali daha da radikal bir diisiince ortaya
attilar. Bu kuramcilara gore beginci boyutun 6lgegi, bir milimetre bile olabilirdi. U¢ kuramery:
bu iddiali Onermeye ulastiran hedef, “hiyerarsi sorununu” ¢ézmekti. Yani elektrozayif
birlesmenin diiglik enerjisi ile Steki birlesme diizeyleri arasindaki ugurumu kaldirmayi
hedefliyorlardi. Arastirmacilar, zayif kiitlegekimin 6teki kuvvetler kadar giiglendigi Planck
Bleeginin, elektrozayif 6lgegine indirilmesiyle sorunun ¢dziilecegini diistindiiler. Ancak bunun
icin iki ya da daha fazla ek boyut gerekiyordu. Bu boyutlarin Slgekleriyse bir milimetrenin
biraz altinda olmaliydi. B6yle biiyiik boyutlar: algilayamiyor olmamizi ise bunlarn yalmzca
kiitlegekimince algilanmasiyla agikliyorlard: (Arkani-Hamed vd.,1998).



Zar modellerinin genel 6zelligi temel kuantum kiitlecekim Slgeginin ¢ok diigiik olabilecegini
(TeV mertebesinde) ve ekstra uzaysal boyutlarin biiyiikliigtiniin Planck uzunlugundan

(~10™ cm) ¢ok daha genis olabilecegini ileri siirmeleridir.

Ekstra sigman boyutlu bu modellerde bir kara deligin minimum kiitlesi Planck kiitlesinden
(10" GeV) ¢ok daha kiigiik ve TeV boyutunda olabilir (Antoniadis vd., 1998). Bu tarz kiigiik
kara delikler ileride parcacik hizlandiricilarindaki ¢arpigmalarda ve kozmik 1g1n deneylerinde
olusturulabilir (Eardly ve Giddings, 2002). Bu sekilde olusturulan kara deliklerin bir gogunun
d6nen kara delikler olacagi beklenir (Giddings ve Thomas, 2002). Bu gibi yiiksek boyutlu
mini kara delikler Einstein bogluk denklemlerinin klasik ¢oziimleri ile betimlenebilir. Bu mini
kara delikler zara baglanabilirler ya da eger zar gerilimi kiigiik ise zari terk ederek kiitle
uzayinda hareket edebilirler (Frolov, 2002).

Son zamanlarda yiiksek boyutlu kara delikler oldukea ilgi ¢ekti (Voloshin, 2002; Clement vd.,
2003). Yuksek boyutlu kara delikler sicim teorisi kullanarak da incelenmigtir. Sicim
teorisindeki farkli modellerden olugan diistincelerden yola ¢ikarak yiiksek boyutlu (6zellikle 5
boyutlu uzay-zamanda) kara delikler hakkinda bircok c¢alisma yapilmistir (Gibbons ve
Herdeiro, 1999; Herdeiro, 2000). Bu c¢alismalarda elde edilen ¢6ziimler Einstein denkleminin
bosluk ¢oziimleri degildir ve siipersimetrinin saglanmasi igin bazi parametreler 6zel degerler

almalidir.

Bu ¢aligmada dénen bir kara deligin 5 boyutlu uzay-zamaninda pargacigin hareketi incelendi.
Bu uzay-zamanda Killing tansorlerin varlifi gosterildi.



2. MYERS-PERRY METRIGI ve OZELLIKLERI

Bu ¢alismada, 5 boyutta dénen kara deligin dig alan ¢dziimleri ele alinmigtir. Dénen kara
deligi, yogunlugu c¢ok biiylik kiiresel ya da elipsoid kiitlenin (kendi etrafinda) dénen hali
olarak disiinebiliriz.

Iki nokta arasindaki sonsuz kiigiik uzaklik
ds® = g (x)dx"dx’ 2.0
seklinde tanimlanir. Burada g, metrik tansoriini gosterir. Metrik tanimlandifi uzaymn

geometrik 6zelliklerini tayin eder.

3+1, (N=3), boyutlu yiiksiiz kara delik iki biiyiikliik tarafindan karakterize edilir. Bunlardan

birincisi kiitle, m, ikincisi ise agisal momentum, a’dur.

Donen kara deligin 3+1, (N=3), boyuttaki ¢Gziimiinii veren metrik Kerr metrigi olarak
adlandirilir. Boyer-Lindquist koordinatlari Kerr ¢6ziimiiniin temel 6zelliklerini irdelemek icin

en uygun koordinattir. Eger a=0 alirsak Schwarzschild ¢6ztimiinii elde ederiz (Inverno, 1992).

N+1, (N>3) boyutlarda durum daha karmagiktir. Uygun smir kosullar1 ile Einstein
denkleminin bosluktaki ¢6ziimii olduk¢a zordur (Myers ve Perry, 1986).

Boyer-Lindquist koordinatlarinda N ¢ift boyutlu donen kara delik i¢in metrik,

2
ds? =—df? + (r* + @ )du? + 12 dg?) + (Gt + a2 dgR) +—2 2.2)
7F - ur
seklinde verilmigtir.
Burada
(J‘H)2
z=[]¢*+a}) 2.3)
i=]
Ve
2.2
F=1- M (2‘4)

r* +a’



seklinde tanimlamir. Ayrica g, ’ler birbirinden bagimsiz degildir ve

bagntis1 vardir.

5 boyutlu yani N=4 i¢in ddnen kara delik i=1,2 degerleri alir ve metrik agagidaki gibi daha

basit formda yazilir.

ds® =—dt* +(r* +al Ydu + pidgt) + (r* + ANyl + pydgy)

2 7F

(2.6)
+%(dt+alﬂ12d¢1 +a2ﬂ22d¢2)2 +

dr?

2

™~

a, =a ve a, =b olarak se¢elim. Bu durumda

z=("+a)(r’ +a3), 2.7)
z=+a> ) +b) -

veE

2.2 2 2
_ a, a, K,
F=1- 2 2 2 2
ri+a” r’+a,
a’sin*0 b*cos’ 8

r’+a®>  rP+b’

b

2.8)

F=1-
denklemleri ile ifade edilir.
(2.5) bag kosulunun saglanmasi i¢in,

M, =siné
2.
M, =cosb @9)

olarak secelim. Bu durumda

dy, =cosf do

du, = —sin@ dé (2.10)

denklemleri elde edilir.



(2.6) denkleminde ¢, — ¢ ve ¢, — w kullanilarak

ds® =—dt* + (r* + a*)(cos’> 8dO* +sin® dp*) + (r* +b*)(sin® dO* +cos® O dy?)

2 2.11
+ 2 (dt+asin® 0dp + boos? 0 dy) +—— X g @10
aF F +a Yr+b*)—wr

denklemi bulunur. Bu denklemde

a*sin’@ b%cos’d

2.12)
r?+a® r? + b2 ) (

aF = +a)r? +b*)(1-

yazilarak gerekli sadelestirmeler yapilirsa

2
ds? = Z—Adxz + p’d0? —di* +(x+a>)sin? 0 dp*

) (2.13)
+(x+b%)cos? Ody? +;’;’—2[dz‘+asin2 0dg +beos> Ody |
denklemi bulunur (Frolov, 2003). Burada,
p2 =x+a’ cos® O + b? sin? o, (2.14)

A= (x+a2)(x+b2)—r02x.

7y , kara delifin kiitlesi ile ilgili olan uzunluk parametresidir. ¢ ve w agilant [0, 27]
araliginda degerler alirken, & agis1 [0, 7] arasinda degerler almaktadir. Ayni zamanda »

yarigap: yerine x=r> koordinatint kullantyoruz. Bu sayede hesaplar kolaylagiyor ve bir gok
ifade daha kisa bir gekil aliyor.

Kara deligin olay ufkunun igine giren bir madde hatta igik bile bir daha digan1 ¢ikamaz. Her
pargacik, uzay- zaman egriliginin sonsuz oldugu bu noktada varligin: yitirir.

A=(x+a*)x+b*)—rix=0 (2.15)

oldugunda metrik sonsuz olur.

Kara deligin olay ufku x = x, *da yer almaktadir. Burada,



, =%[rg _a b 2 - ") —4a2b2] 2.16)

ifadesi ile verilmektedir. Agisal hizlar G, Q,

a b
Q, = 7 - Q= 2
x, +a x, +b

@2.17)

denklemleri ile ifade edilir (Straumann, 1984).

Denklem (2.13) de verilen metrigi matris formunda yazarak determinantim ve tersini
hesaplayalim.

u=0,123,4 indisleri igin sirastyla #,x,68,¢, degiskenlerini alalim.

( g—l 0 0 %‘i—(asin2 0) g(bcos2 6’)
0 é 0 0 0
4A
g=| 0 0 g 0 0 (2.18)
%(asirf 6’) 0 0 sifdx+d —l-g(a2 sirf 9)] ;"—(absirf fcos 9)
?f;(bcog 0) 0 0 —:‘;—22—(absin2 fcos 9) cod 6{x+b2 +%22—(b2 cod 6’)]
Yukandaki ifadeden,
Eu —ﬁz’z—_ s
p
8 = -};’iz(asin2 6),
g —;;iz(bcos2 0),
_P
8x = N
8o = pz >

2

g4 =sin’ ﬁ(x +a? +)"L2(a2 sin’ 9)],

P



2
8oy = ~r°—2(a bsin® 8 cos® 9),
P
2
g,, = cos’ H[x +b? +%’2—(b2 cos’ 9))

elde edilir.

J-g =-detg,,

ifadesinden

J-g= %sin@cosé’p2
bulunur.
Metrigin kontravaryant bilesenleri

p=pu ise 1}

w _ 5P
Ew & #2 {p;e,u ise 0

bagintisindan yararlanarak asagidaki gibi elde edilir.

g" _ L (az _bz)sng_(x+a2)[A+r02(x+b2)]
P’ A
6 _ aroz(x“'bz)
p’A
g = brl (x+a*)
pPA 7
o _ 1)1 _(a2 —bz)(x+b2)+b2r02
p’|sin*@ A ’
o _ (a2 —bz)(x+az)—azr02
p* | cos® @ A ’
by ___abro2
pA’
- A
g :4'p_27
1
g” =

2.19)

(2.20)

2.21)

(2.22)

(223)



a<>b, 9<—>(§—9), by 2.24)

(2.13) metrigi yukaridaki dontistimler altinda degismezdir.

Killing vektorleri, manifoldun sonsuz kiiglik stirekli simetrilerinin {iretegleri olarak

goriilebilirler. Killing vektorlerini bulmak icin

Sap 650 =0 (2.25)
Killing denklemi ¢6ziiliir. Burada

o =Cap ~Vap S (2.26)

ifadesi kullanilir.

Bu metrik 0,, 8, ve 0, olmak iizere ¢ Killing vektSriine sahiptir. Ayrica a=b igin metrik
iki ek Killing vektdriine daha sahip olur (Frolov ve Kory, 2004). Bu Killing vektorleri
asagidaki gibidir.

~ -, - sin g
cosf0; —cot@ singd+ +——0-, 227
4 ¢ ¢ sing ¥ ( )
ve
. - - = cosg?
—singd; —~cot@ cosgo + ——0. 2.28
#0; Fo5+2 0y (228)

Burada ¢ =y —¢, W=y +¢ ve § =26 dur.

Gelecek boliimde genel durum icin (2.13) metriginin aym1 zamanda (2.29) denklemini
saglayan Killing tansdriine de K#¥ sahip oldugu gosterilecektir.

Killing tansorii

K

(uvio) =

0 (2.29)

denklemini saglar.
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3. ISIK ve PARCACIKLAR iCIN HAREKET DENKLEMLERI: ILK
INTEGRALLER

Hareket integralleri sistemde korunan biiyiikliiklerdir. Hareket integralleri biliniyorsa
parcacigin hareketi hakkinda bilgi sahibi olunabilir (Goldstein, 1980).

g, metrik tansoril ile betimlenen egri uzay-zamanda m kiitlesine sahip bir test pargacif i¢in

hareket denklemleri,
D*x#
=0 3.1
D.2 (3.1)

denklemi ile verilir.

Burada —Dll 0z zaman 7’ya gOre kovaryant tlirevi simgelemektedir. Bu bélimde bu
T

denklemler Hamilton-Jacobi yontemi kullamilarak Myers-Perr}; metriginde incelendi. Bu
inceleme Carter tarafindan dort boyutlu Kerr metrigi igin gelistirilen yaklasima benzerdir
(Carter, 1968; Misner, 1973).

(3.1) denklemleri
1 iy
L=2g, ()¢ (32)

Lagranjiyenden tliretilebilir. Bu denklemde ki tiirevler afin parametresi A’ya goére alinan
kismi tiirevlerdir. Uygunluk i¢in

T=mi 3.3)
secelim. Bu se¢im
g it %” =—m’ (3.4

ifadesine egdegerdir. Denklem (3.2) kullanilarak eslenik momentumlar
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L
pw axw’

_1 0" X" + ok x
Pu =5 8w | g a || 3.5)

_L x’ +l x4
pw 2ng 2g,uw ’

.V
pw —ng‘x ’

w —> u yazilirsa

D, =8u,% (3.6)
olarak hesaplanur.
H=pg¢-L 3.7)

denkleminden sistemin Hamiltoniyeni

a1 N
H=px —ngx x (3.8)
seklinde bulunur. Bu denklemde (3.6) esitligi ve

I=g, 8" (3.9)

denklemi kullanilarak Hamiltoniyen eslenik momentumlar cinsinden asagidaki gibi elde
edilir.

1w
H:Eg" DD, (3.10)

(2.13) metrigi kullamlarak hesaplanan momentumlart agik bir gekilde yazmak yarark
olacaktir. Momentumlar: agik bir sekilde yazmak i¢in (3.6) denklemi kullamlir ve
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r2). rlasin’@ . rlbcos’6 .
ptz(_l-l_% ft——— g+,
P p p
2 2 . 2 2 .. 2 ) 2 b .2 5 .
p¢=r0 a512n 0t+(x+a2+r°a s;n ejsin20¢+r°a sin 26’cos 6%
p p p
2 2 2 202 2 212 2
. . b
», _T bcc;s 6., nabsin 2Hcos 9¢+[x+b2 +r°—cz.i—q)cos291j/, G.11)
P P p
2
pe.
:—x,
P 4A
P =p°0.

denklemleri bulunur. (2.13) metriginin simetrilerinden, hareketin en az {i¢ sabitinin var olmas1
gerektigini anlayabiliriz. Bunlar enerji E ve ¢ ile y agilarinca tanimlanan bagimsiz
dtizlemlerdeki agisal momentumun korunumlarina kargilik gelmektedir. Oyleyse,

p=-E, p,=D ve p,=%¥ (3.12)

yazabiliriz. Aym zamanda denklem (3.3) ile verilen ve durgun kiitlenin korunumuna kargtlik
gelen hareketin bir sabiti daha vardir. Hareket denklemlerinin olusturdugu sistemi tamamziyla
¢ozebilmek icin hareketin bir sabitine daha ihtiyacimiz var. Bu sabit, hareket denklemlerini

¢ozmek icin kullanilan Hamilton-Jacobi yonteminden elde edilebilir.

Eger Hamiltoniyen korunuyorsa ¢6ziim, tiim koordinatlarin ¢evrimsel oldugu bir koordinat
sistemine doniigtimle elde edilir. Clinks bu durumda hareketin integrali ¢ok basit olur.

=0 (3.13)

Denklem (3.10) ile verilen Hamiltoniyenden yola ¢ikilarak, Hamilton-Jacobi denklemleri

L3S _ 1 w08 38

—= 3.14
o4 2g ox* ox¥ .19

seklinde yazilabilirr Burada S eylemi gostermektedir. Hareket denklemlerinin
ayngtirilabilecegi gosterilmistir (Frolov ve Dejan, 2003). Bu yiizden eylem

Sz%mzl—Et+®¢+‘Py/+Sg +S, (3.15)
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seklinde olmalidir. Burada Sy ve Sy sirasiyla x ve 6'min fonksiyonlanidir. (3.14) ve (3.15)
denklemlerinden yararlanarak

4%(6&‘}2+L[6S6T+_}__[(a2_bz)sinzg_(x+a2)[A+r02(x+b2)]}E2

plac ) plao)  p A
) 2 2 2 2 _ 32 2 2.2
_ 2ar; (ch+b )Eq)_Zbr0 (2;+a )E‘P+—1—2- ' 12 _(a b Xx+b )‘*‘b o |2 (3.16)
A PA p’|sin* @ A
2 2 _ 122 2y 2.2
_2a123r0 ®LP+L2 12 +(a b+ a)-a’r 92 = _p?
p2A p’|cos’ @ A

denklemi elde edilir. Bu denklemde gesitli sadelestirmeler yapilarak

2 2 2
(%) + (m2 —Ez)(azcos2 0 +b? sin? 49)+ (DZ + sz =K (3.17)
o0 sin“d cos“ 8

veE

4A(6;:J2 +(m2 —Ez)x_roz(x+a1)(x+b2)gz —(az _bz)[xcf; _xf;J=_K (3.18)

denklemleri bulunur. Burada

e=E+ 22, 0¥ (3.19)

x+a® x+b*

seklindedir. Yukanidaki denklemlerde K, hareketin yeni bir sabitidir. Islemlerimizde K — K+
sabit serbestligini (sabit = a>.E? alarak) denklem (2.24) doniitimii altnda degismez formda
denklemler elde etmek i¢in kullandik. pe= S ve py= Sy iligkilerini kullanarak (Sg)e ve (Sx).x
ifadeleri yerine sirasiyla pg ve px ile degistirebiliriz.

Korunan K niceligi p, momentumlarinda ikinci derecedendir ve K, Killing tansorii (Wald,
1984) ile

K" p,p, =K (3.20)

ifadesi iliskilendirilebilir. Denklem (3.21) kullamlarak, (3.20) denkleminin dogrulugu
gosterilebilir.
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1 1
SHESY +———0648Y +66,. (3.21
%4 c0529 v "y AL ( )

KM = _(az cos? @ +b? sin? 9)(g‘"’ +5t”5tv)+ in2e
sm

(3.21) denkleminden yararlanilarak agagidaki ifade elde edilir.

K”p,p, +2K”pyp; +2K% pyp, + K" p.p, + KZ p,p, + K* ps p,

“ “ (3.22)
+K"p,py +2K" psp, = K.

Bu denklemde p,, py, p,, P53, P4 ln asagidaki degerleri yerlestirilirse (3.20) denkleminin

dogrulugu kamitlanmig olur.
oS oS
=—FE, p=—>2, p,=—= p, =0, p,=%. 3.23
Po Pi=" > P2= s P D4 (3.23)

Benzer bir sonug 4 boyutlu Kerr metrigi igin Carter tarafindan 1968 yilinda elde edilmigtir
(Carter, 1968).

(3.17) ve (3.18) denklemlerini daha basit formda yazabiliriz.

Bo _ 5,40,

09 (3.24)
R S > 92

—2 +(m —E“)(a cos’ @ +5%sin 9)+ ——+——=X,

06 sin“@ cos“ @

35, Y s Nrp g O P

—| =|K+\E -m f+b°sin” 0 )- - X 3.25
R R 629

2 2

®= K+(E2—mz)(azcoszg—kbzsinze)— .CDZ - ‘P2 .
sin" @ cos” @

Bu ifadeler sonucunda daha sonra kullanilacak olan ® agik bir gekilde elde edilir. Aym

sekilde y igin

a;: =0 VX, (3.26)
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__X_
4A2°

. aas jz (o — 57} - 72 (x+a? )(x+b2)g : (a -52)[ S & J=“K’

A 2

x+a*> x+b?

4A2 A[ x+ a —bz)[ ®22— L )—K}+roz(x+a2)(x+b2)£2

x+a* x+b*

A[( e _bz)[ L ]_K}r;(mz)(mz)gz

+a®> x+b®

islemleri yapilir.

(3.27)

., (3.28)

(3.24) ve (3.26)’daki denklemlerin sag taraflarindaki o, =+ ve o, == igaret fonksiyonlari

birbirinden bagunsmlaidlr. Her iki denklemde de isaret degisimi sag taraftaki ifadenin yok

oldugu déniim noktalarida olur.

Hamilton-Jacobi eylemini bu fonksiyonlar cinsinden yazabiliriz.

S=im i B0+ Pyro, (VOO +o, [ VXdk
2 8 x

(3.29)

Hamilton-Jacobi denklemlerinin ¢6ziimii igin S’nin K, m, E, ® ve ¥ ’ye gore tiirevlerini

alalim. Boylece

d .
FJ@ZJ.4A\/3(—’

1 . = 1 x
A= J‘Gﬁ(aZ cos’ @ +b*sin® 6)dO + I \/—3(_—4—Adx,

1 s a2 s = 1 [r2(x+a®)x+b?)  xE
t=| —=EFE(a"cos"@+b 8)do + +— |dx,
! ok sin” 0)d0+ | Jx| 4N “Taa

_pL @ o p 1 aroz(x+b) L fa b*)D
¢_r\/§sin290 j\/}[ 4N’ 4A(x+a)}dx

x 1 |bri(x+a®) (@*-b)¥
9_"-\/_)?[ &—

1 ¥
= | ———d
v r JO cos? @ 4N 4A(x +b%)

(3.30)

(3.31)

(3.32)

(3.33)

(3.34)
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denklemleri elde edilir.

Bu denklemleri birinci dereceden diferansiyel denklemler cinsinden yazmak daha
kullaniglidir. Bu denklemler A afin parametresine gore dogrudan tiirev alinarak elde edilir.

Py =0'9\/6, (3.35)

pZi____O_xz\/;’ (3.36)
2 2 2

pi=Ep*+ 20 (““A)(“b e, (3.37)

0) _aroz(x+b2)g (@ -0

5
- - , 3.38
a sin? @ A (x+a*) (3.38)

. ¥ bri(x+a* a* -bH)¥
Pl =— - o ( ), 2) .
cos” @ A (x+b°)

(3.39)
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4. HAREKETIN GENEL TIiPLERI ve OZEL DURUMLARI

4,1 Merkezcil Hareket

Myers-Perry metriginde bir parcacigin jeodezik diinya ¢izgisi E, @, ¥ ve K’mmn ilk
integralleri ile tamamen belirlendi. Hareketi kara deligin disinda tartisacagiz ve A)0
oldugunu farz edecegiz. Diger parametrelerin sabit degerleri igin x’in fonksiyonu olan (3.28)

denklemi ile verilen y ’yi ele alalim.

Biiyiik uzakliklarda X’in ilk terimi olan E* —m? faktorii 6nem kazamr. E? < m® oldugunda
X fonksiyonu biiyiik x degerlerinde negatif olur. Oyleyse yalmzca E* > m* olan yoriingeler
sonsuza gidebilir. Bu yoriingelere simrsiz adi verilir. E? < m? igin yoriinge daima sinirlidir

ve pargacik sonsuza ulagamayabilir.

(2.13) metriginde test parcacigimn hareketinin niteliksel karakteristiklerini inceleyebilmek
i¢in etkin potansiyeli kullanmak uygundur. y ’yi su sekilde yazalim.

y=akE*-2BE+y, 4.1)
burada
a=Ax+ri(x+a*)x+5b?), 4.2

ﬂ=—r02<x+a2)(x+b2>[ @, ”‘*’2), “.3)
x+a” x+b
oL a® ¥ T
y=A-m?x+(a* -b?) ~— ~|-K +r02(x+a2)(x+b2){ ~+ 2:‘ . (4.4
x+a- x+b x+a® x+b

Merkezcil doniim noktalart y =0, E =V,_(x) kosulu ile tammlanmigtir. Burada ¥V,

y BNy VA -ay 4.5)

a
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seklindedir. ¥V, niceliklerine etkin potansiyeller ad1 verilir. Etkin potansiyel x’in ve @, ¥, K
hareket integrallerinin fonksiyonudur. Sonsuzda ve olay ufkunda V, etkin potansiyellerinin

limit degerleri,

x+a* x+b*

_roz(x+a2)(x+b2)( a®_, b¥ Ji\/Z

V. = 4.6
* Ax+72(x+a*)(x+b%) (*46)
denkleminde
2
a® ¥
A={—r‘f(x+az)(x+b2)[x+a2 0 J] —[Ax+r02(x+a2)(x+b2)]
2 2
><A{—mzx+(a2 —bz)( ® - ¥ 2]—K:I+r02(x+a2) @.7)
x+a” x+b
o w7
+b2) -+
x> )[x+a2 x+b2]
ifadesi kullanilarak
Vﬁ:(x:w):'imff Vi:(x+)=cDQa+LPQb (4'8)

olur (Frolov ve Igor, 1998).

E enerjili bir pargacigin hareketi yalmizca £ >V, veya E <V_ olan bolgelerde miimkiind{ir.
(4.5) ifadesi bu bolgeleri birbiri ile iligkilendiren £ —>-E, ® —>-® ve ¥ —>-¥
doniistimleri altinda degismez kalir.

4.2 O Yiniinde Hareket

Simdi @ yoniinde hareketi ele alalim. ® > 0oldugu i¢in E* < m? esitsizliginin gegerli oldugu
siurlt hareket yalmzca K = 0 iken miimkiindiir. Sinirli hareket durumunda ve a #0, b#0

esitsizlikleri saglandiginda K > 0 olur. K > 0 igin smirl1 ve sinirsiz yoriingelerin ikisi de var

olur. Sadece ® =0 ise parcacik alt uzay € =0’a ve sadece W =0 ise pargacik alt uzay

9=—’25’ye ulagabili. W=0 i¢in eger K=®°—(E*-m’)b® ise yoriinge 9=§

yitizeyindedir. (3.25) denkleminde ¥ =0, & =§ segilirse,
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0=(E*-m*)b* -0* + K
olur. Burada

K=®>—(E* -m?) b’

(4.9)

(4.10)

dir. Benzer durumda @ =0 i¢in efer K = W2 —(E? —m?) a® ise yoriinge 6 =0 yiizeyinde

olur.

(3.25) denkleminde ® =0, 8 =0 segilirse,
0=(E*-m?) > -¥* +K

Ve

K=%?_(E?-m*)a®

elde edilir.

(4.11)

(4.12)

Hareketin 6zel bir alt sinifi da parcaciklarm 6 agisinin 6 = 8y degerinde sabit oldugu

merkezcil yoriingelere benzer yoriingelerde hareket ettigi durumlardir. Bu tiir harekete

karsilik gelen hareket integralleri arasidaki iligki ayn1 anda

LA
as|,

9(90 ) =
denklemleri ¢oziilerek bulunabilir. Bu denklemler su formdadir
©(9,)=0,

@? g2

——-————+K=0.
sin“ g, cos” 6,

(5 ) et cos* 0, +67sn",) -

Aym sekilde
doe _0
deo

o

esitliginde gegitli sadelestirmeler yapilarak

(4.13)

(4.14)

(4.15)
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(E2 —m2)2cosé’osin190 (— a’ +b2)— _2811.194" cos6y @* _—23m6’04cosa90 ¥+ K =0,
sin” 6, cos’ 6,
@* p?
2cos@,sind, | |E* —m* ){b? —a® )+ - +K=0, 4.16
ome {( )( ) sin*g, cos'éd, (4.16)
2 2
(Ez—mz)(bz—a2)+ ® ki =0.

sin* @, cos*8,

denklemleri bulunur. Ikinci denklemde 6, =0 ve 6, =7—ZZ— durumlari ele alinmadi.

4.3 Dairesel Yoriingeler

Dort boyutta kiitlecekimsel alanin bir 6zelligi, kara deligin disinda yer alan bolgede sinurlt
yoriingelerin varligidir. Bu tiir yoriingeler i¢in iki tane doniim noktasi vardir. Bu dontim
noktalar1 pargacigin izledigi yolun merkezcil koordinatinin maksimum ve minimumuna
karsilik gelir. Bunun anlamu E =sabit ¢izgisinin, V' (r) etkin potansiyelini farkli iki 7 ve 7,
noktasinda kesmesidir. Bu iki nokta arasinda E >V (r) olur. ¥ (r) fonksiyonu r <7y, <7,
arasinda bir minimuma sahiptir. Ozel durum i¢in E=V(r,,) oldugu zaman yoriinge
daireseldir. Oyleyse kararli ve dairesel yoriingelerin varligi kara deliklerin disinda yer alan
sl yoriingeler igin gerekli kosuldur. Ug uzaysal boyuttan daha fazla boyuta sahip uzay-
zamandaki Newton kiitlegekimde kararli dairesel y6riingelerin olmadig: bilinmektedir.

Schwarzschild metrigi,
2 2 At 5 "o o
ds® =—Fdt +?+r dQ,;,,, F=1-|—=2 4.17)
r

burada dQ;, (k+2) boyutlu kiire tizerindeki metriktir ve kararh dairesel yoriingelere izin
vermez. (4.17) metrigi ve (3.4) ifadeleri kullanilarak

2

—m? =—Ff +%+r2gb2 (4.18)

elde edilir.

E=-g,&u (4.19)
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Ve
L=r% (4.20)

denklemlerinden yararlanilarak (Wald, 1984).

. E
f==,
F
L
o= (4.21)

72 =E*-V2(r).

bulunur. Boéylece kiitlesi m olan parcacifin bu alandaki merkezcil hareketi icin etkin
potansiyel

Vir)=F [1 + L—ZJ (4.22)

2
m’r?

seklinde ifade edilir. Burada L toplam agisal momentumdur. Bu potansiyel (#,,) aralifinda
2
herhangi bir minimuma sahip degildir. y = 505— degisken doniisiimii yapilarak (y, 0’dan 1’e
r

giderse)

Kz(,~)=[1-(”_°) ' }[H%}
¥ mr

kst (4.23)

_— I?
Vf(y){l-y 2 ][“‘ 7.3 yJ-

m°r,
seklinde yazilabilir. Vs2 (») *nin y’ye gore ikinci dereceden tiirevi alinarak
Vi) Ikl K ke3 2 M
w2 2 m*r? ’
2 ayz 02 {x-3) X 2 G (4.24)

0 (Vs (y)) k-1 5= (k+3)(k+DL =

= — y2

3%y 4 4r2m?
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denklemi bulunur. Bu fonksiyon sadece y <0 igin sifirdir. V%, pozitif y igin birden fazla
ekstremum noktasina sahip olmayabilir. VS2 (y), y=0’da 1 ve y=1°de 0 degerini alir. Vs2 )

negatif olmadigindan ¥ (y)’nin ya monoton (diizenli) azalan bir fonksiyon olduguna ya da
bu aralikta bir maksimuma (higbir sekilde minimuma sahip olmadan) sahip oldugu sonucuna
varthir. Yani y degiskeni r’nin diizenli azalan bir fonksiyonudur ve orjinal VS2 (r) fonksiyonu
da [ve bunun sonucu] minimuma sahip degildir. Oyleyse VS2 (r) potansiyeli radyal koordinatin

sonlu bir aralikta sinirlandirildig: harekete izin vermez.

Merkezcil Harekette Etkin Potansiyel

s
16

14
12 +

10

—

2 4 -] 8 i0

Sekil 4.1 Bes boyutlu Schwarzschild wuvzay-zamaninda merkezcil hareketin etkin
potansiyelinin farkli agisal momentum (L) degerleri igin grafigi. Bu grafikte m=ry=1 alinmg
olup grafikteki dort farkh egri alttan baglayarak sirasi ile L=1, 10, 100 ve 1000 degerlerine
karsilik gelmektedir.’

Bu potansiyelin herhangi bir kararh dairesel yoriingeye izin vermedigini fark etmenin bir
bagka yolu (4.24) denkleminin rastgele bir k ve y > 0 i¢in her zaman negatif oldugudur.
Benzer bir sonug, agisal hareketin etkin potansiyeli ele alinirsa da tiiretilebilir (Thangherlini,
1963).
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Sekil 4.1 5 boyutlu Schwarzschild uzay-zamammn potansiyeli i¢in degisik L. agisal momentum

degerlerine karsilik gelen bir ¢izimini gostermektedir.

Simdi 5 boyutlu Myers-Perry metriginde kararli dairesel yoriingelerin olmadigini
kanitlayacagiz. En azindan bu yoOriingelerin 8 =0 ve 8= % ekvatoral diizlemlerde yer

aldiginda, sadece €= % icin ispat verilecektir. Diger durumlar igin ispat benzerdir.

x = x, =sabit dairesel yoriingeleri
=0, Z_y (4.25)

denklemleri ile tantmlanmir. Burada » (3.28) denklemi ile verilmisti. 8 =7, 5 diizlemindeki

yoriingeler icin ¥ =0 ve K =®* —(E*>—-m?*)b* olur (bir 6nceki alt bsliime bakimz). Bu
ifadeleri denklem (4.25) igine yerlestirerek E ve @ degiskenleri i¢in kuadratik denklem
sistemi elde ederiz (Bardeen, 1972).

Coziimler,

E,=of, ®,=0D, o=%. (4.26)

y= % =0 esitliginde E igin,

J’”z(bz—ro(a+ro)+x2)2 o
[b4 .y (Zaro + roz — 2x)+ x(— 27, (a +7, )+ x)]% .

ifadesi bulunur. Bu denklem diizenlenirse

L 4.28)
m Ly -y,
denklemi elde edilir.

Aym sekilde y = % =0 esitliginde ® igin,
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r(a +ar, +x)\/mz(b2 ~ry(a+r)+ xz)z

) (b2 —ryla+r)+ xz)[b4 —b2(2ar0 +7) -—2x)+x(— 2ry(a+7,)+ x)]%

(4.29)

elde edilir. Bu ifade diizenlenirse

22, 2
gz(y‘l'a b +r0 )ro (4’30)

m NV -y

denklemi bulunur.

Burada

y=x—-ra+b®—rl, y,=ryy{ +a)2 ~b? (4.31)

kullanilmugtir.

E ve @ sabitleri reel oldugundan denklem (4.28) ve (4.30)’un paydalarindaki karekdklerin
icindeki ifadeler pozitif olmalidir. Bu durum

>y 4.32)

2 olur ve potansiyel smnirsiz

oldugunda gerceklesir. Ama y’nin bu degerleri i¢cin E* >m
hareketlere izin vermelidir. Bunun anlami eger etkin potansiyelin bir minimumu varsa en az

bir tane de maksimumu olmas: gerekir. Bunu anlamak i¢in ikinci tiireve bakalim.

62—{ = Z[czZ(E2 ~m? )+ 2[)2(E2 —-mz)—(I)2 +mzr02 +3E2x—3m2x],
; (4.33)
Zx—]; = 2[(E2 —m? )(a2 +2b% + 3x)— @? + m2r02]= 0.

Ikinci tiirevin denklemi x igin yalmzca bir ¢éziime sahiptir. O halde y fonksiyonu minimuma
sahip degildir. En azindan ekvatoral yoriingelerde bes boyutlu dénen Myers-Perry kara deligi

etrafinda kararl: dairesel yoriingelerin olmadigi sonucuna varilir.

Kara deligin diginda sinurli kararh yoriingelerin olmamas: yliksek boyutlu kara deliklerin
genel bir 6zelligidir.
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5. SONUCLAR:

Dénen  bir kara deligin bes boyutlu uzay-zamamnda pargaciklarin hareketini inceledik. Bu
problemin doért boyutlu Kerr metrigi ile ilging bir benzerligi vardir. Her iki durumda da
pargacik i¢in Hamilton-Jacobi denklemleri degigkenlerine ayrilabilir. Bu ozellik Killing
vektorlerine ek olarak Killing tansdrlerinin de varolmasindan kaynaklanmaktadar.

Bes boyutlu bir kara deligin artalaninda pargaciklarin bazi ilging durumlarm igeren
(merkezcil ve 8 °min sabit oldugu hareket gibi) degisik tiir hareketlerini tanimladik.

4 boyutta, dénen kara deligin etrafinda kararli dairesel yoriingeler olmasina kargin, 5 boyutlu
Myers-Perry kara deligi icin boyle kararli dairesel yoriingeler, en azindan ekvatoral diizlemde
yoktur.

Daha yiiksek boyuttaki dénen kara delikler i¢in bu sonugclar: genellegtirmek ilging olabilir.
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