


i i 2
YILDIZ UNIVERSITESI
AEL! MUHENDISLIK FAKULTES!

BIR UCU SERBEST DIBER UCUNDA HARMONIK OLARAK
LORLANAN TELIN LINEER OLMAYAN REZONANS
SALINIMLARI

Ismail DUZYOL

Arastirma Gorevlisi

Kocaeli - 1983






"




T.C.
YILDIZ UNIVERSITESI
KOCAEL! MUHENDISLIK FAKULTESI

N~ /
k()

/

l//

BIR UCU SERBEST DIGER UCUNDA HARMONIK OLARAK
ZORLANAN TELIN LINEER OLMAYAN REZONANS
SALINIMLARI

Ismail DUZYOL
Arastirma Gorevlisi

Kocaeli - 1983







GZET

Bu galigmada,esas itibariyle Collins'e [1] ait olan ve
bagka yazarlar [2-3-4—5] tarafindan gegitli lineer olmayan siirekli

ortam problemlerinin gbziiminde kullanilan bir yontemle

nyy = ntt =g T
tipinde bir denkleme uyan, yenileme kuvveti lineer olmayan elastik
tel iizerinde dalga yayilmasi periyodik gdziimlerini aradik. Bunun
igin bir perriirbasyon ybtntemi kullanilarak lineer olmayan problem,
birbirini izleyen bir dizi lineer probleme indirgendi. Sifirinci ba- :
samaktan ¢dziimiin bir integral kogul altinda ideal zorlamali Duffing
denklemini sapladifi goriildii. Sifirinci basamaktan probleme Fourier
serileri ile ¢oziim aragtirildi ve elde edilen sonsuz lineer olmayan
cebirsel denklem sistemi belli bilinmeyen sayilarinda kesilerek
bilgisayar yardimi ile g¢bziildii., Elde edilen gbziimlerden yararlani-
larak genlik-frekans grafikleri gizildi, $ekil-2. Caligmanin ikinei
kisminda integro-diferansiyel denklemin zorlamasi yg olarak alindi.
Biylece elde edilen ideal olmayan zorlamali Duffing denkleminin ¢&-
ziimiinlin elliptik fonksiyonlarla ifade edilebilecefi anlagildi. In-
tegral kosulunu da saglayan bazi ¢ozim profilleri Sekil-4 te verildi.
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ABSTRACT

In this thesis an asymptotic method which is essentially

due to Collins, have been used to solve the differential equation

ﬂyy Tl
This equation governs the phenomenon of wave propagation in an
elastic string. By the use of a perturbative expansion, it has been
shown that the zeroth order solution satisfies an ideally forced
Duffing equation. Under an integral condition, the Fourier series
solution of this equation has been obtained. In the second part
of this work the forcing term is taken as proportional to the
displaéenént. Thus it became possible to express the solution in

Jacobian elliptic functions.




1- GIRlS .

Uss = UYY - £ F(u, uy, uyy,...) =0

L]

tipindeki denklemleri, gesitli sinir kogullari altinda g¢dzmek igin
J.B.Keller, L.Ting [2] tarafindan bir ydntem verilmig, bu ydntem
M.H.Millman, J.B.Keller [3], W.D.Collins [1] ve M.S.Ablowitz,A.Agkar,
A.S.Gakmak, H.Engin [4] tarafindan gelistirilmigtir. [3] nolu kay-

nafin yazarlari yukaridaki ybntemi,

u = U3 =0
ss vy

denklemine, [1] ve [4] nolu kaynaklarin yazarlari

2

. =40 SledHoles s
88 b Y ¥y
denklemine, M.Can da [5]
. -0 . +ec(Uo) =g
Yy 58 ¥y s
. =4 . el =g
yy ss s i 4 §

tipi denklemlere uygulamiglardi. Bu problemlerden, bagtakiler, yii-
zeyli serbest ve tabani harmonik olarak zorlanan, elastik bir orta-
min, titresimini temsil ederken, sonuncusu, bir boyutlu, sig bir

kanalda, dalga yayilmasini karakterize etmektedir.

Dalga yayilmasi problemlerinde, lineer olmayan terimlerin
hesaba katilmasinin sebebi, lineer teorilerin, rezonans blgesinde

aslinda dogada var olmayan sonsuz genlikler vermesidir.




Bizde bu galigmamizda, yukarida siz edilen ydntemi,

U, -0, =€ PO, 0, U _ye0e) =0
yy  ss ( ¥ yy )

tipinde bir denkleme uyguladik.

Bir ucu serbest, difer ucundan harmonik olarak zorlanan
telin, lineer olmayan rezonans salinimlari problemi, lineer gek-

liyle, literatiirde, yaygin olarak incelemmigtir.

Bir ucundan harmonik olarak zorlanan, Steki ucu serbest
birakilmig lineer olmayan yenileme kuvvetine sahip telin hareket

denklemi

ﬂyy =M € F(n) (1.1}

sinir kogullari da
ﬂy(O,tT =0, n(l,t) = A cos wt (1.2)

ile verilir.

Millman ve Keller [3], F(n) = nJ alarak problemi enerji
kosulu altinda ¢bzmiiglerdi. Ancak hareket sirasinda sistemin top-
lam enerjisi sabit kalmadigindan, enerji kosulunun burada kullani-
lirligyr tartisilabilecektir. Bu tezde ayni problemin, asil itibari
ile Collins'e [1] ait olan bir yintemle ¢bziimii amag¢landi. Bunun
igin (1.1) denkleminin, (1.?) sinir kogullari altinda, n(s+2n)=n(s)
periyodiklik sartini saglayan ¢oziimlerini bulmak iizere, (1.1) denk-
lemine bir pertiirbasyon uygulanarak, lineer olmayan denklem, bir
dizi lineer denklem haline getirildi. Birinci basamaktan denklemin
periyodik  gdziimiiniin bulunabilmesi igin, duragan dalgalar j

karakteristik koordinatlarda verilen sifirinci basamak gozif



rinci basamak denklemin ikinci yanina ortogonal olmasi gerektigi
kullanilarak, sifirinci basamak ¢Gziim tarafindan gergeklenen bir

integro-diferansiyel denklem bulundu.

‘Dier taraftan pertiirbasyon agilimi sonunda elde edilen
lineer problem dizisine Fourier serileri ile ¢ziim arandi. Sifirin-
c1 basamak Fourier serisi ¢oziimiin katsayilarini verecek denklemler,
birinci basamak ctziimdeki sekiilerlikleri #nleyen kogullar yardima
ile elde edildi. Bu denklemler, herbiri li¢iincli dereceden sonsuz bir
sistem olugturur. Katsayilarin sadece bagstan belli N tanesinin si-
firdan farkli oldugu varsayilarak elde edilen sonlu sistemler, nii-
merik yollarla ¢bziildii. Béylece rezonans bilgesi genlikleri hakkin-

da bilgi veren genlik-frekans grafikleri gizildi.

Caligmanin ikinci kisminda, sifirinci basamaktan g¢Oziimiin
sagladigi integro-diferansiyel denklemdeki cos q.% zorlamasi yerine
Y8 geklinde, yerdefigtirme ile oramtili bir zorlama alindi, bu zor-
lama altinda problemin ¢@ziimii, elliptik fonksiyonlarla ifade edildi.




2- INTECRO-DIFERANSIYEL DENKLEM

n =0, n = cos s (2.1)
? y=0 y=1

sinir sartlari altinda hareket denklemini,
A 3 =3

nyy i R e 0 (2.2)

olarak alalim. Burada 53, lineer olmayan yenileme kuvveti, £ ise
telin 8zeliklerine bagli bir parametreyi gistermektedir. Rezonans

bSlgesinde gecerli bir denklem elde etmek igin ny1
n=nle (2.3)

bagintisi ile yeniden Glgekliyelim. Problemin bir ¢oziimii varsa, bu
giziim

n = ﬂ(;,S,E)

gseklinde olacaktir. n y1 € un artan kuvvetlerine gore

2
ns= no + E nl tE N, ¥ ... (2.4)

geklinde seriye agalim. q nun sabit alinmasi halinde problemin ¢&-
ziimii olmadigindan, q yu da, lineer problemin rezonans noktalarindan

biri olan 9= n/2 civarinda

q® = 21 +Eh + 1uu) qo(1 + 2) (2.5)

geklinde seriye agmak gerekir. Burada A, agisal frekansin q, dan kay-
masini ifade etmektedir. (2.3) ve(2.5),(2.2) de yerlerine konur dii-

zenlenirse,

ﬂyy i qﬁ (1 + el)nas - ena'- 0

elde edilir. Bu durumda sinir sartlari da




n =0, n = £ coS § (2.7)
| y=0 y=1

olur. s ve 8 = €5 gibi iki zaman dlgegi varsa,

9s -
! Ry =0, + Ngw= =N+ € Ng (2.8)
= + 2 E + 52 T (2.9)
Nss = Mss € Ngg 'ss p
dir. (2.9) ifadesi (2.6) da yerine yazilirsa
N =g (1 + €N =2 g el Hein . in
vy o S8 (8] s8
- qz 52(1 + EA)nss =3 - n3 =0 (2.10)

bulunur. $imdi (2.10) denklemine pertiirbasyon uygulayalim. Bunun

igin n nin (2.4) ile gbsterilen seri agilimini (2.10) da yerine

koyalim.
(n + EN % Ezﬂ +.00) - quﬂ + N +En + a0l -
oyy lyy 2yy o o ‘'oss lss 2ss
2 2 2 2
qqoﬁl(nosa+£nlsa+e n235+"') - 2q05(noss*enlss+E n255+"') 5

7.2 2 N . 2 o
=29, AN, Vo o ¥E My gtena) = GUET(N go¥EN ooe Nyggh-<-)
iy 2 PIoe 3
-qis l(noss+cnlss+c n255+...) - E(no+enl+e n2+...) = 0,(2.11)

olur. Bu ifade, £ un kuvvetlerine gbre diizenlenirse,

2 2
Noyy  EMyy*® Nagy*e 90 loss

.2 L T =
qosnlsa BoF MNogg o quAnbss

e e IS
~QAE Ty gg A AE My = 072G €N o720 €N g™2q,€°T)



2.2 2 2 4 2.2 2.3
2 AN o 2“05%”155 2q,€ My g=+++"45E Nyge™dE Mhgg
2 @ 3 2 4, 25 3 413
s Mygg™ = q0 AnoSS q,E nnlqb q,E anSS ce TENLTE M) S
7.3 2 3.2 3.2
= EN,meem3e NN 3TN N -3eTn Np=... = 0
(n ‘qui ) + (n -qzn 2q21 —qzm -n3)a + oo =0
oyy "o lyy lyy 1ss “ ‘o '0sS o

elde edilir. Uzdeglikten yararlanarak benzer kuvvetlerin katsayila-

ri E;itleﬁirsé, (2.6) diferansiyel denklemi, sifirinci basamaktan

lineer denklem, »
B, e (2.12)
oyy 0 oss
== U = "
noy y=0 » ﬂo yol 0 (2.13)
Bitinci.basamaktan lineer denklem,
2 2 2 3
nlyy onlss lqnnoss % 2qonoss * iy F1 (2.14)
n =0, n = cos s . (2+15)
ly y=0 1 y=1
giderek, ikinci basamak, ii¢lincii basamak, ...... , olmak iizere, sonsuz

denklemden olugan lineer denklem sistemine doniigiir.

Biz problemin kararli halini inceleyecegimizden,

L5 ' (2.16)

noS
alalim. Bu durumda

nosS e

olur. (2.17) den dolayr (2.14) denklemi










olur. Burada W ve nls periyodik fonksiyonlar olup, periyodlari 27

dir.
2r 1 2 1 2
I. == [ SfWn,dyds +q  f S Wn, dsdy
1 Dnyly %0 0 s 1s

Yine burada da W, ven periyodik fonksiyonlar olup, periyodlari

1
2w dir. Tekrar kismi integrasyon uygulanirsa

2m { 1] 2n 1 ) 1 2m
I, == [ |Wn ds + [ Wndyds—q IIH ndsdy+
: 6 ¥ 1o 00 Y 00
21[ 2111
+q_ f |wn jdy
Lbir % e

olur. lkinei ve iglincti terimler toplami, (2.25) ve (2.27) uyarinca

2n 1 2
é g Ny (H Sy - qﬂwss)dyds =0
dir. Dérdiincii terimde de, ws ve "1 in periyotlari 27 oldufundan
2n
“5“1 =0

dir, dordiincii terim de sifira egit olur. Bu durumda,

} 2
I Iwnl
1
y=1

elde edilir. (2.26) ve (2.15) den dolayi,

2n
I ==/ [h'(=+1) - h'(= = 1)]cos s ds
0 q q

1 (o] o
olur.
éi-- 13 s=2n » £ =4
0
ds = qohﬁ s=0 =+ £=0

doniiglimii sonunda da,




1 = g/ [hE-D - nEn]singfat




=111 =

L

2 2 5 Bl 3 2 3
Fy J\qﬂ{gss(g +y) 4 gss(a y)] + g + 388 + 3g8 + &

(2.31)
bulunur. Burada,
g =gl=-y (2.32)
qCI
dir. $imdi,
5 5
— + y = £ - —_— - =T 233
9, 9% ¥ ( )
karakteristik koordinat dniigiimii yapalim.
88 JRegemiatiy =138 guia-an (2.34)
9 9
ve
1 qu
- 2 Em-dyds = dndf » dyds = - —- dndg (2.35)
o
bulunur.
1

gekil - 1° o4 ,-.af!
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qﬂ qO
L, = = = [/ bF (£,n)dndf - — JJ hF, (n,£)dndE
2 2 Q 1 2 Q 1
q : -
I, = = _i‘i /I hF, (E,n)dndE
HUL,
4:1‘:I 4 _&
q, 4 ’4 '4 3 4 ;
I,=-5 /0@ Dggenl +2g| +gn]
0 |n=0 | 1i=0 n=0
) 4 4, Bt
+ 3g" [ gdn + 3g J §°dn + J Edn]dE
0 0 0
4 2 .
T = f ° dn (2.39)
0
ﬁiyelim. 14 4 &4
x§n| =0, [gdn=/gdn=0
0 Q0 0
bu durumda,
qo 4 G
I, = - > é’ h(E) [“gﬂi + 4g” + 3gT]df (2.40-a)

elde edilir. (2.30) ve (2.40-a) degerleri (2.29) da yerlerine ya-

z1lirsa
T B 4 S
=24 6’ h(£)cosq EdE =~ — é h(€) [4rge, + 45" + 38T]dE
gikar. h(£) keyfi bir fonksiyon oldugundan
gt B 3
= 29 E; cosq EdE = - —= é [4"'*Sgg + 4g~ + 3gT]dE

yazilabilir. (2.29) esitliginden







|il:l.\'|'
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=

ﬂn' :1 .-ﬁ_. cos nq_y nais ns
‘n n 0





































bulunur. Buna gore (4.4) ifadesi,

B
AE = [ dZ

5 (4.9)
0 (1-27)(1-k

222)

gekline doniiglir ki, bu bir eliptik integraldir. Bilindigi gibi,

de
(1-t2)(1-k2t2)

2
u(y,k) =u=7/ (4.10)
0

egitlipgi ile tanmimlanan, y fonksiyonuna Jacobi sn u eliptik fonksi-
yonu denir ve

¥y = Sn(ll;k)'

ile de gbsterilir. Siniis eliptik fonksiyonu adini alir. Burada, k

reeldir. Eger k sanal ise,

y = sn(u,ik) = k! sd (u /1 + e, k) (4.11)

dOniiglimii kullanilir. Yine burada,

k= LR K =/1- K2 (4.12)
J1 e 2

dir. (4.7) de, y yerine g, u yerine de Af geldigine gbre,

g = sn(AE,k) (4.13)

olmalidixr, Ancak 5 ve A nin gegitli degerleri igin gergel ¢oziimler
arandiginda, A nin $ekil-3 deki yalniz taranmig bélgelerde reel ol-
dugu ve reel gbziimlerin, yalniz taranmig bilgede bulunacag: goriiliir.
Yine bu tarali blgede k sanal olduundan, (4.11) dolayisiyla

gukiéd (A.f1+k§ v k)

bulunur. Bu fonksiyonun £ cinsinden periyodu, ¥ i} i 3 if\













- 3] =

5- SONUG

Tel iizerinde lineer olmayan dalga yayilmasi probleminin,
esas itibariyle Collins'e ait olan asimptotik bir ytntemle ele ali-
nig1, ilk defa bu caligmamizda diiglinlilmiigtiir. Sifirinc1 basamaktan
goziimiin, karakteristik koordinatlar cinsinden ideal zorlamali bir
Duffing denklemini saglamaSL'ilging bir sonugtur. Duffing denklemi-
nin Fourier serileri ile gziimleri genel olarak sonsuz sayida mod
bulundurduklari halde, bizim problemimizde bir de ek integral garti

bulunmasi sebebiyle, ¢ziimlerimizde, her frekansta, 8 = A, cos q,

gy = Ay cos q, g5 = Ag COS q sveee. gibi hakim modlar bulinmakta,
bir ¢dziimde hakim modun digindaki modlar integral kosulu sebebiyle
erimektedir. Sistemin cos q,% zorlamasina kargi, bu zorlamanin fre-
kansinda ve onun harmoniklerinde tepki vermesi, aslinda akustikte
kargilifi olan bir olaydir. Ute yandan Sekil-2 deki genlik-frekans
grafifine baktifimizda, lineer problemde kargilagilandan farkli iki

tzellik gbzliiyoruz:

(i) Lineer problemde zorlama frekansinin her degerine kar-
g111k sistemin tepkisi tek tiirlii oldugu halde, lineer olmayan analiz,
bir zorlama frekansina kargilik, birden fazla genlikte tepki vermek-
tedir. Ve bu durum, son yillarda yapilan laboratuar deneylerine uy-
gun diigmektedir.

(ii) Lineer problemde rezonans noktasinda, tabiatta gdriil-
meyen sonsuz genlikler ¢ikmaktadir. Lineer olmayan analizde ise li-
neer problemin rezonans frekanslarindan birine kar31i1k gelen A = 0
civarinda genliklerin sonlu kaldipi goriilmekte ve bdylece fizik olaya

daha iyi bir yaklagim saflanmig olmaktadir.
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