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OZET

Bu tezde; bulamik sayilar, bulamk kiimeler ve bulanik matematiksel programlama
konulari ele alinmstir.

Ikinci boliimde, bulanik sayilarla ilgili temel taumlar ve genel Ozellikler verilmistir.
Ayrica, bulanik sayilarda aritmetik iglemlerle ilgili Srnekler verilmistir.

Uclincti boliimde, bulanik kiimelerle ilgili temel kavram ve tammlamalar incelenmistir.
Bazi1 bulanik kiime ozellikleri ile ilgili 6rnekler verilmistir.

Son bslimde, bulamk matematiksel programlama konusu islenmistir. Genel olarak. si-
metrik lineer programlama teorisi iglenmigtir ve bu teoriyle ilgili temel teoremler ve

tamimlar verilmistir. Ayrica, lineer olmayan iiyelik fonksiyonlarm kullammm ve bulamk
parametrelerle matematiksel programlama islenmigtir.

Anahtar Kelimeler: Bulanik sayilar, bulanik kiimeler, bulanik matematiksel programlama.

iv



ABSTRACT

In this thesis, fuzzy numbers, fuzzy sets and fuzzy mathematical programming were
dealth with.

In the section two, basic definitions and general features concerning fuzzy numbers
were given. In addition, some examples in fuzzy numbers concerning arithmetic ope-
ration were given.

In the section three, basic concepts and definitions concerning fuzzy sets were
studied. Some examples concerning features of fuzzy sets were given.

In the last section, the subject of fuzzy mathematical programming was worked. In
general, theory of symmetric lineer programming was worked and basic theorems and
definitions concerning this theory were given. In addition, usage of nonlineer member-
ship functions and fuzzy mathematical programming with fuzzy parameters were
worked.

Keywords: Fuzzy numbers, fuzzy sets, fuzzy mathematical programming,



1. GIRIS

1965 * de Liutfi A. Zadeh tarafindan bulanik(fuzzy) kiime teorisinin ortaya atilmasindan
sonra; bulamk kiime teorisi, yoneylem arastirmasi, ySnetim bilimi, yapay zeka— uzman

sistemler, kontrol teorisi ve &zellikle teknolojide uygulanmaya baglamustir.

Matematiksel programlamada, bir ger¢ek problem matematiksel modellerle ifade edilir.
Eger bir model, simrlamalar1 olmayan bir gerg¢ek probleme yaklagirsa, model karmasik
bir model olur ve ¢&ziimii bulmak giiclesir ve ¢eligkili sonuglar ortaya ¢ikar. Bununla
birlikte, gercek problemler dogal dille ifade edilebilen kisitlama ve amaglar igerirler.
Ornegin, belirsizlik ifade edilirken, “yaklasik A lira kazanmak isteriz” veya “B civarm-
da veya daha az yatirnm yapmak isteriz” ifadeleri bir ¢esit belirsizlik igerir. Bulanik
matematiksel programlama, bu tiir belirsizlikleri bulanik kiimelerdeki terimlerle ifade

eder ve bizim kavrayisimiza yakin hale getirir.

Klasik matematiksel programlama problemlerinde, kisitlamalara bagli olan maximize ol-
mus bir ama¢ fonksiyonun ¢Sziimiinii buluruz. Gergek problemlerde, nesnelerdeki kisit-
lamalar ve objektif fonksiyonlari esnek olarak ele aliriz. Omegin, bir sirket yatirim
probleminde, yatirim plan agsamalari igin kullanilabilir para miktarin1 saptamak
belirsizdir, Bununla beraber memnuniyet igin standartlari izlemek, bir¢ok sirket igin
daha iyidir, yani belli bir seviyeye kadarki kar, maximum sirket karindan daha kabiil
edilebilirdir. Bir memnuniyet derecesi igin standartlar1 izleyen amag¢ kiimelerini ele alan

bir yaklasun, reel problemlere, maxzimize olmug ama¢ fonksiyondan daha yakindir.

Bulanik(fuzzy) lineer programlama, kilasik lineer programlamamin yetersiz kaldif:
durumlardan dolay: ortaya ¢ikmugtir. Bir lineer programlama modeli su sekilde ifade

edilir;
maximum z =CX

Ax < b (1.1)

Burada ¢, amag fonksiyonun kar Katsayilarmin vektdrii; b, mevcut toplam kaynaklarin
vektOrlidiir. x, karar degiskenlerin vekt6rii ve A, katsayilar matrisidir. Eger kisitlar, bel-
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li bir tdlerans arah@: ile ifade edilirse, 0 zaman yukaridaki model yetersiz kahr. Orne-
gin, bir igyerindeki iretim modelini tasarlarken, toplam c¢alisma saatleri hergiin igin
aymi olmayabilir. Cahisma saatleri i¢cin kesin bir kisit olmayabilir. Fazla mesaiden ve
ise hergiin aym sayida igginin gelmedigi diigliniilerek, giinlik ¢aligma saatleri; 6rnegin,
300 saat degilde, 300 < t < 350 arasinda deigebilir. Yada hergiin i¢in mal stokundan,
500 birim degilde, 500 < stok < 550 arasinda tiikketim olabilir. Bu ve benzeri
belirsizlik durumlarinda asagidaki bulamk lineer programlama modeli Onerilir:

maximum 2z =¢X

Ax< b+p (1.2)

v

X 0

p: tblerans aralif:

1.1 Bulamk Matematiksel Programlamanmn Uygulama Alanlan

BMP ° de modellerin ¢ofunlugu simetri olmasi nedeniyle amag¢ fonksiyonlarin sayisi
sorun olmaz. Klasik matematiksel programlamada, normalde tek amag¢ fonksiyon kabiil
edilebilir ¢Oziim uzayr dizisi olusturur. Eger ama¢ fonksiyon birden fazla ise, ¢ok
amagh karar verici modeller veya “vektbrel optimizasyon” modelleri uygulanir,
normalde fazlasiyla hesaplama g¢abasi gerektirir. Bu yiizden BMP, tamamiyla ¢ok kriter

analizinin genis kapsamina uygulanmaktadur.

BLP, duyumsal kisitlamalarla birlikte karigim problemlerine uygulanmaktadir( ¢ikolata,
sampanya, boya karigimlari). Boya uygulamalar1 (Zimmermann, 1986), Locistik (Ernst,
1982). FMP ’deki yontemsel ve gercek uygulamalar, fonksiyonel problemlerin ¢6zii-
miinde Onperilmistit. Bu tip uygulama; Medya Se¢im(Wiedey ve Zimmerman, 1978).
Diger uygulamalar: Bakim(Holtz ve Desonki, 1981), Uretim Plam (Hintz ve Zimmermann,
1989), Kesme Stok Problem(Nickels, 1990), Sayisal Programlama (Zimmermann ve
Pollatschek, 1984; Ignizio, 1983), Kesirli Programlama (Luhandjula, 1984), Lineer
Olmayan Programlama ( Sakawa, 1989).



2. BELIRSIZ VEYA BULANIK SAYILAR
2.1 Giris

Alt ve st smrlarin kullamilmasinda belirsizlifin azalmasmin bir yoni giiven arahgidir.
Belirsizligi pratik ve mantiksal durumlarda ele almak herhangi mevcut bilgilerle olur.
Bu bilgi nesnel(6lgtilebilir iki veri arasindaki durum) veya subjektif (tecriibeler veya

uzman Kkisilerin diigiincelerinden elde edilen bilgiler) olabilir.

Giiven aralign kavrami verine “tahmin seviyesi” kullamilabilir. Ornegin bir isin tama-
mmn kesin iki tarih arasinda yapildigmi farz edelim. Bu tarihler 15 mayis ve 31
mayis olsun. Bu bir giiven arahidir. Ayni igin tamammin 22 mayista olabildigini farz
edelim, bu olasi bir tarih. Birinci giiven aralif [15 mayis, 31 mayis] iken, ikinci
giiven arahf [22 mayis]. Biz iki giiven arah$ i¢in iki durum kararlastirirsak; [mayis
15, mayis 31] i¢in 0, [mayis 22, mavis 22] igin 1. Bu giiven araliklari gergekten

tahmin seviyeleridir ve [0,1] arahg: ile temsil edilir.

Vo,.a, €[0.1]:

( a, <0, = ([agﬂz),aglz)] - [agal), ag‘l)] ).

ESer o artarsa gliven aralifi artmaz. gekil 2.1 deki gibi. Giiven aralifi ve tahmin

seviyesi kavramlar1 birlegsmektedir.

Tahminin a seviyesi ile giliven arahgi arasindaki birlestirme, o seviyesinde tanimhi bula-
nik say1 kavrami veya bulamk sayir olacaktir. Bu birlesme dogal, ¢ogu zaman kesin,
insan diigiincesinin mekanizmasi iginde bir degerin subjektif yaklagimmin bir boyutuna

uygun gelir.

0°dan 1’e degisen giiven arah@indaki defisiklik iki tiir egriyle gOsterilebilir. Sekil
2.1 deki diizgin egri veya egimi daha farkli, yass1 bdlgeye doniigmiis sekil 2.2 deki
gibi.
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Sekil 2.1 Bulamk sayilarin tamm.
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Sekil 2.2 Bulamk sayilarin tanimi.

Bulanik kelimesi ilk kez Zadeh tarafindan bulanik kiimeler kitabinda tamitilmistir. Bu
kelimeyi, bulanik alt kiime veya bulamk kiimeden bir bulamik kiimeye matematiksel
kavrami genellemekle kullanmigtir. Bulanik kiimedeki bir iiyelik fonksiyon, referans
kiimesinin her elamam i¢in tamimlanir(Boolean cebirinde bu kavram karekteristik



fonksiyon olarak ifade edilir). Uyelik fonksiyon [0,1] ¢ R* de degerler alir, Boolean
cebirinde bu degerler, {0,1} kiimesidir.

Bu ©bdlimde bulank sayr kavrami, tahmin seviyesi ve giiven aralifmnm
birlestirilmesinde kullanilmaktadir. Bu bir bulanik sayiyr tantmamn klasik yontemi
degil ve bulamk kiime kavramu teorisi agisindan bu kavramu tamtacagiz. Ik olarak
bulanik kiime kavramn ve bulamk say1 kavrami arasmnda nasil bir fark oldugunu
aciklayalim. E bir referans kiimesi( drnegin R veya Z °de) olsun. A olagan bir alt

kiime, bunun referans
VxeE :p,(x) e {0,1},

kiimesi kendi karekteristik fonksiyonuyla tanimlanir. E deki elamanlarin A’ ya ait olma-
st yada olmamasm karekteristik fonksiyonun degeri gosterir( 1 veya O0).

E referans kiimesi ve A bulamik alt kiimesini tamimlayacak karekteristik fonksiyon

tiyelik fonksiyon olarak adlandirthir ve {0,1} kiimesi yerine [0,1] arahZmda degerler

alr.

VxeE: u,(x)efo],

E nin elamanlar1 [0,1] deki derece ile A ya ait olmaktadir. Bu genisleme olagan alt
kiimeden bulanik kiimeyedir.

Sekil 2.3 R’deki olagan alt kiimeyi, sekil 2.4 R’deki bulanik alt kiimeyi gOsterir.
Bulank alt kiime kavramindan gelen belirsiz veya bulanik sayr kavramlari igin iki
bzellik tamimlanir. Bu Ozellikler bulanik alt kiimenin normallik ve konvekslik

Ozellikleridir.

Taomim: A R de konveks bir alt kilme ancak ve ancak her olagan

A, ={x|pA(x)2 a }, ae[O,l],



kiimesi R de kapal bir araliksa konveks bir alt kiimedir (Sekil 2.5). Konvekslik 6zelligi
ile ilgili bagka bir tanim asagidaki gibidir:

Tanim:

vx?, x®e R:

Ve [0.1] igin, pA[Xx“) + (l-k)x(z’] > pA(x“’) A uA(x(z’)

Tanim:

A R’de bir bulanik alt kime A c R normal ise < VxeR:vyp,(x)=1 di.

TN (x)’in en biiyilkk degeri 1 dir. Bu deger her zaman maximum deger olmayabilir.

Sekil 2.5 *de normal olmayan bulanik alt kiime, sekil 2.6°de normal bulanik alt kiime
gOsterilmektedir. R deki bir bulantk sayr R’nin konveks ve normal alt kiimesidir
(sekil 2.7).

M, (%)

DR . |

- -
j
G —— e -
S
e ——— —— — —— ]

Sekil 2.3 R ’de olagan bir alt kiime.



Sekil 2.4 R’ de bir bulanik alt kiime.
Ha(x)
_______ 10_ o, e/ NSNSV . AN
0.54
/ I
0.0
X

Sekil 2.5 Bir konveks bulanmik alt kiime(normal olmayan).



v

Sekil 2.6 Bir bulanik alt kiime ( normal).

B, (%)

Sekil 2.7 Bir konveks ve normal bulamik kiime.
2.2 Bulamik Sayilarda Toplama

Ommegin; A ve B iki bulamk sayim ve A, ve B,; a,ac[0,1] tahmin seviyesi

icin A ve B’nin gliven araliklar1 olsun. Asagidaki esitligi yazabiliriz:



A,+ B

a a

= [a®,2® ] +) [6®, 69 ] = [a®@ +@, 2@ + b ]

2.1)

Eger A,B c R ise a seviyesinde giiven arahfi i¢in A, ve B, olaan kiimeleri su

sekilde tanimlanir:

A, = {x|palx) 2 o

B, = {x | HB(X)

v
Q

Bulamk sayilarin toplam: igin bagka bir yontem asagidaki gibidir:

A,Bc R, x,y,zeR igin

Ha(+)B (Z) = z=\x/+y (PA(X) A PB(Y))

(2.2) ve (2.3)°den;

Ua. A, = Ua.[af"), a® ]
a

a

UeB, = Ue.[b®, b |

a

yazabiliriz.

Eger xe [ag“), a‘z“)] ise  p,(x) =1

il
o

Eger x ¢ {af“’ , afz"’ﬁ ise  p,(x)

Eger x e {b§“’, bg“’] ise  uy(x) =1

(2.4)

(2.6)

2.7
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Eger x ¢ [bg"), b‘;"] ise  up(x) = 0.
dir.
(2.4) ’den yararlanarak, her o seviyesi ve x,y,z € R i¢in

Ma, (4B, @) = (1a, ®) +1p ) 2.8)

Z=X"~Y

yazilabilir. x ve y’ nin biitiin deferleri igin, p,_ (x)=1ve kg, (v) = 1 olursa, (2.8) ’in

sag tarafi 1 olur. Aksi takdirde O degerini verir. z = x +y igin,

ze[a%") + 5@, al® + b ]
yazabiliriz. (2.5) ve (2.6)° dan,

A,(+)B, = Ua.[ al® + b a4+ bg")] (2.9)

[+ 4

yazabiliriz. $ekil 2.8, iki bulanik saymin toplamuni gosterir.

Ornek 2.1
Sekil 2.9 °’da iki {iggen bulanik saymnin toplami gosterilmigtir. Asafida A ve B’nin

karekteristik fonksiyonlar1 tammlanmigtir. Bu iki saymin toplamini bulalim:

VxekR:
pA(x)=0, X<-5
X 5
=4+ =, -5<xx<-2 (2.10)
3 3
=:}¥+}~, -2<xxg1
3 3
=0 x21



11

up(x) = 0, X<-3
=i+§, -3<x<4
7 7
x 12
=-— +— 4 <x<12 2.11
s t g 2.11)
=0 X 212

Her o seviyesi igin giiven araliim hesaplamak , iiggen bigimiyle tamimlanacak o’ nin

fonksiyonuyla agagidaki gibi olur: (2.10)° dan,
a=al"/3+5/3 ve a=-a®/3+1/3 elde edilir.

o seviyesinde giliven arah,

A, = [a®, aP]=[3a-5, -3a+1] 2.12)

(2.11) * den
a=b™/7+3/7 ve o=-b/8+12/8 yazlusa,

buradan B'nin a seviyesinde giiven aralif::
B, = [b®, b® | =[7a-3, -8a+12] (2.13)

(2.12) ve (2.13) toplanirsa :

A,(+)B, = {a§“’+ b{®, a® + bg‘)]: [30-5,-30+1](#) [7a-3, -8a+12]
=[100 - 8, -11a +13] (2.14)

Buradan,



al + b= 100 - 8

ve ay? + b =-11a + 13

Ve,
Ha@)B (x) = 0,
_x .8
10 107
_.x_ 13
11 11’
=0,
elde edilir.
u
4
1.0 -
0.5+
0.0

(e e e e e e

elde edilir.

Sekil 2.8 Iki bulanik saymm toplamu.
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Sekil 2.9 iki iiggen bulanik saymnm toplamu.

Ornek 2.2
Asagidaki sayisal Ornekte N * deki iki bulanik saymin toplami ele almmustir.

0 i 2 3 4 5 6 7 8
A =
0 0.1 0.3 0.8 1 0.7 0.3 0 0
0 1 2 3 4 5 6 7 8
B =
0 0.3 0.6 1 0.7 0.2 0.1 0 0

C=A+B olmak lizere, pc(x) (0<x<13 ) degerleri (2.4)’ den faydalanarak

asagidaki gibi hesaplanir;



pe(1) =(0A03 )v(0A01)=0

ne(2) =(0A0.6 )v (0.1 A03)V (03 A0)=0.1

ue(3) = (0 A1) v (0.1 A0E)V (0.3 A03)V (0.8 A0)= 0.3

ne(4) =(0A07)v (0.1 A1)V (03 A06)V (08A03)V (1 A0)=03
ue(5) =(0A02)v (0.1 A07) v (03 A0T)V (0.8 A06)V (1 AO3)V

(0.7 A0) =06

ue(6) =(0A01)Vv (01 A02)V (03 A07)V (0.8 A1)V (1 A06)V

(07 A03)Vv (03 A0)=08

ne(7) =(0A0) v (03 A03) Vv (0.7 A0E)V (1 A1)V (0.8 A07)V
(03 A02)(01A01)V (0A0)=1

pe(8) = (01 A0V (03 A01)V (08A02)V (1A0LT)V (0.7A1)V

(0.3 A0.6) (0 A03) =07

ue(®@) = (03 A0)v (08 A01)V (1 A02)V (0.7A0.7) Vv
(03 A1) (0 A06) =07
uo(10) = (08A0)Vv (1 A01)V (07 A02)V (03A0.7)V

(0 A1) =03

ne1) =(1A0)v (0.7 A01) v (03 A02) Vv (0 A07)= 02

ne(12) = (07 A0) v (0.3 AO.1) Vv (0 AD2) =01

ue(13) = (03 A01) Vv (0 AO.1) =0

10

11

13

0.6

0.8

0.7

0.7

0.3

0.2

0.1

2.3 Bulanik Sawyilarda Cikarma

Toplama ile ilgili tanimlar, ¢ikarma i¢in genisletilebilir.

(2.15)
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Vae[0,1}:

AOB =[a®, 2] () [6®, 6] = [a -bP . 2 -b]
veya

Vx,y,z € R:

Maoe@ = V(M) A pg() (2.16)
Z=X-Y

Cikarma, B’ nin goriintiisiiniin A’ ya eklenmesidir. B * nin g@riintiisii:
Vael0,1]:

B, = [-o0”. b

(ikarmada ne birlesme, ne de degisme 6zelligi vardir. R * de ve Z’° de tamimhidir,

fakat R* ve N’de tanimli degildir.

Ornek 2.3
Sekil 2.10° de gosterilen iki {iggen bulanik saymin fark islemini ele alalim:

Vx eR;
HA(X):()’ x<7
X
= 7.1, 7<x<14 (2.17)
=_§_+E’ 14<XS19
5 5



(=

HB(X) =

[ =
oW

1]

1
wn|x

+
mls

(2.17) 'vi kullanarak ,

a=ai/7-1

a=a/5+19/5

yazabiliriz. Buradan ,

A, = [a§“>, a®|=[70+ 7, -50+19]

yazabiliriz. (2.18)* den
a=b%/2-3/2

a=-bM /5 +10/5

Ve

B, = [b®, b | = [20+3, -50+10]

yazabiliriz

a a

= [Te+7 -(-5a+10), -50+19 -(2a+3)] =[12a-3, -7a+16]

Eger.

16

Ay - By =17a+7,-5a+19] () [2a+3, -5a+10]

(2.18)

(2.19)

(2.20)



al® - b =12¢-3

al® - b =-7a+16

olarak tamimlanirsa ;

Ka.B (X) =0,
X 3
==+ =,
12 12
X 16
=-— 4 —_
7 7
=0
elde edilir.

17

Sekil 2.10 iki bulanik saymin farki.

5

10

15

] |
FrT TPy trprrrrpTTrrepnd

20

Ornek 2.4 Z’ de, iki bulanik saymmn farkiyla ilgili bir drnek ele alrsak:

-3

-2

-1

N

0.1

0.3

0.7

0.9

1.0

0.5
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(2.16) esitligini kullanarak asagidaki degerleri elde ederiz :

Haps(-7) =(0A0)=0

Hawe(-6) =(0A03)Vv(0.1A0)=0

Haos(-5) =(0A0.8)Vv(0.1A03 )V (03A0)=0.1

Hags(-4) =(0A1)V(0.1A0.8 )v(03A03)v(0.7A0) = 0.3

taos(-3) =(0A0.6)v (0.1A1 )V (03A08)Vv(0.7A03)Vv(09A0)=03

Haps(-2) =(0A01)Vv(0.1A0.6)Vv(03A1)V(0.7A0.8)Vv(0.9A03)Vv
(1n0) = 0.7

Baos(-1) =(0A0)V(0.1A0.1)Vv(03A0.6)V(0.7A1)Vv(0.9A08)V
(1A 03)v(05A0)=0.8

taos(0) = (0.1A0)V(03A0.1)V(0.7A06)V(09A1)V(1A08)V
(0.5A03)v(0A0) =09

Haos (1) = (03A0)V(0.7A0.1)v(09A0.6)Vv(1A1)V(05A08) =1

Raps(2) = (0.7A0)V(09A0.1)V([IA06)V(0.5A08) =06

Baos(3) =(09A0)V(1A01)Vv(0.5A06) = 0.5

Haop(4) = (1A0)v(05A01) =01

PA(-)B(S) = (05A0) =0
2.4 Bulanik Sayilarda Carpma

R**de A ve B gibi iki bulanik sayiy1 ele alrrsak, a tahmin seviyesi igin;

A 0B, = [a2,09 |06 59 [ =[af? 62, 2 0 |
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yazabiliriz. Carpma islemi igin difer bir tanim:
Vx,y,ze R":

Haopp = Z:i.v (PA(X) N HB(}'))

Orek 2.5
Bu Ornekte de iki {iggen bulanik saymin ¢arpimi ele alinacaktir.

Vx eR":
pa(x) =0, X <2
=X -2, 2<x<3
=-.§+%, 3<x<5
=0 X =5

Vx eR”
up(x) =0, x €3
:%-%, 3<x<5
==X+6, 5 x <6
=0 X226

a seviyesi i¢in (2.23)’ i kullanarak su esitlikler yazilabilir:

a=al® -2 v a=-a”+5/2 buradan,
A, la+r2, -20+5]
elde edilir,

(2.24)° i kullanarak asagidaki esitlikler elde edilir.

~
!\)
394
[}
~
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a=b/2-3/2, oa=-b+6 buradan,

B,=[20+3, -a+6] dir.

A (B, =[(a+2).(2a+3), (-20+5)(-a+6)]

= [20?+7a+6 , 207 - 17a+30]

Buradan,

202 +70+6-%x =0 (2.25)
Ve

20’ -17a+30-%x =0 (2.26)

denklemleri elde edilir. Bu iki denklemin [0, 1] arahginda, iki kokii vardir.

(2.25)den o = E+ ;+8x) ve (2.26)°dan a =17 z .29+8x elde edilir.
Sonug¢ olarak :
VxeR":
HamB (x) =0, X <6
_ (—7+\/1+8x), 6 < x <15
4
_17- J:9+8x , 15 < x <30

=0, x 230



Sekil 2.11 de gorildiigii gibi; A ve B sayilari, bulamik tliggen say1 oldugu halde, A(.)B

sonucu liggen bigiminde degildir.

7}
A
A 0B
1.0+ ——— e - —
_ PR
V. Y
7 ¥ 4 LN AB
- F 4 | \
0.5- 4 ) \
- ! !
| N\
- ! I N\
| | N
_ j b
[ N\
— h Y N
N N O N Y A O Y N N O Y S 0 D IR L
0 5 10 15 20 25 30 X

Sekil 2.11 Iki bulamk saymmn carpimi

Ornek 2.6
Bu Ornekte N ’deki iki bulanik saymin ¢arpim ele alinacak.

0.4

0.7

w

(5]

0.1

0.8

0.3

(2.27)

Carpma islemi yapilirken. (2.22)° ye gbre; dnce z’nin pu=1 igin degeri hesaplanir.
Bu deger, maximum degerin solundan sagma gecerken, z ’nin hangi degerde oldugunu

gosterir. Tablo (2.27) ve (2.28)°den p=1 degeri, (4,5) say: ikilisi i¢in saglamr. Yani,



9
[}

haos(@) = m(x.y=20) = u(4.5) = 1. ohur.

20’ ye kadarki degerler, p=1"in solunda ;20 den sonraki deerler u=1’in saginda

yer alir.

Ayrica, p(x.y) degerleri hesaplanirken ;
1. x.y <z oldugu zaman, (2.22) " ye gbre, z ' nin solundaki tiim say1 ¢iftleri isleme

katilir.
2. Eger x.y =2z ise, o zaman (2.22)’ye gore z’ nin safindaki tiim say1 ciftleri

hesaba katilir.

3x 3
n(9)=(04 A 01) = 0.1
3x 3
n@10)=(04 A 01) = 0.1
3x3
u@1) = (04 A 01) = 0.1
3x 3 3x 4 4x3

n12) = (04 A 01)v (04 A08 ) v (1A01) =04

3x3 3x4 -4X3
n(13)= (04 A 01)Vv (0408 )v (1 AO01)=o04

3x3 3x4 4x3

n(14)= {04 A 01)v {04A08 ) v (1 A01) =04

3x3 __3x4 . 4x3 . _3x5 5x3
u(15)=(04A01) Vv (04A08) v (1A01) v (04A1) v (0.7A0.1) =04

3x3 3x4 4x3 3x5 5%3
u(16) = {04A01) v (04A08 ) v (1A01) v (04A1) v (0.7A0.1)

4x4
v (1A 08)=08
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__3x3 . 3x4 . 4x3 h3§5 .
w(17) = (0.4n01) v (04108)v (1A01) v (04A1) v
__ox3 4x4
(0.7A01) v (1A08) =08
3x3 ) 3x4 4x3 _3x%5
u(18) =(04A01)Vv (04A08) v (1A01) Vv (04A1) V
. 5§34ﬁ _4x4 3x6
(0.7A01) v (1A08) v (04A03) =08
3x3 ) 3¥44ﬁ . 4x3 ) 3x5 .
u(19) = (04A01) Vv (04A08) v (1A01]) Vv (04A1) Vv
) 5§34ﬁ _4x4 3x6
(0.7A01) v (1A08) v (04A03) =08
n(20) =1
4x6 ) 5x5 . ) 5x6
w(21)=(1A03) v (0.7A1) v (07A03) = 0.7
4x6 5x3 5x6

w(22)=(1A03) v (0.7A1) v (07A03) =07
4x6 5x35 5x6

w(23) = (1A03) v (0.7A1) v (0.7A03) = 0.7
4x6 3X35 5x6

u(24) = (1A03) v (07A1) v (07A03) =07

5%5 5x6
p(25)=(07A1) v (0.7A03) =07

x6
u(26) = u(27) = n(28) = u(29) = (0.75/\ 03)=103

uw(z>30)=0

19

A(.)B =

0.8
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27

30

31

0.7

0.7

071070303

0.3

0.3

0.3

2.5 Bulanik Sayillarda Bolme

R" " da iki bulanik saymin bdliimii su sekilde tanimlanur :

AGB = [a®,a2] 0 [b, b] - [al_

veya

Vx,y,ze R":

(CIIRC
@ *p@
b” by

HA(:)B(Z) = z=\’{/y(PA(X) A 1))

}, b® > 0, Vae[0,1]

B6lme islemi, ¢arpmanin tersidir. Ayrica, B, nin- tersi;

11
B =[ ——}
b b®

b >0, Vae[0,1]

dir. Bélmede degisme, birlesme &zelligi yoktur.

Ornek 2.7

Bu Ornekte iki tiggen bulanik saymin bdlme islemi ele alinacaktir.

(2.29)



vVxeR*
HA(x):.O, x <18
_x. 18 18<x <22 (2.30)
4 4
=X 43, 22 < x < 33
11
=0 x = 33
HB(X)zoa X <5
=x-5, 5<x<6 (2.31)
=-§—+4, 6<x<8
2
=0 x=>8

(230)°dan a=2a"/4-18/4 ve oa=-a/11+3 yazlr Buradan,
A, =[4a +18, -110 + 33] elde edilir.
(231)°den o =b{® -5 ve a=-b/2+4 ve

B, =[a+5,-20+8] olur.

A, (:)B, =[4a+18, -11a+33] () [a+5, -20+8] = ( 4a+18 '11‘”'33)

-20+8° a+5
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VxekR:
9
!JA(:)B(X)zoa XSZ
=8x-18, ESXSH
2x + 4 4 3
-5x + 33 11 33
= . -—-SXS—-
x + 11 3 5
= 0, x.>_—3—§
5
1]

X
0 5 10 15 20 25 30
Sekil 2.12 iki bulanik saymin blimii.
2.6 L-R. Dubois ve Prade Bulamik Sayilar
Referans olarak su fonksiyon ele alnir:
VxeR:®el0,1]
@(X} = El(x) o <x <0
=1 x =0 (2.32)

= FR(X') 0<x <



27

@ (x')

v
x-

v

0 U, €[0,:], my V, €[0, ]

Sekil 2.14 ®(x)’in F; genislemesi ve F; daralmas:.
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®(x), bir normal konveks fonksiyon ve bir bulamk sayidir. F; (x') monoton artan,

Fr(x') monoton azalandir. F; (x') ve Fr(x)’in simetrik olmas: gerekmez. Sekil 2.13
‘de  ®(x) fonksiyonu g&sterilmektedir.
VxeR ve u, >0, v, >0:

p(x) =F (X’mA)/uA
=1

-oo<x<mA
X=my,

= Fp(x-my)/v, my<x <o

m, <0 i¢in sola Steleme ve m, > 0 i¢in safa &teleme olur. Eger u, < 1

ve v, < 1 ise bliziilme; u, >1 ve v, >1 ise genisleme olur. $ekil 2.14 *de

d(x)’"in F; genislemesi ve F; biiziilmesi gdsterilmektedir.
Semisimetrik(Yarn-simetrik) L-R Bulamik Sayilar

Yarisimetrik bulamik sayilar, asagidaki sekilde tanimlanir:

Vx e R:

FL(x') = F (— x')

(2.33)
F(0) = Fr(0) =1

daha genel olarak:

VxekR;

PA(X) =F ((X"mA )/“A)
=1

FL{(-x+my )/v,)

seklinde ifade edilir. Sekil 2.15 de bir yari-simetrik bulanik say: g&sterilmektedir
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v

Sekil 2.15 Bir yansimetrik L —R bulanik say:.

2.7 Uggen Bulamk Sayilar

Ucggen bulanik sayilar, yarisimetrik bulamk sayilarm &zel bir durumudur. Sekil 2.16 *da

g6sterilmektedir.

a, 0 a, ay

Sekil 2.16 Bir iiggen bulanik say1 A= (a;, a,, a3).
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Bulanik iiggen sayilar genel olarak agagidaki gibi ifade edilir:

Vx, a; a,,a; €R:

pa(x) =0 X < a,
:(x-al)/(az-al) a, £x<a,
=(a;-x )/ (a;-a,) 8, < X < a,
=0
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3. BULANIK KUMELER

3.1 Giris

Birgok dogal dil belirsizlik ve gesitlilik anlamlari icermektedir. Nesnelere ait sifatlar
yeterince kesin degildir ve anlam genisligi bakimindan belirsizdirler. Ornegin “uzun in-
san” dedi§imizde, kimin uzun yada kisa olduguna kesinlikle karar veremeyiz. “yash
insan” nitelemesindeki belirsizlik, yasl sifatindan gelmektedir. Uzun ve yash nitelemesi,
uzunluk ve yashlik miktarindan anlagilmaktadir. Eger soyut kelimeleri(belirsiz, bulamk,
stipheli, kuskulu) kullanmazsak, sifatlar genelde miktar igeririler. Miihendislikte 6zellikle
cesitli nesnelerin durumlar1 tamimlanirken, miktar belirtilir.

X[cm], 40 cm—200 cm arasidaki boy miktarimi gésteren bir dizi olsun. X[cm] dizisinin
her elemam derecelendirilirse: 0 < u <1 olmak {izere, dizinin her bir elemani, derece
u’ye kargiik gelir. Sekil 3.1 de yatay eksendeki deferler boy miktarlarini, diisey ek-
sendeki degerler ise, pu(0 < pu < 1) degerlerini gOsterir. Bu sekil, boy miktarindaki
belirsizligin grafigidir. Sekil 3.2 *de ise yashlikla ilgili belirsizligin grafigi ifade
edilmektedir. Bu grafikte, yatay eksen yas miktarini; diisey eksende herhangibir kisiye

ait yaghlilik derecesini g&sterir.

0.5+

L 1 cm

0 160 180 200

Sekil 3.1 Boy grafigi



0.5+

(93]
(88

! !

40 60 80

Sekil 3.2. Yaghlik grafigi.

Bulanik kiime teorisinde temel ifadeler;

X

E

%)

{0,1}

[0.1]

Xg

a A b = min(a,b)
a v b = max(a,b)

3.2 Bulamik Kiimeler

evrensel kiime

X’in alt kiimesi

bos kiime

0 ve 1 kiimesi

0 ve 1 araligindaki reel sayilar

E kiimesinin karekteristik fonksiyonu
a ve b’nin minumum degeri

a ve b’ nin maximum degeri

Sekil 3.3 * de, X kiimesinin bularik alt kiimesi temsili olarak

kiime teorisi, X * in

alt kiimesindeki xeX’ in derecesini

yag

gosterilmigtir. Bulanik
tamimlar. p  iyelik

fonksiyonudur ve [0,1] araliinda degerler alr. p,(x), xeX in A kiimesi tarafindan

kapsanma derecesini gdsterir,
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Sekil 3.3 Bulanik altkiime A

Bulamik Kiime

X -—)[0,1] tammli p fonksiyonu A’nin iyelik fonksiyonudur ve A, X ‘in bir

bulanik alt kiimesidir.

Bir bulanik kiime genellikle X’ in alt kiimesinde tamimlidir. Tammdan da anlagilacag:
gibi, bulanik kiimesi [0,1] arahif: ile eslesmektedir. p fonksiyonu A’ daki belirsizligi

niceler. Sekil 3.1° deki bulamik kiimenin {iyelik fonksiyonu, 140 cm — 200 cm arasindaki
uzunluklardan olusan boy kiimesini temsil eder. Aym sekilde sekil 3.2 ° deki bulamk
kiimenin tiyelik fouksiyonu, 20-80 arasi1 yashilik grubunu temsil eder.

Bulanik kiimenin iiyelik fonksiyonlari, sadece uzunluga gére diisiiniilmezse; kisalik ve
ortalama terimleri ile ifade edilirse, Sekil 3.4 *deki gibi ifade edilir. Bu sekilde yatay
eksen X kiimesidir. X, bulank kiimenin destek kiimesi olarak adlandirilir. Yatay
eksen, tiyelik fonksiyonudur. Ortalama boya gore ¢izilmis ortadaki efriye gére diigiinen
bir kimse, 150 cm — 170 cm arasinda defisen boylar igin ¢esitli subjektif sonuglara
varabilir. Bulanik kiime standart kiimeye kargilik, subjektif gériiniir,

Bulanik kiime normal kiime semboliiniin altina “~” isareti konularak belirtilir. Bulanik
kiime, standart kiimenin bir geniglemesidir. Bulaniklik teorisinde, standart kiime bulanik
kiimenin ender seceneklerinden biridirr Bu nedenle A bulanik kiimesi, bazen A

kiimesinin yerini almaktadir. Bulanik kiimeyle standart kiimeyi ayirmak igin; standart
kiime crisp (kesin) veya bulanik-olmayan kiime olarak belirtilir.
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"e1sa” " ortal L " nzun”
14
0.5
T 1
0 160 180 200

Sekil 3.4 Kisalik, ortalama ve uzunluga gore boy grafigi.

E standart kiimesi, X ’in bir alt kiimesi olmak iizere,

1; xeE

XE(X)= {

0; x¢ E
seklinde tanimh Xg(x)’ e, E’ nin karekteristik yada iiyelik fonksiyonu denir.

Eger xeE = derece Xg(x)= 1,

Eger x¢E = derece X (x) = 0 olur.

3.3 Bulanmik Kiimede Temel islemler

Birlesme
Bulanik kiimede iiyelik fonksiyon tanimhi oldugundan, A ve B kiimelerinin birlegimi

AUB dir. Ve birlesimin fiyelik fonksiyonu:

Héul}(x)z Hé(x)vlu?(x)' (3.1)
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seklindedir.
Ornek 3.1
X = { Ahmet, Zeynep, Fatma, Ali, Can } kiimesi verilmis olsun. A, “tembel dgrencilerin”

Alt kiimesi ve B, “uzun O&grencilerin” alt kiimesi olsun.

A= 0.6/Ahmet + 0.4/Zeynep + 0.5/ Fatma + 0.7/Ali + 0.2/ Can

B= 0.3/Ahmet +0.7/Zeynep + 0.4/ Fatma + 0.8/Ali + 0.5/ Can

A ve B’nin birlegimi:
AUB =0.6/Ahmet +0.7/Zeynep + 0.5/ Fatma + 0.8/Ali + 0.5/ Can kiimesidir. Bu kiime

“tembel” veya “uzun” Ggrencilerin fuzzy(bulanik) alt kiimesidir.

Kesisim
A ve B bulamk kiimelerin kesisimi; AnB dir. AnB’nin iiyelik fonksiyonu agagidaki
gibidir:

U{\d?(x) = Pé(x)/\ lll?(x) (3.2)

Omnek 3.1°¢ gore, “tembel” ve “uzun” Bgrencilerin bulanik alt kiimesi:
ANB =0.3/Ahmet + 0.4/Zeynep + 0.4/ Fatma + 0.7/Ali + 0.2/ Can  kiimesidir.

Timleme

A bulanik kiimesinin tiimleyeni, A drr. A ’nm {iyelik fonksiyonu:

pg(x) =1- N{.(X) (3.3)

dir.
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Denklik Bagintis:

vxeX ; A=B o pé(x) = p,_,(x) (3.4)
Kapsama Bagmtisi

VxeX ; AcB o pé(x) < pl?(x) (3.5)

Cift Tersinir Kurah

el

= A (3.6)
De Morgan Kurah
AUB=ANB (3.7)

ANB=AUB (3.8)

Standart(klasik) kiimelerden farkli olarak agagidaki iki Ozellik, bulanik kiimeler igin
gegerlidir:

AUA X (3.9

AUA 2O (3.10)
herbir x degeri igin, X ve & ‘nin iyelik fonksiyonlariin degeri asafidaki gibidir:

py(x) =1 ‘ (3.11)

polx) = 0 (3.12)
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Cebirsel Toplam

AEB © pagp(x) = pal) + npx) - pax). palx) (3.13)

Cebirsel Carpim

A.B & pup(x) = palx). ua) (3.14)

Smirsal Toplam

A®B © prop(x) = (kalx) + npx)) Al (3.15)

Smirsal fark

ABB < paop(x) = (nalx) - p(x)) v 0 (3.16)

3.4 A Tiimleyeni

- 1 - pulx)
Ak SO .7\
< HKK(X) 1 + )».uA(x)

; -l< A < (3.17)

De Morgan Kurali, cebirsel toplam, cebirsel fark, tiimleyene uygulanirsa:

A+B =A.B (3.18)

A.B = A+ B (3.19)

esitlikleri elde edilir. A tlimleyeni, De Morgan Kural ile ifade edilirse:

(A5B)

AuB
(Ar\B)\

= A~ B* (3.20)
= a*u B? (3.21)



38

ve ¢ift tersinir kurali A tiimleyenine uygulanirsa,

(&) = a (3.22)

elde edilir.
». timleme derecesini veren bir parametredir. Eger A =0 olursa, A* adi tiimleyen
olur. Ve A = -1 e yaklasirsa: A%, evrensel kiime X ' e yaklasim. A > o yaklagirsa;

A*, bos kiimeye vaklagr.

Uyelik fonksiyon bulamk kiimeyi ifade etmekte kullamulr, fakat destek kiimesi sonlu
bir kiime ise,

0 zaman X’ in A bulanik alt kiimesi su sekilde ifade edilir:

n

A = ZPA(Xi)/Xi 2 (% )/ %+ pa(xy )/ Xy +eeereiiee, +u,(x, )/ x, (3.23)
i=1

Xps Xg seenennemennens X, destek kiimesinin elemanlar1 ve pA(xi)'ler (i=1,...,n) derecele-

ridir. + sembolii, veya anlamindadir. Ornek olarak,

a/x, +b/x; = avb/x

esitligi verilebilir.

Ornek 3.2

Bulanmik kiime olarak adlandirabilecegimiz 1’ den 10’ a kadar tamsayilarin deger kiimesi
igindeki biiyllk sayllar A kiimesi olsun. B kiimesi ise bu tamsayi defer kiimesinde
ortadaki sayilar olsun. AUB’ yi bulalim.

It

A=102/5+04/6+0.7/7+09/8+1/9+ 1/10
B=04/3+08/4+1/5+08/6+0.4/7



AuB=(02/5+04/6+07/7+09/8+1/9+ 1/10)
+(04/3+08/4+1/5+08/6+04/7)

04/3 +0.8/4 +02V1/5 +04Vv 0.8/6 +0.7V 0.4/7+0.9/8+1/9+1/10
04/3+08/4+1/5+08/6+07/7+09/8+1/9+1/10

il

Eger destek kiimesi sonsuz olursa, bulamk alt kiime A asagidaki gibi yazilir:
A= [uax)/x (3.24)
X

Bu yOnteme gore; birlesim, kesisim ve tlimleme ifadelerini yazabiliriz.

AUB = J(pA(x) VvV pp(x) )/x (3.25)
X

AANB = j(pA(x) A pp(x))/x (3.26)
X

A= [(1- pa )x (3.27)
X

Normal Bulamik Kiime
Bulanik kiimede iiyelik fonksiyonun derecesi 1 ise normaldir denir.

A “normal” ise <> mgxqu(x) =1 (3.28)
X

Bulanmik Kiimelerinin Dogrudan Carpimm

AcX ve BcY oldugu zaman AxB, XxY'nin alt kiimesi olur. Asagidaki Ozel-
lik, A ve B’nin dogrudan c¢arpimi olarak kabiil edilir.
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AxB & pag(x,y) = palx) App(y) (3.29)

3.5 Konveks Bulamik Kiimeler

Konvekslik 6zelligi, reel N boyutlu Euclidean uzayindaki bir evrensel X kiimesinin

bulanik kiimelerine genellestirilebilir.
Tamm: A bulanik kiimesi konveks <> A kiimesinin o keseni konvekstir.

A bulanmk kiimesinin konveks olmas: igin gerek ve yeter kosul

Vx,eX,Vx,eX, Vie[o,1], (3.30)

palAx, +(1-2)x,] 2 min [pa(x,). pa(x,y)]

olmasidir. Sekil 3.4’ deki bulamk kiimeler konvekstir.

3.6 Destek Kiimesi

Bulanmik bir A kiimesinin destegi, X " in kesin alt kiimesidir,

SuppA = {xlpA(x) > 0, xeX} (3.31)
seklinde ifade edilir.

3.7 a Kesenleri

Bulanik alt kiimeye ait bir x € X ’ iniiyelik degerinin bir a e [0,1] derecesinden biiyitk

olmasim isteyebiliriz. a —keseni A,, A’nmn olagan bir alt kiimesidir. Ve

A, ={xeX, u,(x)20a} (3.32)

seklinde tammlanir. Kuvvetli(giiclii) a —keseni A; , asafidaki gibi tammlanir:
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A; = {xeX, py(x) > a } (3.33)

Bir bulamk A kiimesinin iyelik fonksiyonu, a-kesenlerinin iiyelik fonksiyonu olarak

ifade edilirse;

1 XEA,
Ua, (x )2
0 X¢ZA,
olmak {izere,
pa(x) = sup min [, p, (%)) (3.34)
ae[0,1]

esitligi yazilir.

3.8 Uzanmum Prensibi

f, X’ten Y’ ye bir gbnderim ve A X’in bir bulanik alt kiimesi,

A=y /X + By /Xy Fenimeienni, +u,/%x,, A’nin f altindaki goriintiisii,

YR & (THY S SR TR SN IERNTIU L {3 F +p, /fx,) dir

f n-li fonksiyonu, X;x X, x......... x X kartezyen carpimindan Y evrenine bir génderim,
yani, y=f(x1,x2, .................... ,xn) ve Aj,A, . ,A, Kkiimeleri,

- O SN X, deki n tane bulamk kime, {jn (x,)f", ler dyelik fonksiyonu

oldugu zaman, uzamim prensibi, n tane bulanik kiimeden {Ai}n Y ’de bir F bulanik

i=1 »

kiimesinin tlimevarimina neden olur. Ve su sekilde ifade edilir:
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l“lF(y) = Sup min [“A, (xl)a °°°°°°° “a”An (xn)]a

(3.35)
Eger f7()= 0 = ug(y)=0

Omek 3.3
%, Y ’'deki X, x X, in degerleri ile tamimlh ikili islem olsun. Ve A; ve A,,

X; ve X, ’ nin bulamk alt kiimeleri:
A] =MAH/X11 T oririiinnen, + }lAm/Xln ve Az =HA21/X21 T oirerireninanes + }lAh/XZn

* iglemi asafidaki tamimla, X; ve X, nin bulamk alt kiimelerine genisletilmis

olabilir;

X=X, =1+ 2+ ... +7 ve

A,=2’nin ve A, = 4’'in yaklagik degerler kiimesi olsun.
A,=06/1+1/2+08/3 ,A,=08/3+1/4+0.7/5
A; ve A, nin aritmetik ¢arpimi:

A * A, =(0.6/1+1/2+07/3) x (08/3+1/4+0.7/5)

06/3+06/4+06/5+08/6+1/8+07/10+ 0.7/9
0.7/12 + 0.7/ 15.
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Ornek 3.4
X =1{1,23,4,56,7} ve A=08/3+1/5+06/6,B=07/3+1/4+05/6

olsun. Asagidaki bulanik kiime iglemlerini yapahm:

AUB = 08/3 +1/4 +1/5 + 0.6/6,
AnB=07/3+05/6;
A=11+1/2+02/3+1/4+04/6+1/7,
AB = 0.56/3 + 0.3/6,
A% = 0.64/3 +1/5 + 0.36 /6

05A=04/3+05/5+03/6;
A®B=1/3+1/4+1/5+1/6,
A@GB =0.1/3+1/5+0.1/6

Ornek 3.5

Bu Omekte iyelik fonksiyonlar1 verilen A ve B’ nin cebirsel ¢arpimini bulalim.

Ha(x)=0.5/02+1/04+ 0.8 /06

up(x)=1/02+09/04 + 0.4/0.6

IAO5 . 1Al 1A08 _ 09A05 . 09A1 _ 09A08
na(x)}ppk) = + - + + +

02x0.2  02x04  02x0.6  04x02 = 04x04  04x0.6
04705 = 04A1  04A08
0.6x0.2  0.6x04  0.6x0.6

= 0.05/0.04 + 1/0.08 + 0.8/0.12 + 0.9/0.16 + 0.8/0.24 + 0.4/0.36



4. BULANIK MATEMATIKSEL PROGRAMLAMA
4.1 Giris

* Matematiksel programlama™ terimi burada, ydneylem arastirmasinda oldugu gibi, yani ;

maximum f(x)

g;(x) = 0; i= 1w ,m 4.1
tipindeki modellerin ¢oziimiinde algoritmik bir yaklasim olarak yorumlanacaktir.

f{x), amag fonksiyonunun matematiksel karekterine ve g, (x) kisttlarma bagh olarak
matematiksel programlama algoritmalarinin bir ¢ok gesidi vardir. Omegin; lineer prog-
ramlama, quadratik programlama, kesirli programlama, konveks programlama gibi.
Biz,

c.xeR",be R®, AeR™

maximum f(x) = z= ¢TX
4.2)
kisitlar :  Ax <b

x 20

seklinde ifade edilen, en basit ve sk kullanilan tip olan lineer programlamay: kulla-

nacagiz.

Bu modelde, A mn katsayilarmin ve b ve c’lerin reel sayilar oldugu, ayrica "<
klasik anlamda kullanildifn ve “maximum” ifadesinin de kesin gart oldugu
varsayilacaktir. Buda, herhangi bir tek kistm aykinlhimm, ¢6ziimii uygun kilmadig:

ve biitlin kisitlarin esit Gneme sahip oldugunu ifade eder.

LP kararinin bulanik ortamda olustufunu farzedersek, (4.2)’ nin miimkiin diizenleme-
lerinin sayisi tamamiyla mevcuttur. Ilki, karar verici amag fonksiyon maximum veya
minumum olmasma ihtiya¢ duymayabilir. Karar verici, kesin olarak tanimlanamayan
bazi istek seviyelerine erigsmek isteyebilir. Yani, karar verici, su andaki fiyat
durumunu da  diizenleyebilir. Ikinci olarak kisitlar belirsiz olabilir; < isareti
tamamamiyla  matematiksel anlamda olmayabilir, efer kisitlar istek seviyelerini
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gbsteriyorsa daha kiiciik aykirthiklar tamamen kabiil edilebilir. Ornegin, kisitlar kesin
bir kisttla yaklasilamayan duyusal ihtiyaglar1 ifade edebilir(tat, koku, renk, v.s).
Elbette, b veya ¢ vektdrlerinin veva A matrisinin katsayilarn bulanik  karektere
sahiptir.

Sonugta, kisitlarin rolii, herhangi bir miktar ile herhangi bir tek kisitm aykirihigmimn,
¢Oziimiinii imkansiz kilan klasik lineer programlama probleminkinden farkli olabilir.
Karar verici farkli smirlamalarm kiigiik aykmiliklarmi kabiil edebilir. Bulanik lineer

programlama biitlin belirsizliklerin sadece bir yoniinii temsil eder.

Bulanik ¢ergevede lineer programlamamn yeni bir modelini gelistirmeden &nce, klasik
lineer programlamaya karsit olarak bulanik lineer programlama modeli igin tek bir
model tammh olamaz, ancak, varsayimlara veya ger¢ek durumun modellenmesine bagh

olan bir¢ok varyasyon miimkiindiir.

Temel olarak, modelin iki “ailesi” tartigilabilir. Birincisi, Belman ve Zadeh’in
“bulanik ortamda karar” (1970) tamimnin uygulanabildigi, 6zel bir karar verme ortamm
icin  “bulamik matematiksel programlamayi” yorumlar. Digeri ise, belli varsayimlar
altinda bulanik olarak model (4.2)" nin bilesenlerini géz Oniine alir. Ornegin, A, b veya
c ’de kesin katsayilarin yerini bulaik saylarin aldigi ve daha sonra sonuglanan
matematiksel  problemi  ¢bzen  bulamk  kiimelerin  tiplerini  gbzOniine  alr.
Uygulamalardaki deneyimlerden karar verici, amaglar i¢in arzu edilen seviyelerin
tahmin edilmesi veya bulamk kisitlarm belirlenmesinin A, b veya c¢ ler i¢in bulanik
sayilarin belirlenmesinden ¢ok daha kolay buldufunu goriir. Bu nedenle &nce ilk
yaklasmm ve daha sonra diger yaklasimlari ayrintili bir sekilde verecegiz.

4.2 Bulamk Matematiksel Programlama
4.2.1 Simetrik Lineer Programlama
Yukarida belirtildigi gibi, Bulamk LP, bir bulamk ortamda bir kararm 06zel bir

durumu olarak gbzOniine ahmir. Bu durumda esasi Belman ve Zadeh (1970) tarafindan
Onerilen tammdir,
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Tanm 4.1

X alternatiflerin bir uzaymnda, C bir bulamk kisit ve G bir bulanik amag’in verildigi

~

varsayilsmn, O zaman, G ve c R G ve C’ nin arakesitiyle sonuglanan bir bulanik
N

C dir.

~ o~

kiime olan D karanm verir. D=G

Ayrnica , Ky =min {“63”6} dir
Daha genel olarak, é,, ........... ,(~3n n tane amag¢ ve 6,, ........ .,(~3m m tane kisita sahip
oldugunu farzedelim. O halde, C~}1_. .......... ,én n tane amag¢ ve verilen El, ........ .,Em kisit-

larin kesigimi karari olusturur. Yani,

13=(~31r\(§zm ........... énmalmﬁzm ............ C o dir
Ve
) =i}lél,].léz, ........ .,}lén,pél,l.l.az, .......... ,]J.am }= miniuéi,uéjjz min{ i}

dir. Bu tanim asagidakileri ifade eder :

1. Modelde amaglar ve kisitlarin “ve” baglantisi, “mantiksal ve” ye karsilik gelir.
2. Mantiksal “ve”, kiimelerin teorik kesigimine kargilik gelir.

3. Bulanik kiimelerin arakesiti olasilik anlamda min-operatdr ile tammlanir,

Bu asamada, bu varsayimlar1 kabiil edecegiz. Bu modelin en Onemli bir Ozelligi
simetrik olmasidir, gercekten bu durum amaglar ve kisitlar arasinda tartigilamaz. Bu
Ozellik diger yazarlarca yeterli gbriinmez(Asai, 1975). Bununla beraber, biz bunun karar

vericinin real davramigmmi oldukca iyi modelledigini gormekteyiz.

Eger karar vericinin model (4.2) yi miimkiin oldugunca iyi bagarmak istedigi amag
fonksiyonu z ’nin, arzu edilen bir seviyesini kurmak ve bu modelin kisitlarmin biraz

ihlal edilebilecegini varsayarsak, o zaman model (4.2) su sekilde yazilir:
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¢'X 2z

%

b 4.3)

x 20

< isareti, <’ nin bulanik versiyonu ve kii¢lik ve esit anlamindadir. > isareti, >’nin

bulanik versiyonu ve biiylik veya esit anlamindadir. (4.2) deki amag¢ fonksiyon mini-

mizasyon amag olarak ve z ist smur olarak diigliniilmeli.
(4.3) amag fonksiyon ve kisitlamalara g6re tamamen simetriktir. Ve

(‘A ):B ve (‘zb)= d olursa (4.3) su sekilde ifade edilir:

x 20 (4.4)

(4.4) deki (m+1) satrin her biri bulamk kiime tarafindan ifade edilmekte ve iiyelik
fonksiyonlar ,(x) lerdir.

(4.4) deki bulanik kiime kararimn {iyelik fonksiyonu
np(X) = min {u, (X)} (4.5)

dir. p;(x), B;x < d, bulank esitsizligini saglayan x’ in derecesi olarak yorumlanacakuir.

Karar vericinin bir bulanik kiime ile degil, miimkiin nonlineer programlama problemi

olan

max min {1, (x} = max pg(x) (4.6)

nin ¢dzlimil olan (4.5) ile “maximum ¢6ziimii” olarak Onerebildigimiz kesin “optimal”

¢Oziim ile ilgilendifi varsayilsin.
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Simdi p,(x) iyelik fonksiyonunu belirlemeliyiz. p,(x), kisitlar giicli olarak ihlal
edilmigse 0, eger ¢ok iyi bir gekilde saglannmgsa 1 dir. Ve ui(x), 0 ile 1 arasinda

monoton olarak artar. Yani,

1 Bx < q
w(x)=4e [0,1] eger d < Bx<d+p i=1,.....m+1 4.7)
0 Bx > d+p

En basit tip olan {iyelik fonksiyonunu kullanarak, p, ‘“tSlerans arahg” {izerinde line-

er olarak arttifini varsayalim.

1
B;x < q;
( )_ 1 Bi)(_‘dl
Hilx)=41- N eger d;i<Bx <d;+p; i=lenn. ,m (4.8)
0 B;x>d; + p;

P, ler amag fonksiyon ve kisitlamalarin kabiil edilmis ihlallerinin sabitleri olarak iste-

ge bagh olarak secilirler. (4.8), (4.6)’ da yerine konursa ve Zimmerman{1976] tarafin-

dan yapilan diizenlemeler ve eklemeler sonucu agafidaki gibi ifade edilir,

max min (1 ) E&:ﬁ] (4.9)
b;
A, (4.5) denklemine uygun gelen bir defisken olmak iizere;
maximum A
Ap; +B;x < d; + p; i=lioen. ,m+1
x20 (4.10)

(A, x,) vektdri (4.10)’un optimal ¢bziimii ise, model (4.2)’ nin (4.8)’deki farze-

dilen iiyelik fonksiyonunun maximum ¢6zimi (4.6) daki x, dur.
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Buradaki maximum ¢6ziim, model (4.4) den, birden fazla degisken ve kisitlamalarla

normal LP deki ¢oziimlerle bulunur. Bu yaklagim ydntemi etkin bir ySntemdir.

(4.9) ve (4.10) modelleri diizenlenirse; tiyelik fonksiyonlar su sekilde tammlamir. t,

degiskenleri. kisitlamalarm ihlal edilen derecelerinin Slgiimleri olmak iizere,

0<t <p,

1 1 °

i=1,...... .m+1  dir. Ve iiyelik fonksiyon,

pi(x)=1-1t (4.11)

i

seklinde ifade edilir. model;

maximum A
"A’pi+ti Sp1 i=l, ............. ,m+1
BXi—ti Sdl
(4.12)
L =p;
X120

seklinde olur.

Bu model, t; <p, kisttlamalarmin kiimesi gercekten fazlalik olmakla birlikte, (4.10)

1

modelinin daha genis bir ifadesidir. Bu modelin baz1 avantajlar1 vardir.

Onemli avantaji, bulamk olmayan problemlerin formiilasyonuna benzetilmesi; gergekten
karar verici, matematiksel nedenlerden dolay:1 tam bir formiilasyona zorlanmamaktadir,

hatta bulanik terimleri ile ifade edilen bir problem dahi olsa. Uyelik fonksiyonlar

[d,.4, + p] aralifinda monoton artan veya azalandr.

Dikkate ahnan kisttlamalarm es Onemli klasik tahminleri gevsetilirse; iiyelik

fonksiyonlarin egimine, kisitlamalarin Onem veya afwligi karar verir. Egimler p,’ ler-
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den saptanir. P, kiiciildiikge kisitlamalarin 6nemi bilyiir. P, =0 ise kisitlama kesin olur,

ihlal sdzkonusu olmaz.

Ama¢ fonksiyon ile beraber kisitlamalar bulaniklikda hesaba katilir. Bazi kisitlamalar
kesin ise, Dx <b, bu kisitlamalar kolaylikla (4.11) ve (4.12) formiillerine eklenebilir.
Ve bdylece (4.13) elde edilir:

maximum A
Ap; +B;x < d; +p;
(4.13)
Dx < b

XA 20

4.2.2 Bulanikk Kisitlamalar ve Kesin Ama¢ Fonksiyonlar
ile Lineer Programlama

Farzedilen ama¢ fonksiyon verilen z tarafindan ayarlanabilir ve sonra bulanik kiime
gibi formiile edilebilir, elde edilen sonu¢ simetrik model formiilasyonundadir. Bununla
birlikte dogal yontemde z’yi bulmaya gereksinim olmayabilir. Burada simetrik model,
Zadeh ’in “maximize edilmis klime™ uzmanlik uygulamasi ile, ama¢ fonksiyona kazan-
dirilabilir:

Tanmm 4.2 (Werners, 1984)

f:X — R'’e tamiml amag fonksiyon, R = olasi bulanik bdlgesi, S(ﬁ) = R’ nin
destegi ve R;=; a=1 icgin R’nin o seviyesinde kesenidir. Amag¢’ mn uyelik fonksi-

yonu R uzayinda ¢Oziim vermekte ve su sekilde tammlamr;

-

0
f(x) < supf
f(x)-supf R
”E;(X) = " eger supf < f(x) <supf
supf -~ supf R, s®
SR) Ry
supf < f(x)
| S®
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tivelik fonksiyonun fonksiyonel uzaydaki ifadesi;

sup p (x) < reR,f(x)=0
xef (1)
pé(r):: ) . (13.a)
0 6teki durumlar igin

dir. Bu bulanik kiimeden bulanik kiimelere taumli ¢6ziim araliklar: (4.10) veya (4.12)
've uygulanan simetrik modeli vermektedir. Eger (4.2) tamumm 6zel LP yapisina
uygularsak daha kolay anlagilir:

(4.3)’e kesin kisitlamalarim kiimesi eklenerek, Dx <b ve ama¢ fonksiyon maximum

f(x) yapilirsa model,

maximum f(x)=cTx
Ax <b

Dx < bR (4.14)

x=20

seklinde ifade edilir.

Bulanik kistlamalar (4.8)’ e gére tanimlanirsa, bulanik kiimelerin {iyelik fonksiyonlari,

1 < Ax < b
pi(x)=«m—_—éi—x & by< Ax <b; +p; (4.15)
b
10 < A; x> b+ p;

seklinde tanimlanir.
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Bulanik kiimede tamimh {ivelik fonksiyon, (4.2)’den faydalamlarak kolayca tammla-

nabilir :
maximum f(x) = c¢Tx
Ax <b
(4.16)
Dx <V
x20
Bu modelin optimal ¢6zimil: f; = supf(ch)opt dir.
®RhH
maximum f(x) = ¢Tx
Ax <b +p
(4.17)
Dx <b'
x 20
Model (4.17) nin optimal ¢Sziimii:  f, =sup =(ch)t,],t dir.
SR)
Ve iyelik fonksiyonu
1 f, < c™x
c'x~f
ua(x) =3 : eger f, <cTx < f, (4.18)
fo - fl
0 c’x < f
seklindedir.

Model (4.14)" e denk olarak
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maximum
AMEy - 1f,) - cTx < -f,

Ap + Ax <b+p 4.19)

modeli yazilir,
Ornek 4.1

maximum z = 2xX, + 2X,
X <3
X+ x,<4
35X+ x, £3

X, X, 20

Kistlamalarin “t6lerans araliklari™ p, =6, p,=4,p,=2. Ve f, ve f, swrasiyla 7

ve 16 olarak aluip; Buna gire model (4.19), probleme uygulanirsa:

maximum A
ON—2%X,— x, £ -7
6A + X, <9
4h+ x;+ x, <8
20+ 5%+ X, £5
A <1

A Xy, X, 20

problemde, x; = 5.84 , x) =0, A, = 0.52 gikar.
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Baz1 arastirmacilar, bulamk karar kiimesini hesaplarken “simetrik yaklasim™ kullanma-
mayt Onerir. Amag¢ fonksiyonun optimal degerlerini, ¢6ziim arahfmm her o seviyesi
icin hesaplarlar, Kararin iiyelik fonksiyonunu, o’ larin yerini tutan, amag fonksiyo-
nunun kendi optimal degerleri tanimlar (Orlovski, 1977).

Bu ydntem, diger yazarlarin Onerdigi model (4.4) ve kesin ¢bziimii olmayan (4.6)
bulamk karar kiimesidir. Parametrik lineer problem, (Chanas, 1983) tarafindan
¢Oziilmiistiir. Hatta, bu yaklagim iki boyutta etkileyici sonuglar vermekte olup, biraz
sipheli bir yaklasim olmakla beraber, karar verici bunu gergek biiyiikliik problemlerinde
kullanmaktadir.

4.2.3 llaveler

Simdiye kadar srrasiyla iki biiyilk tahmin, etkin bir sekilde ¢oziilebilen standart LP
modeli ile denk bir modele ulagmaktadir:
1. Bulanik iiyelik fonksiyonlarin tiim bulamk kiimeleriyle ilgili oldugu farzedilir.

2. Bulamk kiimelerin toplami i¢in kullamlan minumum — operatdri’ {in  uygunlugu
kabiil edilir.

Bu iki varsayimun gevsemesi kargikhfa yol agar, bunlar farkli olarak kat1 bagimh

gevseme tipidir:

1. Lineer olmayan {iyelik fonksiyonlar:

lineer iiyelik fonksiyonlar, simdiye kadar, tanimli iki noktamn tespiti igin; yani, istenen
asaf1 ve yukari seviye veya tdlerans arahfmin iki smun i¢in kullamlirdi. En agikar(agik)
ySntem, lineer olmayan iiyelik fonksiyonlara, pargali lineer fonksiyonlar ile yaklagmaktir.
Bazi bilimadamlar1 (Hannan, 1981 ; Nakamura, 1985) bu yaklagmm kullanmiglar ve

kesin es problemin sonucunun standart LP problemi oldugunu gdstermislerdir.

Bu problem, (4.10) modelinden olduk¢a biiyiiktiir. Ciinkii, genelde bir kisitlama, herbir
parga lineer yaklasumin toplamindan olugacaktir. Ozellikle, iiyelik fonksiyonu bir ¢esit
yararh fonksiyonsa, tamamryla S-bi¢imindeki fonksiyonlar Snerilmektedir.
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Ornegin, Leberling [1981] iki paremetreli fonksiyonu &nermistir:

a.b, &> igin,
o] exp[ (x -a;b)a} : epox -a;bjs]
- eXp|:(x -a;b)a] + exp{-(x -a;bja}

seklindedir.

Bu hiperbolik fonksiyonun &zellikleri sunlardir:

t,(x), monoton artandir.

a+b
X =

oldugunda, py(x) =-}-; dir.

-

joo)

+b)

4

pH(X), [-oo, -(-9—1;1)] de tamamiyla konveks, [ ,+oo] da tamamiyla konkavdir.

VxeR:=0< puy(x) <1 ve py(x), asimot fix) = 0 ve fx) = 1’ e yaklagr.

Leberling, bir LP a=c ( z’nin alt siuri) ve b=c nin ( ama¢ fonksiyonun {ist siurr)
z = cx bulanik ama¢ fonksiyonu i¢in istenen alt ve iist seviyeleri segmeyi gOsterir ve
tek amag ve kisitlardan olusan kesin es problemde, bu bulamk amaci, bir hiperbolik

fonksiyon ile temsil etme,

minumum A

L] eZ'® | o Z'®

< (4.20)

o | —

- 5 eZ'® | o Z'
Dx < b
x, A 20
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seklindedir. Ve Z' (x) = [Z C; X; --}; c+g))8 dir. Her ek bulanik amag¢ veya kisit,
j -—

buradaki exponansiyelin bir satiridir.

X,,, = tanh” (2A-1) igin, (4.20) lineer bir model olarak ifade edilirse:

maximum X,

SZ CiXj = Xpyq 2 %5(5-!-5:_)
§ =
(4.21)
Dx < b’
Xps10 X 2 0

Bu lineer programlama modeli, mevcut simplex yontem ile ¢dziiliir,

Yukaridaki modeller ile lineer olmayan {iyelik fonksiyonlar arasindaki denklik tesadiifii
degildir. Bu bagint1 (Werners, 1984) tarafindan ispatlanmustir.

Teorem 4.1

x’e X cR, f,:R*— R' olmast kosulu ile, {f,}, (k=1,

..... ,K) bir sonlu fonksi-
yon ailesi olsun. A, A'eR igin, g:R'—>R' e tammh monoton artan fonksiyon ol-

mak lizere, asafidaki iki matematiksel programlama problemini kabiil etmek gerekir.

maximum A

A< £ (x) k=1,.....K 4.22)
Xe

maximmum A
2 s gl{ £,(x)) k=1,......K
xe X

(4.23)
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32 eR igin (A°, x° ), (4.22) 'nin optimal ¢dzimiidir ve IA°eR igin (X°, x°),

(4.23)’ iin optimal ¢dziimiidiir.

Bir tamsayili lineer olmayan {iyelik fonksiyonlarin varlify teorem 4.1° de kolayca
goriiliir. Baz1 iyimser yaklagimlar, diger toplam operatdrler hakkinda dogrulanmamakta.

Sozii edilen yaklagimlarin hesaplama verimi; minumum operatdriin bir biiylik kullanmim
kapsami, “mantiksal ve” veya bulamk kiimelerin kesisim modeline dayanir; Aksiyom
(Hamacher, 1978), deneysel ( Thole, Zimmermann, Zsyno 1979; Zimmermann ve Zsyno
1980, 1983). Aragtirmalar, karar modellerinde minumum operatériin genel kullammi
hakkinda bazi siipheler igermektedir. Bir tamsayili- serbest baflam veya operator
bagimli baglam, ortalama zaman iginde Onerilir (Zimmerman, 1990). Bu operatdrlerin
dezavantaji, kesin denk modellerin sonucunun lineer olmamasidir (Zimmermann, 1978).
Bu yaklasimlarin hesaplama verimi azalir veya hatta kabiil edilebilir zaman limitlerin

icinde ¢Ozlimsiiz es modeller sunar. Bununla birlikte, bu kuralda baz: istisnalar vardir.

Min — operatdre karsi itirazlardan biri; ne mantiksal “ve” ne de min — operatdriin, bulank
kesigim kiimelerindeki ilyelik fonksiyonlarin derecelerinin artmasi anlaminda dengeleyici
olmasi, sonu¢ bulamk kiimedeki tiim {iyelik fonksiyonlari etkilemeyebilir (Zimmermann
ve Zsyno, 1980). Bu kusurun giderilmesinde iki dogal yéntem vardir:

1. Min — operatér mantiksal “ve” olarak, dengeleyici max operatdr igerir “veya” olarak
birlesirler. Onceki igin, carpmm operatdrii alternatif olarak kullamlabilir ve sonraki igin
cebirsel toplam kullamlabilir. Bu yaklagim, “ve” ve “veya” arasinda bir yerde olacak
sekilde, “ve” ve “veya” birlegsimi(toplami) arasinda fark ayricalik gdzetmekten hareket

eder.

2. “Ve” ve “veya” birlestiricileri arasindaki ayrim(fark) ve baglayicilar arasmdaki belli

bir dengeleme derecesini tanitmaya bagli kalmak.

Dengsleyici *“ve”, Bazi uygulamalar gosteriyorki , max — operatdr iizerinden min -
operatdr * e eslemede birlestirici(toplayict) * nin  kullamilmasi Snemli olmaktadir. A

operatdrii baglayicidrr (Zimmermann ve Zysno, 1980). Matematiksel programlama maglar
i BERETIM KORULY

T TORSEROL -
m&@wgawwx%
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icindir, bununla birlikte, diigiik hesaplama verim dezavantajindan yukarida sdzedilmigti.
Deneysel uygunluk ve hesaplama verimi arasindaki kabiil edilir uzlasma, max - operat6r

ve min — operatdr ’ in konvex birlesiminde goriiliir:

pelx) =y rﬂlel wi(x) + (1-v) mi;f w; (x) ye[0,1] (4.24)

Maximize edilmis karar1 belirlemede

s s )+ 0-1) e o) |

problemi ¢oziiliir. Veya

maximum yA, + (1-7)A,
A< lli(x)

A < p,(x) enaz bir i i¢in iefl,
xeX
veya
maximum  yA, + (1-9 )%,

MooS opx)
Ay

IA

u;(x) +M

(4.25)
m
Z'Yi £ m-1
i=1

ye{O,l}, M ¢ok biiyikk bir reel say1

x e X

¢Oziiliir.
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(4.25) deki kisitlamalar ve amaglarin lineer iiyelik fonksiyonlarmin olusturdugu karma

tamsay1 lineer programlama, uygun bulunan kodlarla ¢oziilebilir.

“ve” - toplama(birlestirme) ve “veya™ — toplama(birlestirme) arasindaki ayrim agafidaki
tanimlarla ifade edilir:

Tamim 4.3 (Werners, 1984)

u,(x) ’ler bulamk kiimelerin iyelik fonksiyonlar1 olmak iizere, bulanik ve( \;e)
anlaminda birlestirilmislerdir. Bulanik sonu¢ kiimesinin {iyelik fonksiyonu

ye[0,1] icin
@ 1 &
p (x) = yomin () + (1-7)—3 wi(x)
ve £ i=1
seklinde tamimlanir.

Tanim 4.4 (Werners, 1984)

pi(x) * ler veya( ve~ya) anlaminda birlestirilen bulanik kiimelerin fiyelik fonksiyonlari.
Bulanik sonug kiimesinin iiyelik fonksiyonlar

ye[0,1] icin
m l m
po (%) = yomax p, () + (1-7) =3 wx)
veye i= m {5
seklinde tamimlanur.
Bu baglayicilar, birlesmeli ve tiimevarimsal degil, fakat degismeli, idempotent(esgliclii),
tamamiyla herbir bilesende monoton artan, siirekli ve denklestiricidir (Werners, 1984).

Bunlar vararli ve kabiil edilebilir 6zelliklerdir,

Tamm 4.3 ° deki birlestirme operatdriinii, model (4.4)* de kullanirsak, denk model
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maximum A + (l-y)——l—i K
m

i=1
A+ < ou(x) i=1,...,m
Dx
A A, X

1

IA

d (4.26)
0

v

0<p(x) <1

seklinde tanmmlanir.

Eger ()J’, A, x° ) , (4.26) 'mun ¢bziimil ise, o zaman x° da (4.3) *lin maximize edil-
mi§ ¢Oziimiidiir. Eger i(x)’ler lineer olursa, (4.26) standart lineer programlama

problemi olur.

Su ana kadar referans alman modeli, “standart LP” modelinden ayirdik. Segilen bagimli
operatdr ve operatdr kullamldidinda, es model lineer veya lineer olmayan program
modeline doniilir. Agik ki, diger referans modelleri, referans modellleri olarak alina-
bilir. Ornegin; Sayisal Programlama (Zimmermann ve Pollatschek, 1984; Ignizio, 1983),
Kesirli Programlama (Luhandjula, 1984), Lineer Olmayan Programlama(Sakawa, 1989),
Stokastik ve bulamk programlama arasmdaki bagmntilar ve olabilir tamamlamalar aragti-
rilmaktadwr (Buckley, 1990; Dubois 1986).

4.3 Bulanik Paremetrelerle Bulamk Matematiksel Programlama

Temel yaklagim bolim 4.2° de formiile edilen es modeldir. Eger matematiksel Program-
lama modellerinin elementleri bulaniklastirilmig bagka cesit ise, daha biiyiikk yaklasim
algoritmasinin farkliligs meveut degildir.

Ramik ve Rimanek (1985),

maximum  £{x)

T Xy © Tp Xy @ v ® &, x, < b, i=1,eeym (4.27)
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problemini ortaya koymustur.

a; ve Ei , L-R ifadesinde farzedilen bulamk sayilardir. @ , genisletilmis toplami gds-

terir. @ = (m,n,0,B ), Ve b= (,9,7,8 ),x sayilart icin, a < b kosulu ile asag-
daki 4 esitsizlik gegerlidir:

Er

sup{u; R(u) = R(0) =1}, dp = infin; R(n) = h_I)n R(s)}

g, =sup{u; L(u) = L(0) =1}, &, = inf{n; L(n) = lim L(s)}

olarak almirsa;

sL(y~a) <p-m, SL(y-u)Sp-m

(4.28)
ex(B-8) < g-n,  8;(B-8) < g-n

esitsizlikler yazilabilir. 37 = (m, m,a, [S)L_L simetrik bulanik sayis1 sekil 4.1°de gOste-
rilmektedir.

m-a m m+B

Sekil 4.1 Bulamk liggen sayi = (mm,q, B)L—L

o]



(4.28) diizenlenirse (4.29) elde edilir:

e|a-v| < p-m, 5 |a-y| < p-m (4.29)

J

a Xy Do B a,x, = (Zm1J X;, Y 0 x;, > a;x;, D By X; } (4.30)
i j i

(4.29) ° a gbre asagidakiler yazilabilir:

n n
'(pi'zminjJ = EL(Zaijxj"Yi] < p;-
j=1 j=1

i

iV
8
'_><

n
Z (mij — &L Gy )xj SPiELYi (4.31a)
j=1
n
) (mij T €L Oy )Xj =P teELY: (4.31b)
j=1

Z (mij - & o )xj <Spi— O (4.31¢)
j=1
i (mij + 8L 0y )xj Sp; +0L; © (4.314d)
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(4.28) * den faydalanarak:

m
o]
N
M
w
o=
b
tase
]

o
N—e—e S
A

e
M
:d
hN

yazilabilir. Buradan,

(8R By + nij) X; S Egd; +q (4.31e)
j=1

(8R By + nij) X; <88 +q; (4.319)
j=1
yazilir.

(4.31) , kesin ama¢ fonksiyonla birlikte, bir kesin lineer esitsizlik sistemidir ve
herhangibir klasik LP yontemiyle ¢dziilebilir. (4.31) deki kisitlamalar negatif degildir.
(4.28), bulamk esitsizlik bagmtisnin dzel bir yorumudur. Diger arastirmacilar, farkli iki
yorum daha sunmakta olup, bu ydntemlerde sonuglar az farklilik gdstermektedir.

Omek 4.2 (Ramik, Rimanek )

Asagidaki bulamik lineer programlama problemi, bulanik kisitlamalarla birlikte diigiint-

lirse,

maximum z = 5%, + 4%, , X1, X, 20
(4,4,21) . x; ® (5,53,1) 1%, < (24,24,58) (4.32)
(4,41,2) . x, ® (1,1,051) , x, < (12,12,6,3) |

elde edilir.

Burada L:[0,+oo]—>[0,l] *da tammh ve u > 0 igin L(u) = max {0,1-u} dur.



g, =0, 8, =1 ve gg=0, ;=1 almp; (4.31a), (4.31c), (4.31f) formiilleri uygula-
nirsa, (4.33) esitsizlik sistemi elde edilir:

max z =5x;+ 4x,

4x,

4x,

6 x,

+ 5 x,

<2

A

N

—
[N

Bu lineer programlama problemini simplex ydntemle ¢6zelim.

max z =5x; + 4x,+ 0x,+ 0x,+ 0x,+ 0x,+ Ox, + 0%,

4x,
4x,
2x,
3x,
5x,
6x,

X;

+ 3 x, + X,

+ X,
+ 2Xx,
+ 0.5x,
+ 6 x,

+ 2x,

+ X,

+ X,

+ X

[}
)
NG

I
P
3

(4.33)
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Cizelge 4.1 Ornek 4.2 *nin ¢oziimii

¢ C, C; Cs Cs Ce ¢, Cg
B C Z c=9
4 5 0 0 0 0 0 0
Kont-
@ |« Vo v, v, Vi v, \ Vg v, Vg rol Oran
3y o] 24 4 5 1 0 0 o | o 0 34 | 6
@l o] 12 4 1 0 1 0 0o | o 0 18 | 3
3y o] 19 2 2 0 0 1 o | o 0 24 | 192
©| o0l 6 | 12| o 0 0 1 | o o | 212 | 2
(Nl o 32 5 6 0 0 0 0 1 0 44 32/5
(8)] 0 15 6 2 0 0 0 0 0 1 24 15/6
zZ, —C, z,=0 -5 10 -4 0 0 0 0 0 0 -9
Cizelge 4.2 Ornek 4.2 ’nin ¢6ziimii
c, c, C, C, ch e c, k.
B C Z c=9
4 5 0 0 0 0 0 0
Kont-
@ | ¢, Vo v, v, Vv, v, 2 Ve v, Vg rol | Oran
3)! 0 16 0 13/3 1 0 0 -4/3 0 0 20 48/13
@0 4 0 1/3 0 1 0 -4/3 0 0 4 12
<y o] 15 0 53 | o 0 1 | 23| o 0 | 17 9
m|s| 2 1 16 | 0 0 0 130 o] o |26] 12
(D] 0 22 0 31/6 0 0 0 -5/3 1 0 159/6 | 132/31
®|o| 3 0 T 0 0 0 2 0 1 |3 3
z,—-¢c, | z,=10] O -19/61t | O 0 0 5/3 0 0 51/6




Cizelge 4.3 Omek 4.2 ’nin ¢Sziimii.
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c, c, c, C, Cs Cq c, Cq
C =9

4 5 0 0 0 0 0 0

@ |c; Vo v, v, A v, Vs Ve v, vy, | Kont- | Oran
rol
3)1 0 3 0 0 1 0 0 22/3"| O -13/3 7 9/22
@l o 3 0 0 0 1 0 -2/3 0 -1/3 3 /
310 10 0 0 0 0 1 8/3 0 -5/3 | 12 30/8
(D} 5 3/2 1 0 0 0 0 2/3 0 -1/6 3 9/4
(7)] O 13/2 0 0 0 0 0 26/3 1 -31/6 11 3/4
(2)| 4 3 0 1 0 0 0 -2 0 1 3 /
z,—¢ | z,=195| 0 0 0 0 0 -14/31t} O 19/6 | 18
Cizelge 4.4 Omek 4.2 ’nin ¢ziimil.
€y C, C, Cy Cs Cs ¢, Cy
C Z c=9

4 5 0 0 0 0 0 0

@ | c; Vo v, v, Vi v, Vs Vg v, vg | Kont- | Oran
rol
6)| 0 9/22 0 0 3221 0 0 1 0 [-13/22| 21722
4] 0l 3611 0 0 7/11 1 0 0 0 |-24/33 ] 40/11
(5)] 0] 98/11 0 0 -4/11 0 1 0 0 -1/11 [ 104/11
M| s| 2722 1 0 111 0 0 0 0 | 5n2 ]| 26m
(M| 0] 86522 0 0 -13/11| 0 0 0 1 -1/22 | 30/11
2| 4] 4211 0 1 3/11 0 0 0 0 -2/11 | 54/11
Z,—¢, | 2z, = 0. 0 7/11 0 0 0 0 9/22 |247/11
21.40
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Problemin optimal ¢&ziimii:

X, = 27/22 =1227, x, =42/11 =381 ve z = 21.40 (4.34)

4.4 Uygulamalar

Bulanik matematiksel programlama, teorik aragtirmalarin difer alanlarina uygulanabil-

digi gibi pratik uygulamalara da uygulanmaktadir.

4.4.1 Yontemsel Uygulamalar

BMP °*de modellerin ¢oguniugu simetri olmasi nedeniyle ama¢ fonksiyonlarin sayisi
sorun olmaz. Klasik matematiksel programlamada, normalde tek amag¢ fonksiyon kabiil
edilebilir ¢6ziim uzay: dizisi olusturur. E§er amag¢ fonksiyon birden fazla ise, ¢ok
amagh karar verici modeller veva “vektorel optimizasyon” modelleri uygulanir,
normalde fazlasiyla hesaplama gerektirirr Bu yiizden BMP, tamamiyla ¢ok kriter

analizinin genis kapsamina uygulanmaktadir.

Eger ama¢ fonksiyon, model (4.4) de istenilen seviyede verildiginde, ayarlanabilirse
direkt kullanilabilir (Tanaka, 1985) veya bulanik parametreleriyle kullamlabilir. Eger
ama¢ fonksiyon, dogal olarak ayarlanamiyorsa, model (4.19) kullamlabilir. Hatta
kisitlamalarm bulamk’ dan ziyade, kesin kisitlamalar olmasi olasidir (Zimmermann,
1978).

Modern sistemler, ¢ok amagh karar vericiler i¢cin genellikle etkilegimlidir. BMP bu
karar verici aletlere uygulanmaktadir (Sakawa, 1990 ; Yano, 1989).

BMP ’'nin ilging uygulamalarindan biri, Campo ’nun makalesidir (1989). Bu makalede
toplam sifir oyunlar matrisi, belirsiz sonuglar ile diigliniilmiistiir. BMP deki yOontemsel
ve gercek uygulamalar, fonksiyonel problemlerin ¢oziimiinde Onerilmistir, fakat
yeterince uygulanamamgstir, Bu tip uygulama Wiedey ve Zimmermann (Medya Segim,
1978) tarafindan tamimlanmug, ayrica Locistik (Ernst, 1982), Bakim (Hoiltz ve Desonki,
1981), Uretim Plani Hintz ve Zimmermann; 1989), Kesme Stok Problem( Nickels, 1990 )
gibi uygulamalar vardur.
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4.4.2 Pratik Uygulamalar

Bulamk matematiksel programlamamn gergek uygulamalar1 hala olduk¢a seyrek. Bu el-
betteki BLP °’den kaynaklanmamaktadwr. Tecriibeler gosteriyor ki, insanlar lineer
programlamayi, tamamiyla kesme problemlerinde LP-modellerine uygulamakta ve bu
modellerde belirsizlife olanak saglayan ihtiyaci gérmezler. Daha dnce, LP kullanmanusg

ve problemlerine uygun ¢Oziimler i¢in yOntem arayan insanlar arasinda, BLP 'nin kabu-
li daha yliksek goriinmektedir.

Diger bir sebep, literatiirde ilgi ¢ekici bir uygulama bulunmamasi, ne yazik ki iyi uy-
gulamalar, rekabetten dolay: ve eksiklikler, difer acgik sebeplerden dolay: yaymlanma-
maktadir. BLP duyumsal kisitlamalarla birlikte karigim problemlerine uygulanmakta

(Cikolata , sampanya, boya karigimlar1). Boya uygulamalar1 (Zimmermann, 1986). Diger
uygulama, Locistik (Emst, 1982). Ernst, konteynir gemilerinin zaman plan tayini i¢in
bulamik modeli Snermistir. Bu model dallanma ve smnirlamalarla ¢6ziilmils ve konteymr
gemilerindeki konteynirlarin, planlanmasi i¢in bir modeldir ve sonunda LP modeli ile

sonug¢lanmaktadir,

Simdi bu gergek projeyi agiklayalim. Bu model gergek ayarlamayla, yaklagik 2000
kisitlama ve 21000 degiskenden olusur. Degiskenler yaklastk olarak 500’e
indirgenebilir. Bilgisayarlarda ele almabilir. Bu modeli bir ders kitabinda agiklamak
miimkiin degildir. Bu ylizden modelin igerifini sdzlii olarak ifade edece§iz.

Sistem, uygun tasari envanterinin amaci igin, bir karar destek sisteminin ¢ekirdegi,
hareket ve konteyner elverislilligi, &zellikle bos konteyner ve 15 limandan olusurmak-
tadr, Konteynerlar, yaklagik 10 biiyiik konteymrr gemisi ve 40 y6n iizerinden bilinen
zaman tarifesine gore tasinmaktadir. Limanlardaki konteynir alanlari1 igin talep bir
yiikksek stokastik(seckisiz) alandir. Farkli limanlardaki bog konteynirlar igin talep, biitiin
limanlardaki bos konteymirlarin biiylik envanteri(sayim ¢izelgesi) ile kargilanabilir,
yilkksek envanterli maliyetler sebebiyle, veya bir yerden bir yere gbnderme gereklilifi,

yiiksek gdnderme maliyeti ve zaman gecikmesine neden olmaktadur.
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Sistem, esas olarak hareketlerin optimal kontrolii ve bos konteymirlarin envanterleri,

gemilerin kapasiteleri ve gemilerin Onceden saptanmig zaman plam ig¢in ugragmaktadir.

Bu problem biiylik bir LP modeli olarak formiillendirilmistir. Ama¢ fonksiyon, maximi-
ze edilmig kar(gemilerin konteynirlarla tam dolu hali) eksi hareket halindeki bos
konteynirlarin, bos konteynir eksi envanter maliyetidir. Uretilmis modeller ile gegmis
periyottaki data modelleri karsilastirildiginda, gemiler siklikla spesifik maximum
kapasiteden daha ¢ok konteynir tagimgtwr. Daha ileri arastirmalar, sonraki modelde

oldugu gibi geminin kapasite kisitlamalarinin bulaniklagtirilmasma Onciilitk etmigtir.

(Ernst, 1982):

z=C X net maximize olmus kar
Bx<b kesin kisitlamalar kiimesi
Ax<d uygun olmayan iiretilmis bir kesin kiime formiilasyonu

icin kapasite kisitlamalarmin kiimesi
Problemin ¢Oziimii:

maximum z =c¢' x

Ax=d

(4.35)
Bx<b

x 20

Bu model (4.14) ’ e benzemekte. (4.18) ° i kullanmaktan ziyade, bir kesin denk LP
modeline ulagmak icin, asafidaki yaklagim kullanihr: (4.11) ve (4.12) deki iiyelik
fonksiyonlar, su kisitlamalarla tanimlanmugti:

t.
At ) = 1
hit) = —=

1 1
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Asagidaki LP modeli (4.35)* e denk kesin model gibi kullanilir:

maximm z' = ¢’ - Y s;(p; - b; ) w;(t;)

iel
Ax < d+t
Bx £ b (4.36)
t <p-b
>

X,t 0

s;” ler problem - bagimli penalt1 karekteri ile Slglit faktorler.
(4.36) formiilii, eger problem — bagimli penalt1 terimleri s’ ler ise anlam kazamr, aym

zamanda Ol¢lit Ozelligini gerektirir.

Sonraki tammlar basariyla uygulandiginda: Kesin kisitlamalar olan Bx<b yerine,
Bx < .9b yazilirsa; arzu edilen glivenlik sebebiyle, %10 bos kalacak sekilde tam
kapasite saglanir. t tOlerans degiskenleri olmak iizere asa§idaki tammlar yazilir:

Bx-t < 09b
t <01b

Amag¢ fonsiyon:
maximum z = ¢'X -§'t
s su sekilde tanimlamir:

s= tagmnan bir dolu konteymrimn ortalama kari1/ bir konteynerin varig ve kalkig1 arasinda

gecen zaman periyotlarinin ortalama sayist

Bu itammlama; sadece limanlarda tagima igin kullamlan dolu konteynirlar kazangh
oldugundan, gemilerin kapesiteleri % 90’ dan fazla oldugu zamanlarda kullamlir. Bu

<.

karar wvericilere gekici goriinen bir hareket tarzidir.
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Ornek 4.3

Bir sirketin iki {irlin {irettigini farzedelim. P, iirliniiniin birim bagma kan 0.40$, P,
{irlinlinin ~ birim basmma ka1 0.303 . Herbir P, iriiniiniin birimi i¢in gerekli ¢aligma
saati, herbir P, f{iriinlinin iki kat1 kadardir. Bir giinlik toplam kullanilabilir ¢aligma

saati, en az 500 saat ve fazla mesai ¢aligmasi i¢in yapilan &zel diizenlemeler nedeniyle

bir giinlik toplam ¢alisma saati 600 saate uzayabiliyor. Mal stoku P, ve P, iiriinlerinin

en az 400 birimi i¢in yeterli fakat Onceki tecriibelerden bu miktar bir giinde 500
birime kadar ¢ikabiliyor. Problemde, bir giinde iiretilen P, ve P, iriinlerinden kagar

birim {iiretildi§i ve toplam maximum kar hesaplanir.
X, ve x, bir giinde iiretilen P, ve P, {irlinlerinin birimlerini gosterir. Bu bulanik lineer

programlama problemi igin gerekli formiilleri yazarsak:

model genel olarak:

Zaijxj <b +p, (ieN.)

»
[\
(e

i (jENn)

seklinde ifade edlir.

Amag ’ 1n iiyelik fonksiyonu (4.18)' e gbre agsafidaki gibi vazilir:

1 & z, £c¢x
CX-2

uz(x) = & oz, <CX <2z
Z, -2,
0 & ¢ex £z

Problemin ¢dziimii i¢in, model (4.19)’ a gbre asagidaki model yazilir:



max M\

Mzg -z))-cx £ -z

n
Ap; + 2. a5%; < b +p;

i=1

(ieN,)
A, X;

J

v
o

(jeN,)

Bu problemin, bulanik lineeer programlama modelini kurarsak;

max z =04 x, + 03 x, (kar)

x
+
i
A

X2 Ky ( madde )

2x, +x, < u, ( ¢ahisma saatleri)

model (4.15)°e gore p,(x), u,(x) asagidaki gibidir:

< x < 400
500-x
X) = < 400 < x <500
}11() 100
0 &< 500 < x
(1 & x <500
600 -x
x) = < 500 < x < 600
P-z() 9 100
LO < 600 < x

(p;) max z = 04x%x; + 03x,
X + X, <400
2%y + X, <3500

X;, X, 20

(4.37)

(4.38a)
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(p,) max z = 04x; + 0.3x,
X, + X, <500
(4.38b)
2x, + x, < 600

X;, X, 20

(4.38a) * ya gore z, = 130 ve (4.38b) ye gbre z, = 160 cikar. (37)’ ye gore; bulanik

lineer programlama problemi asagidaki sekle dOniigiir:

max A

301 - (04x; + 03 x,) <-130

100A + x, + X, < 500 (4.39)

100X + 2x, + x5, < 600

Xy, Xp,A 20

Bu klasik optimizasyon problemi ¢oziildiigiinde; maximum A = 0.5 ve X, =100,

X, =350 ve maximum kar hesaplanirsa:
5 =04%, +03%, = 145

elde edilir.
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