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OZET

Bu ¢aligmada ii¢ boyutlu 6klid uzayinda analitik varsaydigimz dogrusal
yiizeylerin  6zellikle egrisel asimptotiklerinin geodezik egrilikleri ile
ilgilenilmektedir. Bilindigi gibi genel bir dogrusal yiizey, genel olarak
dogrultman egrinin v parametresine bagh olan AVv), o(v), D(v) gibi iig
fonksiyon tarafindan belirlenmektedir. Calismamizda 6nce bu ¢ fonksiyon
yerine genel bir dogrusal yiizeyin kartezyen denklemlerini belirtmeyi de saglayan
yeni ii¢ fonksiyon tammmlanmig ve bunlarin S, o, D cinsinden ifadeleri
verilmistir.

Daha sonra genel bir dogrusal yiizeyde egrisel asimptotik ailesinin
geodezik egriligi f, o, D cinsinden hesaplanmigtir. Bu ifadeden hareketle
geodezik egriligin sabit olma kosullann aragtimlmugtir. Sonugta gergek higbir
dogrusal yiizeyde bu geodezik egriligin sifirdan farkh bir sabite esit olmayacag:
ispat edilmistir. Geodezik egriligin sifir olmas: halinde ise yiizeyimiz kuvadrige
indirgenecektir. Buna gére buldugumuz geodezik egrilik ifadesinden bir dogrusal
yiizeyin kuvadrik olmasi kogullarini elde etmek miimkiin olmustur. Bu kosullarda
gecen sabitlerin, reel doguranli kuvadrikler olan bir parcali hiperboloid ve
hiperbolik paraboloid halleri i¢in ayn ayri olmak iizere, eksen uzunluklan
cinsinden ifadeleri elde edilmigtir.

Son olarak bir uzay egrisinin Frenet iigyiizliisiine kat1 olarak bagli bir
dogru ile dogrulan ¢esitli dogrusal yiizeyle s6z konusu edilmigtir.



SUMMARY

In this study we have dealt with geodesic curvature of curvilinear
asymptotic of rectlinear surfaces, which we consider analytic in three
dimensional Euclidean space. As it is well known a general rectlinear surface is
determined by three functions Av), o(v), D(v) which depend on v parameter of
directrix curve. In our study instead of these three functions new three functions
are determined to find cartesian equation of a general rectlinear surface and their
representations are given in terms of 5, o, D.

The geodesic curvature of curvilinear asymptotic family of a general
rectlinear surface is found in terms of S, o, D and subsequently the conditions
are inspected for geodesic curvature to become constant. Finally it is proved that
geodesic curvature can not be equal any constant other than zero. In case of the
geodesic curvature be zero our surface will be reduced to quadratic.

The conditions for a rectlinear surface to become quadratic are obtained
by means of the equation of geodesic curvature, and the constants which are
mentioned in these conditions are expressed in terms of the lengths of axis of a
hyperbolic paraboloid and hyperboloid of one sheet. Consequently; various
rectlinear surfaces, which are generated by a straight-line depending on Frenet
moving threeheadral of a space curve, are examined.



1.GIRIS:

Bir dogrusal yiizeyin, bir dogrultman egri ve doguranlarin dogrultu birim
vektoriiniin verilmesi ile belirlenecegini biliyoruz. Bir noktadan doguranlarin
dogrultu birim vektorlerine ¢izilen paralellerin olugturdugu koniye yiizeyin
dogrultman konisi denir. Bu koninin doguraniarin dogrultu birim vektorlerinin
kiiresel gostergesi olan bir birim kiiresel egri ile tamamen belirlenebilecegi
apagiktir.

Dogrultman egrisi 7(v) olan bir dogrusal yiizeyin doguranlarinin birim
vektorime de T(v) dersek denklemi:

X(u,v)=F»)+ul(v) ¢)

seklinde olacaktir. Yiizeysel bir bakisla:
F(v) egrisinin [x(v), y(v),z(v)] koordinatlart ve T(v) vektoriiniin de

[cosa, (v)sina, (v); sing,(v)sina,(v); cosa,(v)]

koordinatlarimda ad: gegen «,(v),a,(v) fonksiyonlan olmak iizere genel bir
dogrusal yiizeyin, aym bir degiskenin (v) fonksiyonlan olan beg tane bir
degiskenli keyfi fonksiyona bagli olacag: gibi yanhs bir kaniya varabiliriz.
Gergekten: 6nce v parametresi uygun segilebilir. [yani amaca uygun
olarak v yerine f(v) alinabilir. Geometrik olarak hicbir degisiklik olmaz ancak
hesaplar kolaylagir.] Bundan bagka F(v) dogrultman egrisinin yiizeye degigmez
sekilde baghh olmamasi nedeniyle aym bir dogrusal yiizey igin ¢ok gesitli
sekillerde 6zel segilebilecegi diigiiniiliirse bu fonksiyon sayisinin daha az olacag:



hemen gériiliir: Yakindan incelemeler bu saymin 3 olacagim géstermigtir. Bu 3
fonksiyonun segimi cesitli amaglar igin gesitli olabilir. Omegin bir dogrusal
yiizey ile ilgili problemlerin genel olarak incelenmesi A(v), a(v), D(v) adi verilen
3 fonksiyon ile yapilabilir. Bu fonksiyonlarin geometrik anlamlari ise soyledir:
Av) doguranlann dagilma parametresio(v) yiizeyin bogaz ¢izgisinin # apsisi
[Bogaz ¢izgisinin denklemi # = o(v)] ve D de dogrultman koniyi belirtecek olan
birim kiiresel egrinin belirmesini saglamaya yeter bir fonksiyon.

Dogal olarak yiizeyin 1. ve 2. form katsayilart bu 3 fonksiyon cinsinden
ifade edilmiglerdir. Ancak beklenecegi gibi bu iglemler sirasinda dogrultman egri
ve (v) parametresi {izerine, yukanda soziinii ettifimiz ve yiizeyi etkilemeyen bir
takim hipotezler yapimistir. Gergekten dogrultman egrinin, doguranlarin dik
yoriingeleri ailesinden bir egri oldugu varsayilmigtir ki bunun yiizeyi
etkilemeyecegi ve daima hem de sonsuz sekilde olanakli olacag: apagiktir. v
parametresi olarak da 7'(v) birim kiiresel egrinin, yani dogrultman koniyi belirten
egrinin, yay uzunlugu alimmistir. Buna gére:
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(s,F(v) dogrultman egrinin yay1) yazlabilecektir. O halde (2) hipotezleri
kullamlarak (1) den yiizey biiyiikliikleri hesaplanabilecektir. Bu sirada, yukanda
soziinil ettigimiz f, o, D fonksiyonlarmm 7(v) ve () cinsinden

d‘) g+, D=(T,T,T) [:F"T”] 3)

F'v)-T(v)=—-o(v), F?(v)= (Ev— =



seklinde ifade edilebilecekleri de gosterilmistir®. Bu 3 fonksiyonun dogrusal
yiizeylerin incelenmesinde oynadifi olumlu rol ¢esitli problemler iizerinde
izlenmistir. Ancak bir dogrusal yiizeyin bu 3 fonksiyon ile verilmig olmasi
halinde (1) deki denkleminin nasil yazilabilecegi sorusu iizerinde duruimamngtir.

Burada 6nce bu soru iizerinde duracagiz.

*) Dog. Dr. Fiisun URAS Diferansiyel Geometri Dersleri 11



2. BIR DOGRUSAL YUZEYi BELIRLEYECEK OLAN YENI
UC FONKSIYON:

v parametresi olarak yine T(v) birim kiiresel egrinin yay uzunlugunu
aliyoruz. (7" (v)=1) 7(v) dogrultman egrisinin elemanlarm

[s, X, r,?,ﬁ,g]

ile gosterecegiz (2) ye gore
F(»)-T(»)=0
oldugu i¢in
T(v) = Aicos (V) +b sin p(v) 4

yazilabilir. [Dogrultman egrinin normal diizlemi igindeki bir birim vektor]
Buradan T'(v)

T(v)=-Txs'cosp—7i(¢ + =')sin p+5(g + =) cosg 5)

seklinde hesaplanacaktir. Simdi (2) deki T =1 kosulunu saglamak i¢in &v)
fonksiyonunu

cosf=x3'cosp, sinf=n"+¢ , 6)



bagmtilan ile tanmmladigimz1 varsayabiliriz. (6) bagmtilarmin, cos@# 0 kosulu
ile,

!

cosé = KCOSQ
KCOSQ cosd

(sin 6~ ¢) (6"
seklinde de yazilabilecegi agiktir. (3) den (4) ve (5) kullamilarak 6nce o ve 8
fonksiyonlari

cos’ 6 _ sinfcosd (Sr=£_=i; é:tg@;s’2=ﬂ“+oj) 7

KcosQ KCosp sind cosé o

seklinde ifade edilir. D ye gelince: (5) den

cos* @

)+
cos @ (8)

cos@sin @
cos @

T'(v)= T(a’ + )sinﬂ— 5(9 cos Gsin @+ sin® fcos o+

+5(8 cosfcos p— sin’ Bsin o)
olarak hesaplanir ve D nin (3) deki degeri i¢in (4,5) den
D=(7,T,7") = g +tgpcosd )

sonucu elde edilir.
(7) ve (9) dan (8, ¢, x) fonksiyonlar cinsinden ifade edilmis olan 8, o, D

e o o

(3) denklemlerinin saglanmakta oldugu da gerceklenebilir. O halde dogrusal



yiizcyimizi.belirtccek olan ii¢ fonksiyon olarak «, &, @ yi alabiliriz. Boylece esl_{i
B, 0, D fonksiyonlarimt bunlar cinsinden ifade edebilccegimiz gibi (67) deq F(v)
dogrultman egrimizin 7 burulmasim da Dbelirtebiliriz. O halde (x4, qo).
fonksiyonlar1 ile dogal denklemleri belirli olan 7(v) egrisinin kartezyen

denklemlerini en azindan teorik olarak hesaplayabiliriz. Dogrultman koniyi
belirtecek olan 7(v) birim kiiresel egrinin dogal denklemleri de & =1+ D?,

’

1+ D?

r= olarak bilindigine goére bu efrinin kartezyen denklemleri de en

“azindan teorik olarak bulunabilccektir.

Burada dogal denklemleri bilinen bir uzay egrisinin kartezyen
denklemlerinin nastl bulunacags ile ilgili sonucu da hatirlatmak istiyoruz
Egrilik ve burulmasi § yay uzunlugu cinsinden «(s) , o(s) fonksiyonlan ile

verilmis olan bir uzay egrisini goz oniinc alalim.

> ;__,) = £ o(s) —ix(s) f(s) ~4 () () (i =-1) (10)

Riccati diferansiel denkleminin genel ¢6ziimiiniin, a keyfi sabiti cinsinden

F(sy = T +4()

ah(s)+ k(s) (b

seklinde ifade edildigini varsayalim. Buna gore egrinin kartezyen denklemleri.



(p*-1)-lg-#) _ (P-B)+(@-F) _  nk-pq,
-] 2(pk —qh) y=if 2(pk —qh) jk ZZ (2

seklindedir.
Artik (x,p,6) fonksiyonlan ile verildigini varsaydigimiz yiizeyimizin
biiyiikliiklerini bu fonksiyonlar cinsinden agagidaki sekilde ifade edebiliriz :

Ruy)=Fo)+ul(), X, =T, % =-97 uf (13)
KCOoS @

den once

2ucos’ 6?+ cos’ @

E=1LF=0,G=u"—
Kcosg xk°cos’ @

N =—L| 7usin0-7522°59 (1 ccos o-1)+5 % uxcosp-1)| (14)
JG KCOS @ K
bulunur. Sonra da
L=0: M= 1 smacosﬁ;
JG Kcosg

sinﬂcosﬁ(zccosgo)' cod Gsing |  cod Gsing
+ 5
(0 +costgphi ~ [mosqo Kcodp +2 xcos ¢ Kcod (15)

elde edilir.



3. BIR DOGRUSAL YUZEYDE EGRISEL ASIMPTOTIK
AILESININ GEODEZIK EGRILIGI:

Yineleyelim ki, dogrusal yiizeylerin genel incelenmesinde en uygun
fonksiyonlar B, 0,D fonksiyonlanidir.Yiizey oOzelliklerini belirtmede hi¢ de
6nemli olmayan yiizeyin parametrik denklemleri sadece yiizeyin goriiniigii
hakkinda bir fikir vermek igin yararhidir. Gergekten bu goriintiileri bilgisayar
aracihig: ile elde etmek igin ya da bir uygulama alaninda yiizeyden yararlanmak
s6z konusu ise yiizeyin denklemlerine gereksinim vardir. Kaldi ki s6z konusu
fonksiyonlar aracihigi ile (7,9) kullamlarak yiizeyin denklemlerini belirtmeyi
saglayacak olan «, ¢, @ fonksiyonlarmi da belirtebiliriz.

O halde incelememizi B, o, D fonksiyonlar ile yapmay siirdiirecegiz.

3.1

Bir yiizeyin asimptotik ¢izgilerinin burulmas: hakkinda gegerli olan
Enneper teoremine gére asimptotik ¢izgilerin burulmas: igin, x yiizeyin Gauss
egriligini gdstermek {izere, 7= -k bagintis1 gegerlidir. Dogal olarak
asimptotik ¢izgilerin reel olabilmesi igin gerek ve yeter kosul x <0 oldugu igin
bu bagint: anlamlidur.

Yiizeyimiz dogrusal bir yiizey ise bir asimptotik aile doguranlardan ibaret
olacagi i¢in ve dogrunun burulmasi da tanimsiz oldufundan bu baginti sadece
egrisel asimptotik ¢izgiler ailesi igin anlamhdir. Ote yandan asimptotik gizgiler
icin normal egrilik sifir oldugundan bunlann geodezik egrilikleri kendi
egriliklerine esittir. O halde burada egrisel asimptotik gizgiler ailesi i¢in egrilik



fonksiyonu hesaplams olacagiz. (Dogrusal asimptotik aile i¢in bunun stfir
oldugunu biliyoruz.) Bu amagla dogrusal yiizeyler igin gegerli olan
E=1,F=0,G={u-0)+p (w=g, B+0)

N=i{F,'T” [(u—a)2 +ﬁ]+ﬂ'(u—o—)+ﬂo’} M=—£, L=0
B @

@
bityikliiklerini kullanacagiz. Buna gore egrisel asimptotik ¢izgiler ailesinin

diferansiel denklemi

—-gfdm—Ndv:O, (g=«/5=\/ u—c)2+ﬂ‘) (16)

yada

n=D[(u—o-)2+ﬂ“]+,8'(u—o-)+/30’; [N-_--Z;) (17)
olmak iizere (16) dan

B _28

14 = (18)
dur. Kisalik igin

u—-oc=a (a,=1, a =-0) (19)
dersek:

n =2Da+f; n=Da&+(f-2Dc)a+’F +280D+po” (19')
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olacaktir. Egrisel asimptotik ¢izgiler ailesinin geodezik egriligini (yani egrinin
kendi egriligini) y ile gosterirsek

y= %{dzvdu-dzudv+(zz)du3 +[2(32) - @D |didv—(41)av* +[(42) - 23 D]dud } (20)

dir. Asimptotik ¢izgimizin denkleminin v =v(u) seklinde, # parametresine gore
verildigini varsayabilecegimiz dogaldir. Buna gore, (18) ve du’ =0 gegerli

olacak ve

v”=ﬁ=_£ﬁ;&+4(ﬂ) —g 2D

au’ n n

yazilabilecektir. O halde (20) den

4 2\E _ ﬁ ‘8 _.2_211‘. —_ Z_ﬂ_ §'6_8 - ﬁ
§(1+Gv ) =4 (—) = +(22)+[2(32)-(2D)] =) +{(42)-2(3D)] 7 (22

n\n),
elde ederiz.
E=1, F=0, G=a"+f (23)
oldugundan,christoffel sembollerinde yerine konularak

G GG G
L (A =—2, (42)=—x 24
260 =% =5 @9

2n=(22)=31) =0, (32)=
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degerleri bulunacaktir. Bu degerler yerlerine konursa 6nce

y s _4BBn—pn,) 2pn, 4PG, 8FGG, 4F°G,
gn’ (' +4pG) = n T G 2GR 26w

sonra da (17), (19), (19"), (23) kullanilarak

281G,

Ar? +48G)} = ape(Fn—pn,)~28gmn, +2ﬂ%nz +4FEG, +

ve iki yanmn g ile ¢arpimasi ve sag yanin « ya gore diizenlenmesi sonucunda y

y1 verecek olan egitligi

(i +4FG) =2838D-2D'f)a* +

+2[387 - 28" +44 B+ Do')|e’ +

RF2ABD-2D' P +3B 0 —2p0" o +

+28(38* +4BD0’ +4f5 —2p8" |a+

+28'(38 o - DBB —2B0" - 25 1] (25)
seklinde elde ederiz.




3.2

Dogal olarak (25) csitligi, gencl halde y nm hesaplanmasi kullanilinasi
i¢in, r burulmasimn ifadesinde oldugu gibi, sade ve geomctrik olarak ilging
degildir. Bununla birlikte bu esitlik bazt 6nemli sonuglarin elde edilmesini
sagladigi igin ilgingtir. Gergekten; Egrisel asimptotik g¢izgiler ailesinin
burulmasinmn  sabit oldugu bir dogrusal yiizeyin var olabilmesi, Enneper
teoremine gore, yiizeyin K Gauss egriliinin sabit olmasi ile olanaklidir. Oysa
biliyoruz ki sabit Gauss egrilikli bir dogrusal yiizey, ancak bu sabit degerin sifir
olmasi ile elde edilen agilabilir yiizey 6zel halinde elde edilir . Oysa bu halde
her iki asimptotik aile doguranlar iizerinde gakistifi igin ylizey bir egrisel
asimptotik ¢izgiler ailesi igermez. Yani egrisel bir asimptotik ¢izgiler ailesi
igeren, yani bozulmamus bir dogrusal yiizeyde bu ailenin burulmast sabit olmaz.
Simdi y nin (25) deki degerinin kullanarak bu sonucun egrilik iginde tamamen
paralel bir sekilde gegerli oldugunu kanitlayacagiz. Bu amagla y nin sabit oldugu
dogrusal yiizeyleri aragtiralim.

O halde (25) dc y = sbt. varsayilacaktir. Buna gore y sabitinin ve G, 0, D
fonksiyonlarinmn, (25) csitligi a{=u— o) ya gore dzdes olarak saglanacak sckilde
segilebilmelerinin gerekecegi dogaldir. Ciinkii (25) esitligi  yiizeyin her
1oktasinda gegerli olacagina gére # nun ve bu yiizden « min (ve v nin) belirli bir
waliktaki her degeri igin gergeklenmektedir. Bu isc y=sbt. ve B oD
onksiyonlart da sadece v parametresine bagli birer degiskenli fonksiyonlar
ildugundan (25) in « ya gore 6zdes olarak saglanmasi halinde olanaklidir. (25)

e sol yandaki koékten kurtulmak igin iki yanin karesinin alindify diisiiniiliirse
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yaimz sol yanda gelecek olan « nmin 14. kuvvetinin katsayisi ( )/D“) olarak elde
edilecektir.

O halde y# 0 varsayilirsa D =0 olmak zorundadir. D =0 igin ise (*) 1i
terim yerine sadece sol yandan gelecek ve katsayisi da y’(ﬂz +44 )3 olarak
bulunacaktir.

O halde B+#0 yani yiizeyimiz agilabilir yiizey degilse y=0 elde
edilecektir. Boylece su teoremi ifade edebiliriz.

Teorem: Agiabilir olmayan bir dofrusal yiizeyde egrisel asimptotik
¢izgilerin egriligi sabit ise bu sabit sifir olmak zorundadr.

Bu teoremden sonra, dogal olarak, y =0 olan ve agilabilir yiizey olmayan
dogrusal yiizeylerin, var olup olmadigimn arastiriimasi gerekmektedir.

Hemen goriilecegi gibi y =0 olacagindan 2.asimptotik ¢izgiler ailesi de
(hem asimptotik hem geodezik) dogrulardan olusacak ve yiizey agilabilir
olmadigimdan bu aile doguranlar ailesinden farkh olacaktir. O halde yiizeyimiz
iki kat dogrusal ve dolayisiyla kuvadrik olacaktir. Boylece bir dogrusal yiizeyin
kuvadrik olmasi1 kosullarim (25) de y = 0 koyarak elde etmis olacagiz. Gergekten
(25) de sol yan sifir oldugundan sag yanin & ya gore dzdes olarak sifir yazilmasi
ile agilabilir yiizey olmayan kuvadriklerin tanim kogullan1 (f# 0)

38D-2D'B=0
4BBD-38 ¢ +28c" =0 (26)

48D +30° +4F =288 =0 (B+0)

seklinde elde edilir.
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Bu kosullarin daha 6nce kuvadrik yﬁéeyler i¢in bulunmus olan tamim
kosullar1 ile tamamen aym oldugu da goriilmektedir® . f#0 olan merkezh

kuvadrikler igin D # 0 oldugundan, buradan gerekli integral islemleri sonucunda

D=cft, o ==2¢8(8+c),
Br=—Acp -8ccf +c f —-48
(c,,c,,c, = sbt, C, # 0) 27

0271272

Paraboloidler i¢in de D =0 yazarak ve integral alarak:

— CO
cos’(v+b,)

o=cf, D=0 (b,.c,,c, = sht, ¢, #0) (28)

(b, =0 almabilir),

bulunacaktir.

( Dog. Dr. Fissun URAS Diferansiyel Geometri Dersleri II ,[2.218]
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3.3.

(27) ve (28) de gegen sabitlerin s6z konusu kuvadriklerin eksen
uzunluklann cinsinden olan degerlerini elde etmek ve boylece sonuglarm
dogrulugunu da kamtlamak amaci ile gergel doguranli kuvadrikler olan bir
pargali hiperboloid ile hiperbolik paraboloidi ele alacagiz.

3.3.1. Oxyz dik eksenlerinde

=+ 2= (29)

denklemi ile verilen bir parcali hiperboloidi g6z 6niine alalim. Bu yiizeyin bir
parametrik denklem takimim séyle elde edebiliriz.
Dogrultman egri olarak z=0 elipsini alabiliriz. Bu elipsin parametrik

denklemleri olarak

F(&:[x=acosé y=bsin& z=0] (30)

yazilabilir. Doguranlarin T dogrultu birim vektoriinii de

I_Z 142 £+—;} 222
“c-—b-; |9 4 (31)
-2 Z4Z 2x-24+22=1

b a c¢ a b c

yazarak once dogrularin (30) elipsini kesmesi kogulundan
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_I+siné

A cosé (32)
bulunur. Sonra da doguranlarin dogruitusu olarak

(a sin&,~bcosé, —c) (33)
elde ederiz.

Kisalik i¢in

P’ =a’sin® E+b2 cos® E+¢? = (b2 +¢*) +(a® b7 )sin? & JED

dersek T(&) dogrultu birim vektoriinit

T(é’):—;—(asiné, —~bcos&, —c),

T'(&)= %[a(b2 +c*)cosé, b(a® +c¢*)siné, c(a -—bz)sinefcosé],

_a’b? +b’c’sin’ £+a’c? cosé
= - ,

p

7

Tr(g) = -;g{a(bz +&)[p* +3(a* —b*)cos* Jsin &
b(a’ +cz)[— p* +3(a* - b*)sin’ 4‘] cosé&;

o(a? ~b) p(sin’ £-cos’ §+3(a” ~b7)sin’ Ecos’ ]} (35)

olarak elde ederiz. Boylece (29) kuvadriginin bir parametrik denklem takimi
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X(&m=F(O+nI(&) (36)

seklinde yazilabilir.
Ancak buradaki £, n parametreleri (1) de adi gegen u,v parametreleri ile
aym degildir. O halde 6nce aradaki iliskiyi belirtmemiz gerekir. (1) denkleminde

—~5\2
doguranlar v = sbt ile (36) da ise &= sbt ile belirli ve (—i%) =1 oldugundan

v=15(¢)

& [=7 a’bh? +b*c’ sin® £+ a’c? cos’
S'(g):—c—l—é= T (@:J pzé g (37)

olmak zorundadir.
Aynica yukanda X, =T(v), (36) da ise X, =T(& olup X’ = X*,(=1)

oldugundan u ile 7 arasinda

u=1+gc) (38)

seklinde bir bagmnti olacaktir. (37) ve (38) 'e gore genel bir S fonksiyonu igin

gegerli olan

S, =8,u(8)+5,5(5)
S,=Su,+8v, -8, =8§,

tiretme formiilleri kullamlarak (36) dan 6nce
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X, =F(O+nT (=9 (X, +5(HZX,

X, =T(O=%

u

(39)
yazlir.

X' =1,X'=(u-0)+4,X,-X,=0 oldugunn bildigimize gére once
(39), de iki yan X, ile skaler ¢arpilarak

g=""F (40)

bulunur. Sonra da iki yan X, ile carpihp # ya gore 6zdeslik yazilirsa (37) de
kullanilarak

c*(a> —b*) psin Ecosé
a’h? +b*c* sin® E+a’c? cos® &

o= g+

F= (abc)’p (41)

% 2
[azb2 +b*c* sin’ E+a’c? cos’ é]

(azb2 +b%ctsin’ E+a’c’ cos’ E=(a’ + )b +cP) - pz]
—

A

elde ederiz.

o(¢&) fonksiyonu doguranlar iizerindeki bogaz noktasiiin dogrultman
egriden baglayarak Olgiilen apsis oldugu igin & parametresine bagh oldugu gibi
dogrultman egrinin se¢imine de baghdir. Buna karsi (&) fonksiyonu -tamm
geregi- dogl'uitrnan egriden bagimsiz olup sadece & parametresine baghdir. Bu

nedenle § nm burada buldupumuz degerini f=—(7, T, ) degerindeld v
a

parametresinden £ parametresine gegerek de elde edebiliriz. Gergekten
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X(u,v)=F()+uT(v) deki v parametresi doprultman egrinin § yay
uzunlugudur. O halde

dé dv dé \ds dé
den

dg 2

(d_gej = gJF"? =e\/:02—c2
bulunur.

T W =am) 20, T)-7()=bm), T(v)-T(v)=cosév), (0<8<)®

dr\ _ . _(dT deY
ds dé ds
yazilacak ve boylece

1 -2 A-Cp

12 - 2 .4

bulunacaktir. Bu deger S= —12-(? T, T’) de konursa
a

(*) Dog. Dr. Fiisun URAS Diferansiyel Geometri Dersleri IT ,[2.200]



- =\ T 2 2 4
f = {%(%TLH = [i(fi’ T)} - @by p
a ;

—(Az _czpz)z

_,

p=(1.7",7")=—L——(T.T.T) (42)

olacaktir.
7,7, T nin (35) deki degerleri konursa

—~abep’ __~1
(Az _czpz)% Jabe

D= 42y

bulunur. O halde (27) deki ¢, sabiti igin

Jobe (43)
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degerini elde ederiz. B nin (41) deki degeri ile (27), karsilagtirilarak da [ya da
(41) deki o nin (27), de konmasi ile]

a’b* -b’c* - c*a 4 ¢,
¢, = , ¢=—oa®+b*-¢ 44
' 2abc 2 abc( ) “4)

bulunur. Ozel olarak a® —4* =0 ise yani dénel bir pargal1 hiperboloid s6z konusu
ise (34) e gore p=sbt ve (41) ve (42)" ye gore de fF =0, 0"=0,D' =0
bulunur. Dogal olarak bu 6zel halde de (43) (44) degerleri (27) yi saglar.

3.3.2 Simdi de Oxyz dik ekseninde

x2 yz
;E- - -b—{ =2z (45)

denklemi ile verilen hiperbolik paraboloidi g6z Oniine alalim. Yukarida
yaptiklarimiza paralel olarak hareket edecegiz. Dogrultman egriyi 6megin y =0

xZ

diizlemi tzerindeki 2Z =—; parabolii olarak alalm. x apsisini egrinin &
a
parametresi olarak alirsak
f(@=(§,o,§—ﬂ;) (46)
a

olacaktir. 7(&) yi belirtmek i¢in (45) den



=1 47)

yazarsak A = ¢ olacak ve T(&) igin
a

()= %(az,ab, o g =a(a +b?)+ &5 (pp'=9) (48)

bulunacaktir. Goriilityor ki T vektorleri dik dogrultusu (b,—a,0) olan diizleme
paraleldir. (48) den

T (&= l;[—azf,—abcf,az (a? +b2)]; [T = ————;——)

p
75 = ——;—ﬂ)]:az[az(a2 +b2) —252], ab{az(a2 +b2) —29‘?], 3a’ (a2 +b2)§} (48")
yazilabilir. Goriildiigi gibi her i¢ vektor de dik dogrultusu (b,—a,0) olan

diizleme paralel olup (7,T',T") = 0 dir ve (42) geregince D=0 bulunur. Yiizeyin

bir parametrik denklemini

X(, 77)=7(§,0 & )+ (%) (49)
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olarak elde ederiz. Burada da (37), (38) deki v =s(¢&), u = n+ ¢(&) doniisiimiinii

yaparsak T =%=Z—?s'(1§) den T~ =1 olacagindan

%:y(@: 7 ;“_‘/‘;Zf_b_i (50)
bulunur.

IRV R B B R 51

olacagina gére ve
Xi=1, XX, =0, X'=(u-0)"+§

oldugunu da bildigimizden (47) den énce
o -a
p(o=r-T=L22 (52)

Bu degerde kullamilarak (51) den

2

5 b*pé ___bp
p-o= a*(a* +b*) ’ p=

a(@ + 5 ©3)

elde edilecektir. (50) den integrasyonla



tg(v+b,) = s , (b, =0 almabilir) (54)

ava* +b*

bulunur. Bu degerle

. a(a’+b?) ab

 cos?(v+h,)  cos*(v+b,)

bulunacaktir. Ote yandan (26) da paraboloidler i¢in D = 0 konarak

c, do
- — R o’ = ——= s D = 0 55
cos’(v+b,) dv af . ( ) (53)

elde edilir. O halde buradaki ¢, sabitinin degerinin ¢, = ab oldugu gériilmiis olur.

a, sabitine gelince

bulunur ki bu da (55) deki a, sabitinin a, = oldugunu gosterir. O halde

a>-b*
a, = 0 6zel hali hiperbolik paraboloidde z = sb¢ kesitlerinin ikizkenar hiperboller
olmasi 6zel haline karsi gelir. Yani bu 6zel hiperbolik paraboloidlerde ¢’ =0

yani o=sbf tir. Boylece D=0 olan dogrusal yiizeylere, minimal dogrusal



yiizeyler yani dik helikoidler diginda bir 6mek olarak hiperbolik paraboloidler
elde edilmis olmaktadir. Bu bakimdan D =0 olan dogrusal yiizeylere hiperbolik
paraboloidlerin bir genellestirilmisi g6zii ile bakabiliriz.
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4. BIR UZAY EGRISININ FRENET UCYUZLUSUNE KATI
OLARAK BAGLI BIiR DOGRU iLE DOGRULAN DOGRUSAL
YUZEYLER

4.1. F(v) [*,ﬁ,l; ,K, r] bir uzay egrisi olduguna gore dogrusal yiizeyimizi

Xuv)=F(W+ul(v), T()=A7+BA+Ch
(4,B,C=sbt, A*+B*+C*=1) (56)

seklinde tammlayabiliriz. Bu sekilde tanmmlanan yiizeylerin en ilginci
B=C=0, A=1 ahnarak elde edilen 7(v) nin tegetler yiizeyidir. Bu yiizeylerin
koni ve silindir ile birlikte “agilabilir yiizeyler” dedigimiz Gauss egriligi sifir olan
tiim yiizeyleri olusturdugunu biliyoruz. (56) da v parametresini 7(v) nin yay
uzunlugu olarak alirsak

f=F(), Tw)=-B« +{(Ax-Cr)ii+ B,

T'(v)=—[Bx +{dx-Co)[f +[(4x -C7)-B(x* + 2) ]+

. (57)
+[Br’ + A4 K—Cr)]b
yazilabilecektir. Buradan
@ =T =B +2)+(4x-CD = + 2 ~(Cx+ 47, (58)
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o) p= iz(t-, T, T') degerleri kullamlarak da

bulunacak ve o(v) =— 20
a

Bx 5 {B+C?)-ACx - A(Cx+47)

a a’ a’

(59)

elde edilecektir. D nin degerini bulabilmek i¢in 7(v) nin kiiresel tasvirinin s°

yay wzunluguna gegmemiz gerekecektir.

dT)
0 7 (_ e
ﬂ‘_:d_T.._id_‘.;. éi.:a, T =d]; av __.T(V) (60)
ds® dv ds v ds a a
dir. Buna gore
T =1[-—Bm? +(4x-CoA+Bb], (61)
a
7 =lz-[f" —9—7']
a a
olur. D yi & =1+D* ve D=(T, T, T") den hesaplayabiliriz.
Gergekten, bir yandan
? a2z U 20 2z | T =a” oz
1+D* =" =T =?[T -—TIT +a2]— —— (TT =aa')  (62)



den, 6te yandan da

D=(T,T',T")=?(T,T',T") (63)

den D yi hesaplayabiliriz.

TAT =d +kb —(Ar+Cx)T

oldugundan (63) den

D=;1;[B(/cz' -x'7)+(4 7+ Cx)a’] (64)

olarak bulunur. D nin bu degerinin (62) den bulunacak olanla aym olmasi igin
2T - (aa’)’ =a° + [B(m" - x't)+a*(ar+ CK')]2

olmasi gerekir ki bunun dogrulugu a min (58) deki degeri ile

2

——re

T =2 (@ +2)+x?+ 22 =(Cx + A7) +2B(Cx+ A7)(x7 — £'7)

degerinin yerine konmasi ile kolayca gerceklenebilir. Boylece tammlamug
oldugumuz dogrusal yiizey i¢in o, 8, D fonksiyonlarim [59 ve 64] da elde etmis

oluyoruz.



4.2. a) Bir agilabilir yiizey i¢in B=C=0, A=1 oldugundan (59)

geregince o=f=0 dir. (64) den de D= L bulunr. B=0 olacagimi zaten
K

biliyoruz. =0 olmasi ise yiizeyin bogaz ¢izgisinin 7(v) dogrultman egrimiz
oldugunu kamtlar. (Bogaz ¢izgisinin denklemi #—oc=0 olup burada #=0 dir
yani 7(v) bogaz ¢izgisidir.)

b) Agilabilir yiizeylerin bu Ozelligine paralel olarak su teoremi
kanitlayacag1z.

Teorem: Doguranlarn bogaz ¢izgisine dik olan dogrusal yiizeyler sadece
bir uzay egrisinin binormallerinin olugturdugu dogrusal yiizeylerden ibarettir.

Gergekten: Once binormaller yiizeyinin bu 6zelligi sagladign apagiktir.
Ciinkii yukandaki sonuglarda A=B=0 C=1 konursa =0, -7 =h-F =0
bulunur ki bu dogrultman egrinin bogaz ¢izgisi oldugunu ve doguranlan dik
olarak kestigini gisterir.

Simdi asil 6nemli olam yani bu sonucun tersini gésterecegiz. F(v) olarak

bogaz ¢izgisini alalim. O halde

=

~
il
o

(65)

yazilabilecektir, (bogaz ¢izgisi doguranlara dik) 6te yandan 7(v) bogaz ¢izgisi
oldugundan o= 0 yani 4 = 0 olacaktir. Bu ise

dF-dT=0 yada 7-T =0 (66)
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olmas1 demektir. (65) den

T =ficosp+bsing (67)

T = —ﬁsm¢+5cos¢]¢'+(—1&'+ h)cosp—7itsin @

yazabiliriz. (66) geregince buradan
[-T'=-xcosp=0 (68)

bulunur. Buradan da (67) geregince (x#0) T =7Fb elde edilir ki bu da

yiizeyimizin 7(v) egrisinin binormaller yiizeyi oldugunu gésterir.

¢) Dogrusal helikoidler:

Tanim geregi dogrusal helikoidler, bir dogrunun helikoidal bir hareketi
sonucu olusan dogrusal yiizeylerdir. O halde en genel dogrusal helikoid (56) da
F(v) egrisinin bir dairesel helis («, r= sbt) olarak alinmasi ile elde edilir. Buna
gore (58), (59), (64) geregince o’ =f =D'=0 dir. D' =0 olmasi dogrultman
koninin dénel olmas: kosuludur. Bu sonucu yiizeyin olusumundan da
soyleyebilirdik. Gergekten doguranlar helikoidal hareket yaptifindan, hareketin
donme ekseni ile sabit ag1 yapacaktir. Bu yiizden bir noktadan ¢izilen T(v) birim
vektorlerinin ucu birim kiirenin bir kiigiik ¢emberini ¢izecek dolayisiyla
dogrultman koni dénel olacaktir.

Burada D sabitinin 6zel olarak sifir olmasi ¢ok iyi bilinen dogrusal
minimal yiizeyler dzel halini verir. Gergekten bu halde D= = ¢’ =0 kosullan
elde edilir ki bunlarim dogrusal minimal yiizeyler igin gerek ve yeter kosullar
oldugunu biliyoruz.
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SONUCLAR

1) Genel bir dogrusal yiizeyi belirleyen S, o, D gibi ii¢ fonksiyon yerine
yiizeyin denklemlerini elde etmeyi saglayacak olan yeni ii¢ fonksiyon
tanimlanmig ve bunlarin S, ¢, D cinsinden ifadeleri verilmigtir.

2) Genel bir dogrusal viizeyde egrisel asimptotun geodezik egriligi yiizeyi
belirten ii¢ fonksiyon cinsinden hesaplanmugtir.

3) Gergel bir dogrusal yiizeyde egrisel asimptotun geodezik egriliginin
sifirdan farkl bir sabite egit olamayacag: ispat edilmistir.

4) Soz konusu geodezik egriligin sifir olmasi halinde ise dogrusal yiizeyin
kuvadrige indirgenecedi bilindigine gore bu bagintidan bir dogrusal yiizeyin
kuvadrik olma kosullan yiizeyi belirleyen ii¢ fonksiyon cinsinden elde edilmigtir.

5) Bu kosullarda gegen sabitler, reel doguranl kuvadrikler olan bir pargali
hiperboloidler ve hiperbolik paraboloidlerin eksen uzunluklar cinsinden ayr ayri
ifade edilmislerdir.

6) Koni ve silindirler disindaki agilabilir yiizeylerin genel bir uzay
egrisinin tegetleri ile dogurulabilecei sonucundan hareketle, genel bir uzay
egrisinin Frenet igyiizliisiine kati olarak baglh olan bir dogru ile olusan regle
yiizeyler alinmigtir.

7) (6) ile ilgili olarak “Doguranlari bogaz ¢izgisine dik olan dogrusal
yiizeyler sadece bir uzay egrisinin binormallerinin olusturdufu dogrusal
yiizeylerden ibarettir” teoremi de ispatlanmmgtir.



32

KAYNAKLAR

Dog. Dr. Fiisun URAS  Diferansiyel Geometri Dersler: II
Y.T.U. Fen-Ed. Fakiiltesi yaym 1992

L.P. EINSENHART A Treatise on the Differential Geometry
of curves and surfaces, Dover Pub.
New-York 1960




Ad1 soyad1
Dogum tarihi
Dogum yeri
[k 6grenimi
Orta 6grenimi

Yiiksek 6grenimi .
. Yildiz Teknik Universitesi‘'nde aragtirma gérevlisi

Gorevi

33

OZGECMIS

. Filiz Kanbay

26 Eyliil 1971
Istanbul

. Ishakaga llkokulu
. Ziya Unsel Ortaokulu, Kandilli Kiz Lisesi

Yildiz Teknik Universitesi Matematik boliimii mezunu



