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hocam Prof.Dr.Erol BALKANAY’ a ve tezimin yazilmasim saglayan degerli arka-
dagim Arg.Gor. Cigdem GENG’ e tegekkiirlerimi bir borg bilirim.



OZET

Kodlama teorisinin matematiksel yapisi, 6zellikle modern cebrin gizelligini ve
gliciinii sergilemesi bakimindan oldukca nemlidir.

Devresel kodlar, kodlarin 6nemli bir boliimiind tegkil etmektedir. Devresel kod-
lar1 kurmak igin ¢™ — 1 polinomunu ¢arpanlarina ayirmak gerekmektedir. Ureteg
polinomunun ve iireteg idempotentinin devresel kodlar: kurmaktaki katkis: oldukga
biyuktir.

Degismeli kodlar, devresel kodlarin 6nemli bir uzantis: olarak disiintilmektedir.
Burada ele alhnan grup degigmeli oldugundan indirgenemez gosterilis ile indirge-

nemez karakter arasinda bir fark goriilmemektedir.

II



ABSTRACT

Coding theory is of great mathematical interest, in particular, illustrating the
power and the beauty of algebra. |

Cyclic codes form an important class of codes. In order to construct cyclic
codes, the polynoniial ™ — 1 must be factored. The generator polynomial and the
generating idempotent takes a big role to construct cyclic codes.

It is thought that abelian codes represent a significant extension of cyclic codes.
In here, because of the considered group is abelian, no difference is seen between

~irreducible representation and irreducible character.

III
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GIRIS

Kodlama teorisinin dogusu, Shannon’un bir makalesiyle 1948 de ortaya ¢ikmugtir.

O gﬁnden beri dijital bilgilerin ve haberlesmenin guraltilii bir kanalda giiveni-
lir bir gekilde iletilebilmesi igin bu bilgilerin kodlanmas: tizerine bir ¢ok ¢aligma
yapilmustir.

Hata diizeltme kodlar1 (Error-correcting codes) uzaydan resimlerin iletilmesinde,
kayit iglemlerinde, bilgilerin manyetik teypte kaydedilmesinde, bilgilerin depolanip
saklanmasinda oldukca fazla kullanilmaktadir.

Kodiama teorisinin matematiksel yapis1 da oldukga onemlidir. Modern cebrin gii-
zelligini ve giicint sergilemektedir. |

Devresel kodlarla ilgili itk ¢aligma 1957 yilinda Prange tarafindan yapilmistir. Dev-
resel kodlar bir ¢ok nedenden dolay: kodlarin onemli bir simfin olugturmaktadir.
Teorik olara,k bakﬁdlgmda devresel kodlar zengin bir cebrik yapiya sahiptir. Dev-
resel kodlan kodlama.k i¢in devre kayitlar1 denen basit cihazlar kullanilmaktadir.

Golay kodlari, Hamming kodlar1 ve BCH kodlar: gibi pek ¢ok 6nemli kod devre-
sel kodlar olarak gosterilmektedir. Bir devresel kod, sonlu bir cisim tizerinde bir
devresel grubun grup cebrindeki bir ideal olarak diigiiniildiigiinde daha genel grup
cebirlerindeki ideallerin yapis: olarak ele alinabilmektedir.

Degismeli gruplar simfi, basit olmalarindan dolay: ilgi odag olan bir siniftir. Boy-
le gruplann yapisi iyi biﬁnse de degigmeli gruplér devresel gruplarin 6nemli bir
uzantisim tegkil etmektedirler. 1970 yilinda Camion degigmeli kodlarda devresel
kodlarin dolaysiz carpimu ile elde edilemeyen ideallerin varoldugunu gostermistir.
Berman da‘ 1967 yihnda asimptotiksel olarak dégigmeli kodla*rlnkvarhgml ispatla-
mastir. ’

Bu caligmamn amac: devresel kodlarin nasil kuruldugunu ve degigmeli kodlarin
devresel kodlarla ne gekilde bir iligkisi oldugunu géstermektir.

Bu ¢alisma dort bolimden olugmaktadar. [k boliimde cebrik on bilgiler, ikinci
boliimde kodlarla ilgili 5n bilgiler verilmigtir. Ugiincii boliimde devresel kodun ta-

nunlanmasina, devresel kodlarm kurulmasmda tirete¢ polinomunun 6nemine, dual
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kodun trete¢ polinomuna ve devresel kodlarin iirete¢ idempotentlerine yer veril-
migtir. Son béliimde ise degismeli kodlar ve bunlarin devresel kodlarla olan iligkisi

anlatilmaktadir.
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BOLUM 1

1. CEBIRSEL ON BILGILER

Tamm 1.1: Bir R halkasindaki her I ideali uygun bir a € R igin I = (a) seklin-
deyse R halkas: bir esas ideal halkas1 adim alir.
Tanmm 1.2: Birimli ve degismeli R halkasinin bir I ideali ahnsin. I # R ve R
nin I C J € R kogulunu saglayan bir J ideali icin J/ = R oluyorsa I ya R nin
maksimal ideali denir. |
Tanim 1.3: Bir R halkasinda bir M ideali tarafindan kapsanan tek ideal sadece
sifir ise o zaman M ideali minimal ideal adim ahr. Diger bir deyisle birimli ve
degismeli R halkasinin bir I ideali ahnsin. I # {0} ve R nin {0} C J C I kogulunu
saglayan bir J ideali yoksa I’ ya R nin minimal ideali denir.

Tanim 1.4: G bir sonlu grup ve K keyfi bir cisim olsun. KG grup’cebri, sirasiyla

Z agg +‘Z Beg = Z(a, + B4)9

geG g€G g€G

olarak tamimlana bir toplama ve

(}: agg) (Z ﬂhh) D agbagh =) vif

ge€CG heG g,h€G fec

olarak tamimlanan bir ¢arpma olmak lizere

KG= {Zagg, a, EK}

9€G
formal toplamlarin kitmesidir.(vy = 3 ayf8,-1 ;)
g€eG
Gmp cebri, K izerinde bir vektér uzayidir. O zaman dogal olarak grup cebri
birimli bir halka ve K tizerinde bir cebirdir. K tzerinde bir vektor uzay: olarak
digiiniiliince grup elemanlar: uygun bir baz olugturur.

Tanimm 1.5: R nin ideallerinin (icerme ile kismi swrah) her bog olmayan kiimest,

bir minimal eleman igerirse minimum kogulu saglamr.
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Tamm 1.6: Minimum kogullu bir R halkasi, radR = {0} ise yaribasit halka adim
alir.

Tamm 1.7: a, 2" +ap—12" 1 +.. . 4ajz+ag, a; € K (K bir cisim) polinomunda
a, = 1 ise polinom monik polinom adim ahr. ‘
Tamim 1.8: L bir cisim ve L nin bir alt kiimesi A olsun. Eger I kiimesi L deki
? +7 ve ".” islemleri altinda bir cisim ise L ye K nin bir cisim geniglemesi denir.
Tanim 1.9: Eger bir p(z) € Kz] polinomu, sabit olmayan iki polinomun ¢arpim
olarak (A {izerinde) yazilamiyorsa p(x) polinomuna indirgenemez polinom denir.
Tamm 1.10: Eger f(a:) m. dereceden bir polinom ise o zaman 2™ f(z~!) geklinde
tanimlanan polinom f(z) in karsit (reciprocal) polinomu adin1 alir.

Eger f(z) = apz™ + an—12" ' +...+ a1z + ap  ise bunun karsit polinomu
apz™ + a; :v""l + ...+ a, seklinde olur. Yani katsayilann siralanmas ters olur.

Tanim 1.11: Sonlu G grubunun bir gosterilisi
p:G— GL(V)  p(ab) = p(a)p(b) a,beG

olmak {izere bir grup homomorfizmidir. Burada GL(V) genel lineer grup yani V
nin terslenebilir izomorfizmlerinin veya lineer déntigiimlerinin ¢arpimsal grubudur.

Yukaridaki tammmdan

p)=I , pla)=(p(a))™ , a€G

dir.

Tamm 1.12: p, G nin V gdsterilig uzayh bir gdsterilisi olsun. Eger V higbir esas
degismez V; alt uzayim (yani V; # V ve V; # {0}) icermezse p bir indirgenemez
gosterilig admi alir. Her gosterilig indirgenemez gosteriliglerin dolaysiz bir toplami
‘olarak ifade edilebilir. |

Tanim 1.13: Eger p(G) G nin bir gosterilisi ise G nin karakteri

xp(9) = ¢2p(g)

dir. Bir gosteriligin karakteri agik¢a bir simf fonksiyonudur. Yani g1 ve g2 G nin

aym eslenik sinifinda ise x,(g1) = xp(92) dir.
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Tamim 1.14: Eger e(x),e*(z) = e(z) olacak gekilde bir idempotent ise
GF(q)[x]/(z™ — 1) deki bir idealin e(z) lireteci iireteq idempotenti adim alir.
- Tanmmm 1.15: 0 < s < p™ -1 olmak tizere bir s gozoniine alinsin ve 7,

pr-!— 1

clotomic koseti {s,ps,p®s,...,p"s} i igerir. Burada her p's (mod(p™ — 1)) e

3 = s (mod(p™ — 1)) ozelligine sahip en kiciik say1 olsun. s i igeren cy-

gore azaltiir. Eger OBEB(s,p™ — 1) = 1 ise 0 zaman r = m — 1 dir, fakat
OBEB(s,p™ — 1) # 1 ise o zaman r, s ile degisir. Cyclotomic kosetler, tamsa-
yilar1 mod(p™ — 1) e gore ayirir, mod(p™ — 1) e gore her tamsay: kesinlikle bir

~ cyclotomic kosetin igindedir.



6
BOLUM 2

2. KODLARLA ILGILI ON BILGILER

Tanim 2.1: C'  bir lineer kod ve bir kodsozciigiintin bir devresel diizeni de

yine bir kodsozcigi ise € kodu bir devresel kod adini alir. Bu durumda

a = (ag,qq,...,0n_1), bir kodsézciigii ise (-1, a0, a1,...,a,—2) de bir kodséz-
cuguddar.
Tanum 2.2: (ag,ay,...,an—1) bir kodsozciigi olmak tizere
n—1 )
a(zx) = 5 a;z’
=0

ploinomuna C i¢in kods6zciigli polinomu denir.
2 n—1
a(z) = ag + anx + a2z” + ... + ap_1z”

dir.
Tanim 2.3: a(z) =ap+ a1z +ar? + ...+ a7t olmak tzere
za(z) = apr +onz® +...+ap_12® olup 2" =1 (mod(z" - 1)) oldugun-

1

dan za(z) = ap-1+agz+a12%+.. . fap_gz™" olur. Buna a kodsozciiginiin

devresel diizeni denir. | »
Tamm 2.4: GF(q)[z]/(z” —1) de sifirdan farkh: bir devresel kod C olmak iizere
C de; |

1-) Derecesi en kiiglik tek bir monik 4pol_inom olan g(z) varsa,

2-) g(z) , C =< g(z) > isaghyorsa,

3—) g(z) , " — 1 in bir carpaniysa bir ﬁreteg polinomu adin: ahr.

Tamm 2.5: Eger C bir lineer [n, k] kod ise onun agirlik numaralamasi
We(z) =Y Aiz' = Ao+ Arz + Ap2® + ... + Ap2"
=0

polinomu ile tamimlanir. Burada A; , C deki ¢ agirhkh kodsbzciiklerinin sayisini

gosterir.
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Tanim 2.6: C bir kod ve C* = {u eV |uw=0 ,YweC} olsun. Bura-
da v.w = 0 dan u ve v birbirlerine ortogonaldir. C, k-boyutlu ise C J—,V n—k
boyutludur. C* ye C nin dual kodu denir.

Tanim 2.7: Lineer bir [n, k] kodun bir bazindaki vektérleri satirlara yazarak elde
edilen bir kxn matris bu lineer kodun bir {irete¢ matrisi adim ahr.

Tanim 2.8: Bir [n, k] kod C' olmak iizere C+ (C nin duali)’ m bir H iireteg
matrisi C nin parite-kontrol matrisi adim ahr. | /
Tamm 2.9: Eger C C C ise o zaman C kodu self-ortogonal kod adin1 alir.
Tanmm 2.10: z" —1 = g(z)h(z) ve g(z) bir C devresel kodunun iirete¢ polinomu

ise o zaman h(z) e C nin kontrol polinomu denir.
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BOLUM 3

3. DEVRESEL KODLAR

3.1 Devresel Kodlar
Bir (n, k) kod C olmak iizere ¢ = (aq, ay,.- - ,an_l) sozcugl C nin bir kodsoz-
ciigli olmak koguluyla bunun ilk devresel diizeni y = (ap—-1,a0,a1,...,0n~2) ise C
devresel adini alir. Bu y nin ilk devresel diizeni olan (an—2,an—1,a0,a1,...,8n-3)
un ve z in diger tiim devresel diizenlerinin de C de bulundﬁgu anlanuna gelir.
Devresel kodlar gozoniine alindiginda, bir ~ (ag, a1,.-.,a,—1) vektdriini bir

1

ap+ a1zt a4+ ... +a_1z"” polinomuna karsilik getirmek yararhdir. Bu

durumda (an—1,a0,a1,-- . ,n—2) $0zCiigll, a,—1 + apT + a12% + ...+ ay_oz™?

e kargihk gelir. Bu polinomun
(ap + a1z + azz® +... + an_lz"'l)x (mod(z™ — 1))

polinomuna esit oldugu goriulmektedir. (z” =1 (mod(z" — 1)) )

Devresel kodlar igin, mod(z™ —1) e gore GF(q)[x] deki polinomlarn eslenik
simflarm igeren A, = GF(g)[z]/(z" — 1) ile ilgilenilecektir. GF(q)[z], « de§i§—
kenli GF(q) iizerindeki biitiin polinomlarin kiimesidir. Aym zamanda GF(g)[z]
bir esas ideal halkasidir. GF(q)[z] deki polinomlann eslenik siniflar1, derecesi n
den kiiiik polinomlar olarak diigiiniilecektir. GF(g)[z]}/(z" — 1) de polinomlar
GF(q)|z] de oldugu gibi toplamr ve gikarihir, ancak ¢arpma mod(z™ — 1) e go-
re yapthr. GF(q)[z]/(z™ — 1) boliim halkas: ile carpmada mod(z™ — 1) e gore
tammlanmsg derecesi n den kiiciik olan polinomlarin halkas: arasinda dogal bir
izomorfizm vardir. Burada (z™ — 1) ideali 2™ — 1 polinomuyla tiretilmistir.

Kesin olarak eger a(t) ve b(x) gibi iki polinom varsa bunlarin GF(q)[x] deki

carpim bolme algoritmasindan
a(z)i(z) = e(z)(=" 1) + (=)

seklindedir. Burada r(z) in derecesi z™ — 1 in derecesinden azdir. mod(z™ — 1)
e gore carpma ile GF(q)[z] de derecesi n den az olan biitiin polimonlan A, ola-

 rak diigiinerek r(z) e a(z) ve b(z) in garpimlan olarak balulabilir. GF(g)[z] ve
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GF(q)[z]/(z™ — 1) in her ikiside ileride tanimlanacak olan cebrik yapinin 6rnekle-
ridir.

Birimli ve degismeli bir (R, +,.) halkas: a§a§1daki ozelliklere sahiptir.

(i) R, "+ ve ”.” iglemleri altinda kapalidir.

(ii) R, "+" iglemi altinda degigmeli bir gruptur.

(iii) Her a,b,c € R icin a(bc) = (ab)c dir. Yani ¢arpmaya gore birlesme
6zelligi vardir.

(iv) Her a,b € R igin ab = ba dir. Yani ¢carpmaya gore degisme o6zelligi
vardir.

(v) Her a € Rigin a.1 = 1.a = a dir. Yani ¢arpmaya gore R nin birimi 1
dir. '

(vi) Her a,b,¢ € R i¢in a(b + ¢) - ab + ac dir. Yani dagilma ozelligi
vardir. ' '

Sifirdan farkl bir eleman ga;rpl'msal bir terse sahip olmak zorunda olmadig: gibi
R de bir cisim olmak zorunda degildir. ”+” ve ”.” ya gére tam sayilar birimli ve
degismeli bir halkadir. |

Degismeli bir R halkasinda bir [ ideali, agagidaki iki kogulu saglayan R nin bir
alt kiimesidir. '

(i) Eéer a € I ise o zaman her b € R igin ab € I dir.
(ii) Egerac Ivebe I iseozamana+be€ I vea—be€ I dir.

Ikinci kogul T mn (R, +) toplamsal grubunun bir alt grubu oldugu anlamimna
gelir. | '

V koordinatlar1 0’ dan n — 1 e kadar etiketlenen GF(q) iizerinde biitlin sirah
n—lilerin uzay olsun ve bir v = (a, a1, ..., @n—1) vektorii A, = GF(q)[z]/(z" — 1)
deki bir ag + a1z + apz? + ... + an_12"~! polimonuna karsilik gelsin. Asagidaki
teorem bu eglemeyi agiklamaktadir. .

"Teorem 3.1.1: A, deki elemanlann kiimesi olan S ancak ve ancak A, de bir

ideal ise bir C devresel koduna kargilik gelir.
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ispat:

S devresel bir koda karsihk gelen A, deki elemanlarm bir kiimesi olsun. O za-
- man eger a;(z) € § ve az(x) € S ise kod tammindan a;(x)Faz(z) € S dir. Devre-
sel diizeni z ile carpimuna kargihik getirilirse a(z) € S ise o zaman a(z)z € S olur.
Bunun gibi (a(z)z)r = a(z)z?, ((a(z)z)z)r = a(x)z?,... € S olur. a(z) € S ve
bz) =bp+bz+ bz’ +...+b,—12™! de A, de bir polinom olmak tizere a(z)b(z)

gozoniine alnsin. Toplamdaki her eleman S de oldugundan

a(z)b(z) = bya(z) + bya(z)z + bra(z)2” + ... + ba_ya(z)z” ' €S olur.

Sonug olarak § bir idealdir. Eger S, A, de bir ideal ise 0 zaman S deki polinom--
larin, bir devresel kodun vektorlerine karsihik geldigi apacik bellidir.

V tiim Z; = {0,1} nin siral 3-lilerinin uzay: olsun. Tiim ikili devresel kodlar,

V ve A3 belirtilsin.

Tablo 3.1

KOD Vv

Az
Cy (0,0,0) 0
(0,0,0) 0
C |
(1,1,1) 14z +2°
(0,0,0) 0
(1,1,0) 14z
Cs
(0,1,1) R4
(1,0,1) 1+42°
Cs Vnintimi A tin timi
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Bundan bdyle devresel bir kod denince ya devresel diizen altinda kapal bir kod
yvada A,, de bir ideal anlagilacaktir.

3.2. Devresel Kodlar1 Kurmak: ﬂ'reteg Polinomu

Tablo 3.1’ deki C3 e bakildiginda her vektoriin 1 + z polinomunun bir kat:
oldugu goriilir. Koddaki vektorler z + 22 = (1 + 2)z ve 1 + 22 = (1 + 2)? dir.

A, deki bir [ ideali, I min her elemani, g(z) gibi sabit bir polinomun bir kat1 ise
esas ideal adim alir. Eger I bir esas ideal ise o zaman I = {c¢(z)g(z); c(z) € A,.}
olur. Bu I =< ¢g(z) > ile gosterilir. g(x) in I y1 iireten tek polinom olmadig goz
oniine ahnsin. | | |

Asagidaki teoremler yardimiyla devresel kodlarin kurulusu anlatilmumg olacaktir.
Teorem 3.2.1: n uzunluklu bir C' devresel kodu 4, = GF(g)[z]/(z™ - 1) de bir
ideal ise g(z), C de en kiiclik dereceli monik polinom olur. O zaman g¢(z) tek bir
sekilde belirlenir ve C' =< g(zx) > olur. |
ispaf:. 7

Burada A, in bir esas ideal halkas: oldugu ve bir idealin bagka iireteclere sahip
olmasina ragmen en kugiik dereceli monik iiretecinin de tek oldugu gosterilmelidir.

Oncelikle A, in bir esas ideal halkas: oldugu gdsterilsin. g(z), C deki en kiigik
dereceli monik polinom ve a(z) de C' deki diger polinom olsun. GF(q)[z] teki
bélme algoritmasindan a(z) = g(z)b(z) + r(z) olur. Burada degr(z) < degg(z)
tir. Ideal tammndan r(z) € C dir. Fakat bu, r(z) 6zdes olarak sifir olmadik¢a
g(z) in segimiyle geligir. Boylece a(x) = ¢(z)b(z) olur. Buradan A, bir esas ideal
halkasidir.

g(z) ve h(z) aym dereceden iki monik polinom ise ve her ikisi de C nin eleman:
ise 0 zaman g(:z:) — h(z) polinomu derecesi g(x) veya h(z) in derecesinden kiiciik
olan bir polinomdur. g(z) en kiigiik dereceye sahip ise bu olamaz. Béylece g(z),
C deki en kiiciik dereceli tek monik polinomdur ve C =< g(z) > tir.

Ozet olarak A, = GF(q)[z]/(z" — 1) ol}makﬁzere A, GF(q) tizerinde bir ce-
birdir. Ciinkii A,, GF(q) cismi iizerinde bir vektor uzay olan bir halkadir. GF(q)
lizerinde n uzunluklu bir kodsozctigi yine A,, in bir elemain oldrak belirtilir. A,

cebri birimli, degigmeli bir halka oldugundan ve her ideali tek bir iiretece sahip
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oldugundan bir esas ideal halkasidur. |

C. n. mertebeden bir devresel grup olsun. GF(q)C,, grup cebri, GF(q) iizerinde
bir vektor uzay: olan birimli bir halka ve GF(q) tizerinde bir cebirdir. Dolayisiyla
A, cebri GF(q)C, grup cebrine izomorfiktir.

z" — 1 polinomu devresel kodlar teorisinde bir anahtar roli oynar. (n,q) =1
olacak gekilde z™ — 1 in GF{q) da 1 den biiyik boleni yoktur.

Asagidaki teorem, kesin olarak bir devresel kodun bu g¢(z) iiretecinin nasil
bulundugunu gostermek agisindan onemlidir. Burada C, derecesi n den az olan
mod(z™ — 1) e gore ¢g(z) in katlanmm eglenik simflarinin gosteriliglerini kapsayan
ideal olarak diigtiniiliir.

Teorem 3.2.2: Eger C, A, de bir ideal ise, C' nin en kiiglik dereceli tek monik
tireteci olan g(z), £ —1 i boler ve tersine C deki bir g(z) polinomu z™ —11 bolerse
o zaman ¢(z), < g(z) > teki en kugiik dereceye sahiptir.

ispat: '

Oncelikle g(x), C deki en kiigiik dereceli monik polinom olsun. GF(q)[z] deki
bolme algoritmasindan z® — 1 = a(:v)g(:c) + r(z) olur. Burada degr(zx) < degg(z)
tir. Boylece r(z) = —a(z)g(z) mod(z® — 1) olur. Buradan da r(z) €< g(z) >
olur. Bu, r(z) 6zdes olarak sifir olmadikca bir celiskidir., Boylece g(z)|z" — 1 dir.

Tersine, g¢g(z) in z"—1 iboldigive &) €< g(z)> oldugu fakat
degb(z) < degé(w) oldugu diigiintlsiin. O zaman GF(q)[z] de

bz) = c(z)g(z) + (" — 1)d(<)

olur, ¢iinkii b(z) € C dir. Bununla birlikte g(z), z" —1 i boldigiinden g(z)|b(x) A
dir. Bu bir celigkidir.

Béylece bir devresel kod kurmak icin ™ — 1 i carpanlarina ayirmak gerekir.
Bu carpanlarina aylfmayl daha biiyik n ler icin yapmak zor olsa da yararhdir.
Ikili devresel kodlar gozoniinde bulundururken, 2" — 1 farkh carpanlara sahip
olacagindan n in tek say1 oldugu digiiniilsiin.

C deki en kiicitk dereceli monik polinom olan g(z), C nin lireteg polinomu ola-

rak adlandirthr. Onceki teoremlerden C' =< g(z) > oldugu ve g(z) in z" —11i
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boldiigi bilinmektedir. GF(q) iizerinde ™ — 1 ¢arpanlanina aynlabilirse, GF(q)
tizerinde n uzunluklu tiim devresel kodlar kurulabilir, |

Simdi é:" —-1ini = 1,2,..,3 olmak lizere g;(z) ler gibi ¢arpanlar1 olsun. O
zaman N;, A, in g;(z) ile {iretilen bir maksimal idealidir. Ciinki

N;i =< gi(z) ># GF(q)[z]/(z" - 1)

dir. A, in bir A idealindeki minimal dereceli g(z) monik polinomu A mn bir tre-
tecidir ve " — 1 i boler. O zaman (2" — 1)/g;(z) ile tiretilen minimal ideal de
M; dir. i # j olmak iizere N; ve N;, A, in birbirinden farkh maksimal idealleri
olsun. (n,¢) =1 oldugundan N;.N; = N; N N; dir. Dolayisiyla gi(x).g;(z), ¢ #J
ile tiretilen ideal N; N N; olur. '

on @t — ig (modn) fonksiyohu gozoniine alinsin. Bu fonksiyon {0,1,...,n — 1}
tamsayilarim, 7 = 1,2,..., s olmak {izere, s; kiimelerine ayinir. {s;,7 = 1,2,...,s}
kiimelerinin kiimesi ) (r) ile gdsterilsin. |} (n)| = s olarak almsin. Eger a,
F(gq) nun bir cisim geniglemesindeki birimin ilkel bir n. koki ise

gi(z) = [[ (= - &)

i€s;
kabul edilebilir.

Cp, =<z >, z" = 1 olacak gekilde n. mertebeden ¢arpimsal devresel grup
olsun. Bu durumda GF(q)C,, grup cebri ile GF(g)[z]/(z" — 1) arasinda bir izo-
morfizm vardir. Burada z degigkeni, her iki cébir icin ozdesligi vurgulamak icin
kullanilir. (n,q) = 1 kogulu, z" ~ 1 in birbirinden farkh kéklere sahip olmasim,
GF(q)C, grup cebrinde de yaribasitliligi ve buradan da tek olan minimal idealle-
rin dolaysiz bir toplamina ayrilmasim saglar. Bu iki sonug temel olarak aymdir.
Yaribasit olmamanin sonucunu gérmek icin gsunlar hatirflanmalidir.

GF(p)/(zP~1) cebri, GF(p)C, ye denk olsun. GF(p) iizerinde z? -1 = (z~—1)?
dir. GF(p)[z]/(z? — 1) in herhangi bir ideali (z? — 1) in bir boleniyle iiretilir. Bu
ideallerin hepsine A; denilsin. O zaman A; ler ¢ = 0,1,...,p olmak lzere (z — 1)}
urete¢ polinomlarina Sahiptirler ve bunlar ideallerin timini olugtururlar. Bu ide-
aller icin |

GF)e]/(z? ~1) = Ao D A1 > A2 3 ...D A
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dir.
M; ler, GF(q)C, in tek minimal idealleri olmak {izere

GF(q)Ch =M ®M; & ... D M,

olarak yazlabilir. Boylece GF(q)C, in her ideali, bu minimal ideallerin bir do-
laysiz toplamidir. hi(z) = (2™ — 1)/gi(z), M; minimal idealinin tirete¢ polinomu
olsun. idempotent eleman ¢;(z) € M; ile gosterilsin. GF(q)C,, grup cebri birimli
bir halka oldugundan 1 € GF(q)C, dir. Eger GF(q)C, oldugu kabul edilirse

1=ei(z) +exfz) + ... +es(x) (3.1)
olur. Bu esitligin her iki tarafi e;(z) ile carpilirsa
ei(r) = ei(z)e1(x) + el x)ea(z) + ... + €2 () + ... + ei(2)es(a)

elde edilir.
Toplam dolaysiz oldugundan

ei(z)ej(z) = bijei(x)
olmahdir. Burada 6;; Kronecker delta fonksiyonudur ve
_J1r =y
bij = {o Vit
dir.

Boylece {ei(z)} elemanlannin kiimesi ortogonal idempotentlerinin bir kiimesi-

- dir. M; lerin minimal idealler oldugu bilinmektedir. Dolayisiyla

M; = GF(q)Crei(z)

- yazlabilir. Burada e;(z), M; nin birimidir ve M; nin digindaki herhangi bir ele-
mam yutar. Yani f(z) = ¥ fi(z) ve fi(z) € M; ise ei(z)f(z) = fi(z) dir. M; ve

e
gi(z

M; idealleri GF(q)C, devresel grup cebrinde sirasiyla ’;:'(3 ve ; ile iretilir.

OhaldeM,'UMj = M; & M;,

(x;(;)l’xg:@)l) = e




ile tretilir. g;(z) ile iiretilen ideal @ M; = N; dir. (3.1)’ den N; nin idempo-
| j=1i
tenti

er(z) + ea(x) + ... + eim1 (@) + eig1(T) + . + €5(x) =1 — ei(x)

tir. Clinkii GF(q)C,, = GF(q)Crei(z) ® GF(q)Ca(l — e,-(i)) tir.
Ozet olarak M;, hi(z) = (2" —1)/gi(z) iireteg polinbmuna ve e;(x) idempoten-
tine sahip iken, N; de g;(z) tirete¢ polinomuna ve 1—e;(x) idempotentine sahiptir.

Benzer sekilde eger {i1,...,1:} U {j1,..-,Js—r} = {1,2, ..., 8} ise 0 zaman
gir ()9, (2) = (2" — 1)/g;,(2).-.95,_. (%)
ile ﬁretilen ideal ZQE M;. idealidir ve bu idealin idempotenti
L= (e, (@) + o+ €0, (2)) = € () + +¢j,.(2)

tir. g(z), M de minimal dereceli tek monik polinom olsun. Eger M in keyfi bir
ideali g(x) ile iiretilirse o zaman (n,q) = 1 olacak sekilde, k(z) = (z™ — 1)/g(x)
tir. ve g(z) ile aralarinda asal olurlar. Boylece Oklid algoritmasina gore dyle a(z)

ve b(z) polinomlan vardir ki -
a(x)g(z) + Ho)h(z) =1 | (3:2)
dir. e(z) = a(z)g(z) € M olsun. (3.2) e(z) ile carplsin.
a(@)g(@)e(z) + Ha)h(@)e(z) = e(a)

olur. (3.2) den b(z)h(z) =1 — a(x)g(z) tir. Buradan

a(z)g()e(2) + (1 — a(2)g(2))e(z) = e(z)
= oz) +ela) ~ X(z) = efz) =€X(z) > €'(a) =e(2)

olur. Dolayisiyla e(z) = a(z)g(z) € M bir idempotenttir. Bu idempotent tektir ve
M 1 tretir. Ayrica M fizerinde bir birimdir. GF(q)Cy in her idempotenti belirli

bir e;(z) lerin bir toplamudir.
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On Teorem 3.2.1: Birimli ve degigmels bir R halkasinde M, R nin bir maksimal
ideals 1se R{M sonlu bir cisimdir. ‘

¢ =1,2,...,s olmak iizere M; ler uygun biiyiiklikteki biitin sonlu cisimlerdir.
e(x), GF(q)C, in keyfi bir idempotenti olsun. Bu, Y37, ai(z) , ai(z) € M;
seklinde yazilabilir. GF(q)C,, M; lerin dolaysiz bir toplam oldugundan bu ayrilig
tektir. e(z) idempotent oldugundan | '

(z) =Y ai(z) =) aiz)

olur. Bu a;(z) € M; nin de idempotent oldugunu gosterir. e;(z) idempotent ve
M; nin birimi oldugundan a?(z) = ai(z) = ai(z)e;(z) olarak yazilabilir. Buradan
ai(z)(ai(z) — ei(x)) - 0 olur. Buradan da a;(z) =0 veya. ai(z) — ei(z) = 0 olur.
Bu iglem sonlu bir cisim i¢inde gegtiginden istenen ispatlanmig olur. Boylece kay-
fi bir M ideali pek ¢ok idempotente sahip olur, fakat bu idempotentlerin hepsi,
a; = 0,1 olmak tizere, ) a;e;(z) seklindedir. Eger M = M;, @ ... ® M;_ ise o za-
man M tzerinde bir birim gérevi goren tek idempotenttir, yani iireteg idempotenti
i (2) + ... + e () tir.

M ve M' sirasiyla e(z) ve €'(x) iireteg idempotentine sahip, GF(q)C, in iki
keyfi ideali olsun. O zaman e(z)e'(z), M N M' niin bir birimseli ve tek iireteg
idempotentidir.

Ornek 2.1:

t = 1,2,3,4 olmak ﬁzére, M; ler, ei(z) idempotentli, vGF(q)Cn in minimal
idealleri olsun. M = M; & M2 & M; ve M' = M, & M3 & M; olsun.

M, e(z) =e1(z) +exfe) +es(@) 5

M de, e'(z) = ea(x) + e3(z) + es() ,

idempotentine sahipﬁr. MNM' = M, ® M3 tir ve ex(z)+e3(z) idempotentine

sahiptir. Basit bir hesapla ayni zamanda

e()e(z) = (e1(z) + e2(x) + e3(z))(e2(2) + e3(2) + ea(x))

e,—(:c)e,-(a:) = 5,']'6,'(;1,‘) ve 6,‘,‘. = {2 : z i;
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den dolay1 e(z)€'(z) = ex(x) + e3(x) elde edilir.
aA(MUM')=n(M)+n(M)-n(Mn M')

oldugundan aym notasyonu kullanarak M U M', e(z) + €'(z) — e(x)e’(x) idempo-
tentine sahiptir ve bu M U M’ niin bir birimseli gérevini goriir. Aym zamanda

MUM' =M, &M, ®M; & My tir. MUM',.

e1(z) + e2(z) + e3(z) + ea(z) = (e1(z) + €2(x) + e3(2)) + (e2(z) + e3(2)
+eq(x)) — (e2(z) + e3(2))

idempotentine sahiptir. Bu da yapilan hesab1 dogrular.

- Genelde siiphesiz, eger M + M' = C’F(q)Cn ve M N M' = {0} ise o zaman
¢'(z) = 1~ ¢(z) olur. Eger MO M’ = {0} ise M in herhangi iki eleman: flzye M
ve f'(z) € M' olacak gekilde f(z)f'(z) = 0 olur.

Teoerm 3.2.3: degg(z) = n — k ise o zaman C =< g(z) > in boyutu k dir. Eger

g(z) = go + 1T + ... + gn_kz" ¥ ise 0 zaman C nin bir iireteg matrisi agagidaki

gibidir.
g0 g1 92 ... Gn—k 0 0 ... 0]
10 g ¢1 - Gn-k—1 Gn—k | o ... O
0 0 go ... gn—k—-2 Gn—k-1 Gn-k --- O
L 0 0 O In—k |
isrpat:

g(2), g(x)z, g(x)x?, ..., g(x)x* ! vektorleri lineer bagimsizdir, aksi halde
ng(x) + a19(x)z + ... + ak_lg(:c)mk‘l =(ap +az+...+ ak_lx"_lv)g(x) =0

oIacak sekilde 0 < ¢ < k — 1 olmak iizere a; cisim elemanlari var olacaktir. Fakat
bu ¢arpim n den kiigiik dereceye sahiptir, boylece her a; = 0 olmadikca bu carpim

mod(z™ — 1) e gore 0 olamaz. Bu vektorlerin C yi geniglettigini gormek icin C
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deki herhangi bir s(r), c(r)g(w) seklinde ifade edilebilir. Burada derC(z) < k -1
dir. Burédan |
e(2)g(z) = (co + 12 + ... + cp_12" g(x)
= cog(x) + c1g(z)T + ... + cx1g(x)z* !

elde edilir.

Buradan C nin bir trete¢ matrisi, ilk satir1 g(z), ikinci satinn g(z)z, tglnci
satir1 g(z)z? ... , k. satinn g(x)x*¥~! olan bir matristir. Bu yukanda verilen
matristir. |

Ornek olarak ikili devresel kodlar n = 7 icin kurulabilir. Ik yapilacak olan

" — 1 i carpanlanna ayirmaktir. O da
T —1=1+2)14+z+23)1+22+2°)

tiir. Bu carpanlara ayrilig 7 uzunluklu tiim devresel kodlar verir. Bunlardan sekizi
z” — 1 in sekiz bolenine karsilik gelir. g(z) = 1+ z + z* olmak iizere C =< g(z) >
oldugu gozoniine alnsin. O zaman C dért-boyutludur ve asagidaki tireteg matri-

sine sahiptir. ‘
rl1 1 01 0 0 07

0110100

6011010

. [0 0 01 1 0 1]
Bu devre kayit kodu Srnegi olarak diigiiniilebilir. Fakat heniiz devre kaydindaki
baglantilarin bir agiklamasi yoktur. Bunlar bir sonraki kismmn konusu olan dual
kodun tirete¢ polinomunda verilecektir. |
3.3 Dual Kodun Urete¢ Polinomu, Urete¢ idempotenti:
GF(q) {izerinde z" — 1 i garpanlanné aywrabilirsek o zaman GF(q) tizerinde,
n uzunluklu kag tane devresel kodun bulundugu ‘bilinir. Daha otest, (;a,rpanxn de-
recesinden kodun boyutu bilinir. Aym za.rrianda garpaﬁ, kesin olarak bir iireteg
matrisi verir. Carpanlardan bir parite kontrol matrisi bulabilmek yararh olacak-

tir. Bu hatta dual kodun iirete¢ polinomunu belirlemekle de yapilabilir. Devresel
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kodun tanimindan hemen gSrﬁlmesine ragmen bu devresel bir kodun dualinin de
“devresel oldugunu gosterir.

g(z), bir C devresel kodunun iireteg polinomu olsun. g(z), z"* — 1 i boldiigiin-
den z" — 1 = g(z)h(z) dir. Eger degg(z) =n—k ise o‘zaman C, k boyutludur ve
degh(z) = k duir. h(z),r " —1i boldiiglinden, bir C'L, (n,n — k) devresel kodunun
{ireteg polinomudur. C 1 n—k boyutlu oldugundan, C* niin iirete¢ polinomu h(z)
in terimleri cinsinden belirtilebilmektedir. Yani C* dual kodu h*(z) = :c"h(w"l)
karsit (reciprocal) polinomuyla tiretilir. Eger C'+, h(:v) ile tiretilen (ﬁ,n — k) kod
ise 0 zaman C'* ve C'* denk kodlardir ve bunlara GF(q)C, de idealler goziiyle

bakilir.
EE ct-ct

z— g}

fonksiyonu gozoniine alinsin. GF(q)C,, deki carpmanm terimleri ile C'* ideali C
nin dogal bir dualidir. a(z) € C ve b(z) € C'* ise a(m)b(a:) = 0 dir. Asgagidaki
teorem bu duruma agiklhik kazandxraca.khr. A «
Teorem 3.3.1: a(z) = (ao,a1,...,an—1) ve b(z) = (bo,b1,...,bp—1) olsun. O za-
man GF(q)C, de a(z)b(z) = 0 olmasi i¢in gyk a(z) in (b1, ...,be) vektoriine ve
bu vektorin her devresel diizenine ortogonal olmasidir.
ispat‘: -

Ispati kolaylagtlrmak icin n = 7 hali ele ahinacaktir. a(z) = (ag,ai,...,a6)
b(z) = (bs,...,b) ve onun tim dizenlerine ortogonal olmasi durumu asagidaki

denklemlerle agiklanabilir.

aghe +a1bs + ... +aghy =0
aobo +a1b6 +...+ a661 =0

apbs +a1by + ... + agbs. =0

Simdi A7 de a(z)b(z) = (a0 + aix + ...+ az®)(bo + b1z + ... + bgz®) hesaplansin.

Burada ¢arpma islemi modz” —1 e goredir. Ispatin amaglar icin = in kuvvetlerinin

5

katsayilan: z%,2° = 1, 2,22, ..., 2% sirasinda yazilabilir.
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O zaman
a(it)b(:l/‘) = (aobﬁ + (l1b5 + ... +a6b0)z6 + (agbg + a1b6 =+ ... + aebl) +-...
+ (agbs + a1 by + ... + 0656)505

- elde edilir. Bu katsayilar yukanda.ki carpunlara egit oldugundan teorem ispatlan-
mg olur.

C1, daha aligilms i¢c carpima gore, C nin dogal bir dualidir, eger e(z), C
nin fireteg idempotenti ise o zaman 1 — e(z), C'* nin {irete¢ idempotentidir ve

e(z)(1 — e(x)) = 0 dir. Ciinki
e(x)(l‘— e(z)) = e(z) — ¥(z) = e(z) — e(z) =0

dir. |

Teorem 3.3.2: Eger g(z)h(z) = =" — 1 polinomu GF(q)[z] te ise ve g(z), bir
C kodunun iirete¢ polinomu ise o zaman h(z) in kargit (reciprocal) polinomu C'+
nin iirete¢ polinomudur. Dahasi, eger h(z) = ho + iz + ... + hrz* ise o zaman

agagidaki matris C nin bir H parite kontrol matrisidir.

"he Pt oo ho 0 0 ... 0]

0 hge ... by ho 0 ... O
H= ‘

| 0 0 ke . . . ho |

Buradan C+ devreseldir.
ispat:
Son teoremde a(x) = g(z)ve (z) = h(z) olsun. O zaman h(z) in kargit poli-

nomu
2Fh(z7) = hoz* + hae* ' + ..+ hi = hg + hg_17 + ... + hoz"

olur. Bir énceki teorem, g(z) in k(z) in karsit polinomuna ve onun tiim devresel

diizenlerine ortogonal oldugunu gosterir. Teorem 3.2.3 te verildigi gibi G C nin
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tirete¢ matrisi olsun. O zaman, G onun ilk r; satinm ve ry in ilk k — 1 devre-
sel diizenini kapsar. A, ilk k satir1 G nin satirlan olan ve n — k satin da in
kalan devresel diizenlerinin 'yerine‘gegen nxn matris olsun. s, H nin ilk satinn ve
B, s; ve onun devresel diizenlerinin tiimiinii iceren nxn matris olsun. O za.inan
r1, B nin satirlarinin tiimiine ortogonaldir; ¢linki g(z), h(z) in karsit polinomu-
na ve onun diizenlerinin tiimiine ortogonaldir. ! = (j +7) (modn) olmak iizere
(r1,8;) = (ri,81-1) oldugundan, A nin tium satirlarni, B nin tiim satirlarina orto-
gonaldir. C nin boyutu k oldugundan ve H iireteg matrisli kodun boyutu n — k
oldugundan, H, C nin bir parite kontrol matrisi ve C1 niin de bir tireteg matrisidir.

Bu olduk¢a 6nemlidir, ¢iinkii " — 1 i ¢arpanlarna aywrdiktan sonra her C
devresel kodu igin, bir ﬁrete§ polinomu, ayni zamanda iireteci ve parite kontrol

matrisleri belirlenebilir. Tekrar GF(2) tizerindeki z7 — 1 6rnegi ele alnsin.
' —1=(1+2)(1+z+23)1+2*+2%)

tar. I"Ireteg polinomu 1+ z 4 z? olan C devresel kodu igin bir iirete¢ matrisi
kurulmustur. Simdi C igin bir parite kontrol matrisi bulunabilir. k(z) kontrol po-
linomu, h(z) = (1+z)(1+2?+2*) =142 4+ 2% 4+ 2* tiir. Bunun kargit polinomu
et(1+271 4+ 72 4+ 27%) = 14 2% + 2% 4+ 2* tiir. Buradan C igin bir parite kontrol
matrisi agagidaki gibidir.
1011100
H=}l0101110
0010111

Gergekten C igin, H nin bir parite kontrol matrisi oldugu kolaylhikla goriilir. As-
Iinda C deki devre kayds icin baglantilar 1 + 22 4 z3 + z* tarafindan diizenlenir.
Bir vektoriin ilk dort bilgi konumlar v — vg, v, v2 ve v3, v nin 5. konumu olan
v4 mod2 ye gore vg + vz + v3 iin toplami olarak verilir. ‘Bu, H nin ilk satnﬂmn,
~ C ye ortogonal oldugu durumunu ifade eder. v nin 6. ‘ve 7. basamaklar1 benzer
olarak H nin 2. ve 3. satirlan kullanilarak hesaplanir. Bu yontem bir devresel kod

ﬁrettigindén ilk baglanan devre kaydimin her yedi basamaktan sonra tekrar etmesi
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gerektigini gostermek zor degildir.

n: GF(q)Cn — GF(q)C,

- " t=1,2,.,n—1

fonksiyonu gozoniine alinsin. Bu fonksiyonun (r,n) = 1 ise bir cebir izomorfizmi
‘oldugu gosterilebilir. Yani 4 | .
1) ez +2%2) = (2" +272)" = (2" 4 27) = n,(z™) + e(a)
2) ge(air.zi?) = plirtiar = griv griz nr(xi,)_nr(xig)
dir. Ayrica n,, (1 = 1) dir. {n, : (r,n) = 1} fonksiyonlan kiimesi 7y, 7r, = Nr r,
iken bilegke islemi altinda otomorfizmalarin bir grubunu olugturur. Agikca n, gibi
bir fonksiyon bir minimal ideali ayn1 boyuttaki bagka bir minimal ideale goriintii-
ler. Buna denk olarak 7, bir s; € 3 (n) kiimesini bir s; kiimesine goriintiiler.
Burada |s;| = |s;| dir. Benzer bir denklik, minimal ideallerin indirgenemez iireteg
polinomlarinin terimleri cinsinden kurulabilir. Eger r birimselleri igeren s; kiimesi
icinde iSe, o zaman 7),, M; nin bir otomorfizmidir. Burada M;, s; ye kargihk ge-
len minimal idealdir. Buradan, herhangi bir i igin, r = ¢'(modn) ve ri,rz € s;
oldugundan n,,(M;) = n,,(M;) olur.
Ornek:
g=3ven=11olsun. 37 (11)’ in devirleri,
s1 = {0}
sy = {1,9,4,3,5}
s3 ={2,7,8,6,10} tiir.
Soyle ki mod11 e gore ve mertebesi 5 oldugundan
s1 = {0.9°,0.9,...,0.9*} = {0}
sy = {1.9°,1.9},1.9%,1.9%,1.9*} = {1,9,4,3,5}
s3 = {2.9°,2.9,2.92,2.9% 2.9*} = {2,7,8,6,10} tiir.
<
| 7r otomorfizmalarimin herhangi biri, cebrin birimini sabit tutar. Ny, keyfi bir
M idealini M' ye goriintiilesin. Eger e(z), M in iireteg idempotenti ise o zaman

ne(e(z)), M' niin ireteg idempotentidir. Genelde bir ideal bir ¢ok idempotent
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icerir. Fakat iirete¢ idempotenti, o ideal tizerinde bir birim gorevi goren tek idem-
potenttir..

Ni, GFQ2)z]/(z"+1)de {1,2,2%,...,2™1} deviriyle ilgili olan
gi(z) = 25! (z ~ a¥)

polinomuyla tiretilen maksimal ideal olsun. u ve v, n ile aralarinda asal olan tam-
sayilar ve u.v = 1(modn) olsun. 7,(N1) in {v,2v,...,2™" 1y} deviriyle ilgili olan
maksimal ideal oldugu gosterilsin. Bu devirle ilgili olan indirgenemez polinom aym

zamanda (v,n) = 1 iken n eksponentine sahiptir. u.v =1 iken
Mu(91(z)) = 1(2") = PN (e* — o? ) = IP5H (=" — o ™)

yazilabilir. (z — a?"?)|(z* — a? **) oldugundan 92(2)|nu(g1(z)) tir. Burada g2(z),
{v,2v,...,2™ 1v} devresine karsihk gelir. Buradan 5.(g1(z)), g2() ile iiretilen
: Né maksimal ideali tarafindan igerilir. 7, bir otomorfizm oldugundan 7,(N1)
bir maksimal idealdir ve Nu(N1) = Nz olur. Buradan eger M, ve M2 sirasiy-
la {1,‘2,22, s 271} ve {v,2v,...,2™ 1y} devirleriyle ilgili minimal idealler ise o
zaman 7,(M;) = M; olur. Her durumda 75,, bir idempotenti bir idempotente
goriintiler. |

Yukanda kullanilan devreler maksimum islidirler. M; ve M> aym boyutlu
e = 7 ilissline sahip iki minimal ideal olsun. Ilglh devirleri {a,2a,...,2'"1a} ve
{b,2b,...,2171b}  olsun. Bu devirler aym uzunlukludur. a=sh olmak iizere
(s,n) = 1 olacak sekilde bir s tamsayis1 vardir. Yukaridaki ispatla, n,(M;) = M,
elde edilir. Boylece eger M; ve Mg aym: boyutlu ve aym isli ise o zaman
na(My) = M, olacak gsekilde bir 5, otomorfizmas: vardur.

Tersine, M; ve M; minimal idealler olsun ve 7,(M;) = M, olacak §ekiide
‘bir 5, otomorfizmasi var olsun. M, s; = {a,2a,...,2""'a} deviri ile, M, de
83 = {b,2b,...,2'"1b} deviri ile ilgili olsun. M; ve M, nin ayn: boyuta sahip ol-
‘dugunu gdsteren 7, bir izomorfizm oldugundan bu devirler ayni uzunluga sahip
olmahdir. Yukaridaki aynm: yontemi kullanarak, 5, fonksiyonunun b_ir‘ kiimeyi di-
ger bir kiimeye goriintiledigi gosterilebilir. a = ub olarak kabul edilsin. s;, e;
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lissiine, s, de e, iissiine sahip olsun. Buradan o' =1 = (a*)*! elde edilir. Eger
(u,v) =1 (modn)ise va=>% (modn) ve a?®® =1 = a*"*1 = (a?)** olur.Bu

5 mertebeli olduguﬁu gosterir. Benzer gekilde e;es

“da ez nin e; i boldiguni ve a
oldugu gosterilebilir ve buradan e; = ey olur. Dolayisiyla sonug olarak eger bir 7,
otomorfizmi i¢in 7,(M;) = M, ise My ve M; aym tiisse sahip olmalidir.

Teorem 3.3.3: M, ve My, GF(q)Cp in minimal idealleri olsun. O zaman ancak
ve ancak 74(M;) = M, olmak {izere bir 1, otomorfizmi varsa, M; ve Mz aym
boyuta ve ayni iisse sahiptir. | '

Eger bu iki minimal ideal aym agirhik numaralamasina sahip ise izomorfiktirler.
Teorem 3.3.4: C; ve Cs, g1() ve ga(z) lireteg polinomlu devresel kodlar olsun.
O zaman C; € C; olmas: icin gyk g2(x)|g1 (:c) olmasidir. |
Ispat

C1 C C; oldugundan ancak ve ancak ga2(z)lgi(z) ise < g1(z) >C< go(z) >
olur. ‘ |
Teorem 3.3.5: 1+ z trete¢ polinomlu C' devresel kodu, n uzunluklu biitin ¢ift
agirlikli vektorleri igeren n — 1 boyutlu C kodudur. Ikili bir C =< g(z) > devresel
kodu, ancak ve ancak 1+ z, g(z) i bolerse sadece ¢ift agirhkh vektorleri igerir.
ispat:

1+ fireteg polinomlu C devresel kodunun boyutu n—1 dir. O zaman
(" -1) = (142)(14+z+...42""") oldugundan ve 14+ z+...4 " ! kendinin karst
polinomu olduéuﬁdan, CL,1+z+...+ 2" iireteg polinomlu bir boyutlu uzay-
dir. Sifir vektoriini ve biitiin bir h vektoriini igeren kod oldugu kolaylikla goriiliir.
Acikca, bir ikili vektor ancak ve ancak cift agirliga sahipse h ye ortogonéldir.

g(z) treteg polinomlu bir C' ikili devresel kodu ancak ve ancak 1 + z, g(z) i
bolerken C' C C ise sadece gxft agirhikh vektorleri igerir.

14z + «® iirete¢ polinomlu, 7 uzunluklu ikili bir C koduyla ilgili son 6rnek
gozoniine alindiginda bu kodﬁn tek agirbkli vektorleri igerdigi goriilir. Bununla
beraber (1 +z)(1+z+2%)=1+2%+ 23 + z* fireteg polinomlu kod, sadece ¢ift

'agirhkh vektorlere sahiptir ve C ‘tarafmdan kapsamr.
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Sonug 3.3.1: g(r) tireteg polinomlu bir ikili devresel kod, self—ortogonal ise o
zaman 1 + z, g(z) 1 bolmelidir. |
ispat:

Ikili bir self-ortogonal kodunda biitiin agirliklar cifttir.

Asagidaki teorem, z™ — 1 in ¢arpanlarina ayrilisgimin, bir devresel kodun self-
ortogonal olup olmadiginmin gosterilmesinde oldukg¢a yararh oldugunu agiklar.
Teorem 3.3.6: GF(q) tzerinde 2" — 1 = ¢g(z)h(z) olsun. ¢(z) ﬁfeteg polinomlu
bir C devresel kodu ancak ve ancak kh(z) in karsit polinomu g(z) i bolerse self-
ortogonaldir. |
ispat:

Bir C kodu ancak ve ancak C'* nin iirete¢ polinomu ¢(z) i bolerken C C C+
ise self-ortogonaldir. .

(z"+1) = (1+2)1+z+2*)(1 + 22 + 2?) oldugundan z3h(z"!) =1+ + 23
iken 1+z%+ 23 +2t ibolen 1422 +23 +2* = (1+2)(1 +r+ z3) iireteg polinomlu
kod self-ortogonaldir.

On Teorem 3.3.1: Ikili bir f(z) polinomu, ancak ve f(z) de sifirdan farkli kat-
sayilarla goriinen z kuvvetlerinin S kiimesi n i¢in cyclotomic kalan simiflarinin
birlegimi ise A4, de bir idempotenttir.

n = 7 i¢in cyclotomic kalan simiflari hesaplanirsa

Co = {0}
Cy = {1,2,4}
Cy = {3,6,5}

olur. Buradan tiim sekiz idempotent gorilebilir. Kod ve kodun boyutu icin ireteg
polinomlu olarak agagidaki gibi siralanabilir. Idempotentten sonra onun fireteg

polinomuyla iligkisi yazilabilir.
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Tablo 2:

eretec Polinomu Boyutu Uretec idempotenti-

gl(x) =142+ +224+2% 1 efx)= g1(x)

=l4+c4+2>+23+22 +2° + 25

@) =1 +2)1 42+ 2% 3 eé(a;) =23g(x) =14+ 2° +2° +2°
g(z) = (1+2)(1 + 2% +2°) 3 e@)=@)=1+z+2°+2*
ga(z)=1+2 6 eax) -i—eg(x) = (z + 2 + 25)g4(2)

=r+2+2° +at +2° 42
gs(z)=1+z+2° 4 ex) +ex(x) = zgs(z) = = + z* + 2*

gs(z) =1+2° +2° 4 efx) +‘cs(:1:) =2%gs(z) = 2> + z° 4 2°

7. idempotent ve kodu tiim uzaydir; 8. idempotent 0 dir ve kodu sadece sifir
~vektoriidiir. 7 uzunluklu her devresel kod bir iirete¢ idempotentidir. e (z), ez(z)
ve ez(z) belirli ozel idempotentlerdir. Ciinkii 1 = ei(z) + e2(z) + 63(2), b #7
ise ei(z)e;(r) = 0 dir ve her diger idempotent bu Gzel alanlarn bir toplammdir.
Goriildiigi gibi bunlar genel durumlann belirli drnekleridir.

Simdi f;(x), fi(z) harig biitiin ¢arpanlann ¢arpim olmak tizere

" —-1=(z - l)fl(a:)fk(z)

olsun.

Tebrem 3.3.7: fi(z) ler indirgenemez olmak iizere, z” — 1 = (z — 1) f1()... fa(z)
olsun. O Zaman bir C devresel kodu, ancak ve ancak f;(z) veya (x/—-\l) gibi iireteg
polinomuna sahipse bir minimal idealdir.

Teorem 3.3.8: Belirli bir n i¢in, k tane cyclotomic kalan simfi olsun. O zaman 2F |
tane ikili devresel kod vardir. Bundan bagka n bir p asali olsun ve 2™ = 1(modp)
olacak gekilde m en kiigiik tamsay: olsun. O zaman cyclotoinic kalan simiflanmin
k — 1 tanesi m elemana sahiptir ve bir tanesi bir elemana sahipﬁr. fi ler indir- -
genemez olmak izere, z? — 1 = (z — 1) fl.;. fx—1 ise o zaman her f;, m. dereceye

sahiptir ve < Z — 1 > harig, her minimal ideal m bbyuta sahiptir.
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ispat:

Eger k tane cyclotomic kalan sifi varsa, o zaman 2F tane idempotent hesapla-
nabilir ve herbiri bir devresel kod iiretir. Eger n Bir p asali ise, o zaman {0} harig
her cyciotomic kalan simfi m elemana sahip olmalidir.

s2! = 527 (modp) oldugundan 2 = 2/ (modp) = j—i = m(modp) = j—i, min
bir katidxr. 2% tane devresel kod oldugundan, z? — 1, k tane indirgenemez carpana
sahiptir ve bunlardan bir tanesi z — 1 dir. Bundan baska her ¢arpan < fi(z) >
minimal idealinin boyutu olan m. dereceye éahip olmahdr. |

Benzer bir feorem, GF(q) tizerinde asal uzunluklu kodlar icin saglanir. Soyle
ki, devresel kodlarin boyutlar1 ve sayilan cyclotomic kalan smiflanmn biiyiiklik-
lerinden ve sayilarindan hesaplanabilir.

Eger e(z) idempotentiyle verilmis bir devresel kod varsa siiphesiz, dual kodun
 idempotenti bili‘nmek istenir.

Teorem 3.3.9: 2 — 1 = g(z)h(z) olsun ve C, ¢g(z) trete¢ polinomlu ve e(x)
iirete¢ idempotentl bir devresel kod olsun. O zaman h(z) firete¢ polinomlu kod
1 — e(z) ireteg idempotentine sahiptir ve C L 1 —e(z~?) iireteg idempotentine
sahiptir.

ispat:‘

g(z), C nin firete¢ polinomu olduguna gore, h(z) in karsit polinomu, C L niin
iirete¢ polinomudur. Yani h*(z) = z*h(z~!), C* in direte¢ polinomudur. -
1 — e(z), h(z) in iiretec idempotenti olduguna gore 1 — e(z™*) de h*(x) in treteg
idempotentidir. e(z) € C olduguna gore ve A, de e(z)(1 - e(z)) = 0 oldugun-
dan l—e(z) eCt=>1-¢z)) € C"L olur. F[:c] de z" — 1 = g(z)h(z) ve
OBEB(g(z), h(z)) = 1 oldugundan F[z] de |

1=a(z)g(z) + b(z)h(z) (*)

olacak gekilde a(z) ve b(z) polinomlan vardir. 1 — e(z) = b(z)h(z) olduguna gore
(*) 1 b(z)h(z) ile carparsak A, de | |

Ke)h(z) = a@)a(@MA() + B (@) = P (2)
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olur.’ c(z) = d(z)h(z) olgun. (*)1¢(z) ile garpa}‘sak Flz] de

o(z) = a(z)d()g(2)h(z) + Hz)e(z)h(z)

olur. Buradan A, de ¢(z) = b(x)c(z)h(z) olur. Boylece c¢(z) = (1 — e(x))e(x)
elde edilir. Bu da 1 — e(r) in h(z) iirete¢ polinomlu kod icin bir birim oldugunu

gosterir. Dolayisiyla 1 — e(z™!) de C'* i¢in bir birim olur ve C1 yi {iretir.
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BOLUM 4

4. DEGISMELI KODLAR

Devresel bir kodun sonlu bir cisim {izerinde bir devresel grubun grup cebrinde
bir ideal olarak yorumlanablld1g1 bilinmektedir. Idealleri daha genel grup cebir-
lerinde ele almak dogal bir sonugtur. Grup olarak degismeli gruplar gozéniine
alinabilir. .

C)ncelikle degigmeli ( abelyén) kodlar: aragtirabilmek icin gerekli olan temel bil-
giler verilmelidir. Cisim olarak binary cismi segilecektir.

pi ler birbirinden farkh olmalar1 gerekmeyen, asallar olmak uzere,
G = Cpl &1 XCP2,2X"'XCP§’E

seklinde devresel gruplar cinsinden, ¢arpanlann sirasindan vazgegcildigi takdirde,
bir tek gekilde ¢arpanlara ayrilan n. mertebeden degismeli grup G olsun. Burada
Cpisi =< a; >, a; ile iiretilen p;*" mertebeli devresel gruptur. Ayrica keyfi bir
sonlu grup icin indirgenemez gosteriliglerin sayisi onun eglenik simflarinin sayisina
esit oldugu bilinmektedir. Boyutu 1 olan biitiin gésteriligler indirgenemezdir. O
halde birimin eglenik simifim C; = {1} olarak, her g € G igin p;(¢g) = 1 i birimin
gosteriligi ve her G grubunun bir indirgenemez gosterilisi olarak almak uygundur.
Degigmeli gruptaki her eleman, kendinin bir eglenik sintfimin icindedir. n. mertebe-
den degigmeli grupta n tane é§1enik sinif oldugundan, indirgenemez gosteriliglerin
sayisi n olur. Bu gosteriliglerin hepsinin de, birimin n. kokiini igeren bir cisim
tizerinde dereceleri birdir. Sézii edilen cismin karakteristiginin n i bolmedigi kabul
edilmektedir. @ '

Simdi G, n. mertebeden keyfi bir grup olsun ve {&;,i = 1,...,s} kompleks
sayilar kiimesi iizeﬁnde G nin indirgenemez karakterlerinin bir tam kiimesi kabul

edilsin. O zaman

@) 3 ®;(CX(C) =nb;e 5  a=ICl , Ci=i. eglenik sif
: =1

(i) g FA(CHXACh) = 265
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ortogonallik Baﬁmtxlahna sahip olunur. Ayrica G nin bir X' karakterl ancak ve
ancak i X (CX (C,) = n ise indirgenemezdir.

G n'i;l degigmeli olmast halinde bir indirgenemez gosterilis ile bir indirgenemez
karakter arasinda hig bir fark yoktur. Ozel olarak G nin X; ve Xj indirgenemez
gosteriligleri X;X; gosteriligi ele ahnsin. Bu XX gosteriligt

(X:X5)(g9) = Xi(g)X;(9)

seklinde tammlamr. Grubun degismeli ve boyutunun 1 olmasindan dolay: bu bir
gosteriligtir ve indirgenemezdir. Sonug olarak indirgenemez bir karakter olur. De-
gismeli bir grubun indirgenemez karakterleri, birimi esas (principal) karakter olan
bir de§i§meli grup olugturur. Bu grup G* ile gosterilsin. Yukarida elde edilen
sonuglar grubun degigmeli olmamas: halinde gecerli degildir.

G* grubunun G grubuna izomorfik oldugu gosterilirse (ki oyled1r), karakter-
leri tamsayilarla etiketlemek yerine grup elemanlanyla etiketlemek miimkiindiir.
Eger G grubunun elemanlarinin mertebelerinin en kiiglik ortak kat1 m ise o zaman
indirgenemez bir karakter G den GF(2) nin bir geniglemesi tarafindan kapsanan
birimin m. kokleri i¢ine bir homomorfizm olur. G nin dekompozisyonundaki dev-

resel gruplarin iiretegleri iizerinde X,; karakteri ,
Xai(a"):xi, ’ Xai(aj) =1 7‘ ]#Z

seklinde tamimlansin. Burada r;, birimin p;* inci ilkel kiikﬁdiir. Yukaridaki in-
dirgenemezlik kriteri uygulandiginda bunun ger¢ekten G nin indirgenemez bir ka-
rakteri oldugu goriilir. Sadece G* ¢arpim grubu ile ilgili olundugundan karakter
denince indirgenemez karakter oldugu diigiiniiliir. Daha agik bir anlatimla, G nin
iki indirgenemez karakteri (gosteriligi) X; ve X ise X;+ &, Xi®X; dolaysiz toplam
g65terili§inii1 karakteri olur. Fakat bu tiir karakterlerle ilgili olunmayacaktir.

G* in keyfi bir elemam X ve

Xa)=a; , 1=1,..,s
olsun. a; nin mertebesi p;* oldugundan

X(ai)l’-"" - X(af‘”) —X(1)=1= af‘“
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olur ki buradan birimin p;* inci kokinin «; oldugu sonucu elde edilir. O zaman

- uygun bir k; tamsayis: igin
X(a;) =«f

yazilabilir. Herhangi bir g € G i¢in

h 1

g =ayay.. a"

olup

X(g)—HX ")—H Fh *HX J(ai)

i=1
yazihr. Buradan G* daki keyfi bir karakterin Xa‘.,z =1,...,s "temel” karakterleri-
nin bir ¢arpim olarak yazilabildigi sonucu elde edilir. Buradan .

f: GG
g= ai‘a2 a — X;‘IX;; X" =X,
fonksiyonu akla gelir ki, grup degismeli oldugundan dolay1 G den G* a bir homo-
morfizm olur. Tamimdan 6rtenlik ve 1-1 lik hemen goriilmektedir. Su haldeb G ile
G* izomorfiktirler. Sonug olarak G* n elemanlar1 G nin elemanlarn ile etiketlene-
bilir. Bu
XgXn = Xgn

bigiminde yapihr. 7
Bir gruptaki karakterlerin ortogonalligi kavram grubun degigmeli olmas: ha-
linde
IGI =n , h=1 ise
> &h) = { , digfer halde

X,€G*
- ve ' :
: Z X,(h) = { IGl=n , g¢g=1 ise(yani ) esas karakter)
g ‘diger halde
A heEG ide
- haline doniigtir.

G nin elemanlan ¢g; = 1,93, ..., gn seklinde siralansin. O zaman (7, j) elemam

| X,,(g:) olan A karakter matrisi tanimlanabilir. Ortogonallik bagintisindan

AT = nI,;
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sonucuna varilir ve buradan A singiiler degildir.

Terki caligma igin, bir grup karakteri kavramini cebirdeki bir karaktere agag:-
daki yolla genigletmek uygundur. X € G*, G nin bir karakteri olsun, o zaman
a € GF(2)G ve a = ZG:agg olmak iizere X(a),

X(a)=X() agg)=) a,X(g)
G G

olarak tammlanir. G degigmeli kabul edildiginden, X’ nin gergekten GF(2)G ceb-

rinin bir gosteriligi oldugunu kontrol etmek kolay olur. Boylece
X(af) = X((D_ aen)D Bog) = X(Y_ag)X(D_Be9) , X €G*
G G G G
ve ozel olarak
X(a®)=x%a) , X€G , acGF(2)G
olur. X, X, € G* i¢in
Xyi(g)xgi(h) = Xgi(gh) s 9, h € G

()%, (9) = Koo (9)

blduéu dogrudur. Genel olarak
Xgi(g)xyj (h) = Xy;g,- (gh)

oldugu dogru degildir. B6ylec’e farkh ild Xy, Xy, € G™ karakterleri icin genel

olarak :

Xy, (Z ag9) Xy, (2 Be9) # Xgig; ((Z ayg)(z Be9))
G G G G

olur. _

, Deéigmeli kodlar i¢in gerekli oldugundan yaribasit grup cebirleri hakkinda bazi
temel bilgiler verilmelidir. Cismin karakteri 2 kabul edildiginden G nin mertebesi,
aksi sdylenmedikge, tek say (n) kabul edilebilir.
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Bu yaribasit hal i¢in grup cebn,

GF(2)G = @ M;
' i=1

geklinde ifade edilebilir. Burada i = 1,...,r olmak tizere M; ler birer (tek) minimal
ideallerdir. Dahas:
l=e+...+e , €= 6,']'6]‘

ve

M,‘ - GF(Q)GC;

seklinde karsibkli olarak (ikiser ikiger) ortogonal e;, 1 = 1,...,7 idempotent,leri
mcvcﬁttur‘ '
Sozkonusu cebri elemanlan a, 3, ... ile gosterilsin.
o; = Z g , i=1,..,¢
gES;
elemanlan GF(2)G de idempotenttirler.

On Teorem 4.1: Eger a = }_ a,g ise 0 zaman
» G

oy == 3 Xple)Xf(g™)
feGc

olur. Tersine eger

ay = Y Auita(s™)

. heG
ise o zaman Xj(a) = B olur. Béylece h, G de bulunurken X,(a) degerlerinin

kﬁmesi tek bir a y1 belirler.
ispat:‘

a= XG: a9 olsun ve

Y H()ti(g™) = Y [Z amm} Xi(g™)

heG - heG | feG

=Y [): Xh(fwg—‘)}

feG heG

=) as(nésy) = nay

feG .
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toplamui ele alinsin. Tersine

1 1
Qg = n Igcﬂh)(h(g )

oldugu diigiiniilstin ve istenilen

Xn(a) =) agXa(g) =) [% > ﬂfo(g_l)} Xu(g)

g€l g€G fea

=235 Y (e )lo)

feag geG

SO TD WEAGRTAL)

JFea geG

= L3 Byndg) = B

feG
ifadesi ele alinsin. Boylece eleman {izerindeki karakterlerin degerleri tek bir ele-

man; belirler.

Teorem 4.1: G,

G = Cp1x..XCps1 XCps2X.. XCpom-1XCpom X.. XCpom
biciminde degigmeli bir p-grup olsun ve KarGF(q) = p olmak tzere R, GF(q)G
grup cebrinin radikali olsun. O zaman RJ kodunun uzakhg

1<7<s51(p" =)+ ... +sm(p’™ =1)

olmak tizere

d(R?) = IGI , =" —1)+..+sm(p™™ — 1) ise
dG) , 1<7<s(p =1)+ ..+ sm(p® —1)ise

formiiliyle verilir.
Ozel ha,l i¢in G = C" iken, grup cebrindeki ideallerin uzakliklar i¢in verilen
formiiller bunun iginde kapsamir. ‘

Bu teoremin diger 6zel bir hali

G = CpxCpx..xCp , (s—defa)
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iken gortliir.
j=(@-Dk+r , 0<r<p-1 , 0<k<s iken

dR)=p*(r+1) , 1<j<(p~1)s

olur. p = 2 = ¢ iken bu formiil
dR)H=2" | 1<I<s

geklini ahir. Buradan bu kodlarn kolayhkla. Reed-Miiller kodlar oldugu goriiliir.
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SONUCLAR

Devresel kodlarin yapisinda 2™ — 1 polinomu bir anahtar iglevi gormektedir.
Bu polinomun ¢arpanlarina uygun bir sekilde ayrilmas: sayesinde devresel kodlar
kurulmaktadir. Ayrica devresel bir kod bir ideal olarak ele alindiginda, en kuciik
dereceli monik polinom bu idealin tireteci olmaktadir. Devresel kodun dualinin de
devresel oldugu g;iir{ilmekitedir. Devresel kodlarin boyutlar1 ve sayilar, cyclotomic
kalan simiflarimn biiyiiklitklerinden ve sayilarindan hesaplanabilmektedir.

Degismeli kodlar, devresel kodlar bir ideal olarak ele alindiginda, bu idealleri
daha genel grup cebirlerinde ele almak amaciyla kullamlmaktadir. Cisim binary
cisim se¢ildiginden karakteristigi 2 dir. Buradan degigméli kédlarm kolayhkla Re-

ed-Miiller kodlara d6niisebilecegi gorilmektedir.
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