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OZET

Tezimde, sayisal analizin 6nemli konularindan olan Spline Fonksiyonlari’nin,
Iki-Boyutlu Kiibik Spline konusunu aragtirdim.

I. Bolim’de, Kiibik Spline fonksiyonlari ve bunlarin elde edilisine iliskin
agiklamalar yer almaktadir.

Spline yaklasgimindan yararlanabilmek i¢in kullanilacak apsis degerlerinin artan
bir sirada olmasi gerekmektedir. Tezin II. Béliim’linde de apsis degerlerinin artan
olmamasi halinde kullanilabilecek bir yontem anlatilmaktadir.

iki-Boyutlu Spline fonksiyonlarinin temelini olusturan [ki-Kat Kiibik Spline
konusu III. B6liim’de anlatilmistir.

Iki-Boyutlu Spline fonksiyonlar ile ilgili genel tamim ve ifadeler IV. Béliim’de

verilmistir.

V1. Bélim’de verilen Spline hesaplama programaina ait uygulamalar V.

B&lim de verilmistir.

Spline fonksiyonlarinin hesaplanmasinda yapilmasi gereken bazi rutin
hesaplamalarin elektronik hesaplayicilar tarafindan yapilmas: bilyiik zaman kayiplarini
ortadan kaldiracaktir. Bu nedenle, VI. Bélum’de, Spline yaklasimimin daha hizli ve
kolay bir bigimde hesaplanmasini saglayacak bir Spline hesaplama programi

eklenmistir.



SUMMARY

In my thesis, [ have researched Two-Dimensional Cubic Spline under Spline
Functions which is important subject of the numerical analysis.

In the first chapter, there are Cubic Spline functions and their explanation while
their obtained.

In order to make use of the spline approximation the values of abscissa should be
in increasing order. On the other hand; in the second chapter also a way is explained to
use in the situation where the values of abscissa is not in increasing order.

The subject of Doubly Cubic Spline which is the base of Two-Dimensional
Spline is mentioned in chapter three.

The definition and expressions of Two-Dimensional Spline functions are
indicated in the forth chapter.

The applications of Spline calculation program that is given in chapter six are

given in chapter five.

It will eliminate the waste of time to calculate some routine calculations by
electronic calculator during the calculation of spline functions. Because of this reason,
in chapter six a spline calculation program is added which will cause spline

approximation to be calculated fast and easily.



BOLUM |

KUBIK SPLINE FONKSIYONLARI

1.1. Girig

Spline fonksiyonlarinin konu olarak genel baglama noktasi Kiibik Spline
Fonksiyonlaridir. '

Spline fonksiyonlar1 1ile yaklasimlarda elemanter islemlerin  algoritmik
diizenlemelere olanak vermesi bu yéntemin etkinligini artirmaktadir.

Bu béliimiinde spline fonksiyonlari’nin temel denklemleri verilmistir.
Spline fonksiyonlarinda, a < x < b araliginda

Ara=xy<x, < <xy=b
apsisleri ile bunlarin
Y:yosVises Yy

ordinatlarinin olusturdugu ag ile béliinmesinden olusan altbolimler g6z 6niine alinur.
Kendisi, birinci ve ikinci tiirevleri [a.b] aralig1 {izerinde taniml ve siirekli olan,

her x _ <x<x, (j=L2...V) altarahfinda kilbik olan ve S§,(Y;x)=y,
(/=0.1.....N) kosulunu saglayan S (x) ya da S,,(x) seklinde gosterilen S,(Y;x)

fonksiyonunu aramaktayiz. S,(¥;x) yada S,(x), A agina bagli spline yada A iizerinde
spline denir. Bu fonksiyon ag bolgelerindeki y, degerlerine yaklasim fonksiyonudur.

S\ (a+) = S (b-) (p=0,1,2)

kosulu saglanirsa spline fonksiyonuna (b —a) periyodunun periyodigi denir.



1.2. Kiibik Spline Fonksiyonu’nun Elde Ediligi

Sekil 1

Sekil 1°deki DD, dogrusunun denklemi

X=Xy _ X =%

Y= MW

dir. Bu ifadeyi diizenlersek;

=)z =x0) = (¥ =1,)

(x"xo)yl "(x"xo))’o = (xl — X%

(x"xo)J’] “(x_xo)}’o +(x1 "xo)}’o =(xx — %
(x"'xo))’l +(x, —x)y, = (xl ~ Xy
L) Gew)

T (xmxg) ()



elde edilir. Bu DD, arahiginda da fonksiyonumuzu

S(x)=ax’ +bx+c
seklinde bir kiibik spline fonksiyonu ile ifade edecegimiz i¢in S”(x) fonksiyonunun,

(1.2.1) denklemi ile ifade ettigimiz y fonksiyonuna esit olmas1 gerekir. Bu durumda

(o) )
(xi"xi-l) i (xi—x:—l) I

S'(x) =

olur.
Si(x,) ifadesini M, momentleri ile diizenlemek geleneksellegmistir. Bununla

beraber buradaki A/, momentleri gercek hayattaki kirigin momenti degildir. Boylece

[r 15X ] arahiginda s, = x, — x,, olmak iizere ikinci tiirevin lineerliginden ‘

Si(x)=M_, v, iy (1.2.2)
X)= +1 L.
y - h, hj.

mevcut olur. Simdi bu fonksiyonu iki kez integre edip, integrasyon sabitlerini

hesaplayalim,
S(x) L Y
X)= /
y h,/ h/
(e, =x)  (x=x)
Si(x)=-M_— M, — +c,
= =Y
3 3
( - ) (x_x/—l)
S,(x)=M + M +c X+,
6h, T 6h
S.(x)=y (i=0,1,2,...,n~1) oldugundan

SA(xf)z Y, = ‘WH ~




diizenlersek

b

y, = MJ—6’—+clxj +c,

2

_ '/
Yia —»A/[j_l ——6 +ox,, +6

ifadelerini elde ederiz. Bunlar kullanarak ¢, ve ¢, sabitlerini su sekilde bulabiliriz;

¢, igin;
K
(yj—yj—l)=—6j-(Mj—Mj-l>+cl(xj-xj—|)
-y, h
¢ = (Y, h_yj l)_zj(M/ —MJ—I)
J .
¢, igin;

n
= - R -
VX, =YX, —(ijj_l Mj_,xj) < +r:2(xj_I xj) |

elde edilir.
Yukarida bulunan ¢, ve ¢, degerlerini de (1.2.3) denkleminde yerine yazip

diizenlersek,

(x, —x)’ (x-x_) M_h\x -x
Six)=M_ i L T by 0l
(=M /' 6h YT g h,

/ a

M/hj X=X,
i SO

J

(1.2.4)

ifadesini elde ederiz. Bu ifade aradigimiz Spline fonksiyonudur. Burada M, ve M

bilinmeyenlerdir.

—-—-—-—(x/ — ) + M,
2h Y h 6

/ J

x-x_) - M~ M
Si(x)=-M y E5a) PV Mim ML



v

J-1 J J+1 J+2

Sekil 2

Sekil 2’de de goriildiigii gibi x, noktasinda S, (x) ve S, (x) fonksiyonlan ve

bunlarin tiirevleri ayni degeri alir.
x, noktasinda 1.2.5 ifadesine sagdan ve soldan yaklasirsak

h h Y, =Y
Si(x,-)= EI M, +—3’- M, +—17-'—‘,

)
' (1.2.6)
h, h Via =y
Sy +)=——2bpp =220 Ay LML
Lx,+) s Mimme M n,

1.22 ve 1.2.4 ifadeleri 1gi3inda SY(x) ve S,(x) fonksiyonlanmn [a,b]
araliginda siirekli oldugu anlasilir. S{ (x)’in siirekliligini 1.2.6 ifadesinin yardimiyla
h h +h h I R el

T M ELM + ’6*‘ My === — (1.2.7)




kosulu verir.

Periyodik spline fonksiyonu igin 1.2.7 esitligi (j=1,2,...,N~1) aym anda
M,, M,,..., M, niceliklerini iceren N -1 tane denklem verir. Bu durumda 1.2.7
esitliginin j = N i¢in de gegerli olmasim isteriz. Burada y, =y,, M, = M, dir ve
Yyu =V, My, =M, h,_, = h olacag: gérilmektedir.

Periyodik olmayan spline fonksiyonu i¢in, N +1 tane M,, M,,..., M,, niceligini
belirlemek icin ek olarak “simir kosullan”m belirlemek gerekir. S (a)=y, ve
S1(b) =y} i¢in 1.2.6’dan

6( -y 6 Yy = Vu-
AM + M, =—| =0y | M, +2M,=—|y, —<N N1
0 1 hl[ h J’o) N N I ()’N h,

iligkilerini elde ederiz. Bitis noktasindaki temel yerlestirmeye baglhi olarak M, =0 ve

M, =0 alnr.
My~AM, =0, 1>4A>0

kosulu, x_, =(x,—Ax,)/(1-1) temel desteklemede yerlestirmekle aymdir ve
x_, £ x £ x, deki biitiin egrilerin, kiibigin yay: olmasim gerektirir. 1’mn genel se¢imi ;

dir.
Genelde bitis kosullan ile ilgili olarak uygunluk i¢in

DM+ A M, =d,, pyM,, +2M,=d, (1.2.8)

formunda yazilir.

h

il

A =
Coh+h

cu,=l=-A (j=1L2,..,N¥=-1)

!

notasyonlarin olusturalim. 1.2.7 stireklilik gerektirmesi

Gy =) B l=[0, =520 4]
h +h,,

u M +2M A M = 6[ (1.2.9)

seklini alir.



Periyodik olmayan spline fonksiyonu i¢in, 1.2.8 ve 1.2.9 denklemleri, 4,

(j=12,...,N -1) 1.2.9 denkleminde esitligin sag tarafin1 gistermek lizere
[2 4, 0 0 0 o M ] [d4d]
4 2 A4 0 0 0 M, d,
0 0 M,

LR N

0

o
o .
(]

seklinde yazilir.

- My,
0 0 Hua 2 Ay || My, dy_
. 0 0 O 0 My 2 1L M, 1L dy i

(1.2.10)

Periyodik spline fonksiyonu igin tamimlanan denklem M, = M, ve
Ay =h/(hy +h), uy =1- 1, olmak iizere

2 4 0 0 0 0 M, 1 d,
My 2 A, 0 0 0 M, d,
0 p 2 0 0 M, d,
: : : : : : =| (1.2.11)
0 0 0 20 Ayn 0 WML ldy,
0 0O My 2 Av | My dy.,
L 0 0 0 0 Hy 2 A MV L dy d

olur.
Bir ¢ok uygulama igin, m, = S{(x,) egimleri ile ¢alismak M, momentleri ile

¢alismaktan daha uygundur. Burada [x 10X ]} {izerinde

S\(x)=m_, (x,~x)(x-x,,) . (x-x}@l); (x,~x)

hZ J h]

(x, —-x)z[2(x—x1,l)+h,] oy (x—xj‘,)z[Z(x/ —-x)+h]]
h3 ) hj

J

(1.2.12)

V)

3



(x, =x)(2x,_, +x, -3x) -m (r—x, J)@2x, +x,, -3x)
J

Si(x)=m, L
T G
(1.2.13)
#2226 —xy(x-x, )
h/
denklemlerini elde ederiz.
Bundan baska, ikinci tiirev
X, - 2 -
§7(x) = -2m 2xj X, 3x —om X, X, 3x
A J=1 2 J 2
hJ hJ
(1.2.14)
+6ﬁ7y-f—‘—‘(xj +x,,-2x),
j
formunu alir, 8yleyse x, ’nin sag ve sol limitleri asagidaki sekildedir:
2m 4m -
S;'(x/ )= i + / _6 Y, zyj'l 4
h, h, h;
(1.2.15)
Si(x,+)=~- Ml = 2 +6y’*' s
st 2
i h/+l hj+l hj+l
X, ‘de (j=12,...N-1) S{(x)'nin sureklilik kosulu kabul edilir. Bu
gerektirmenin sonuglarn
L, +2[—1-+——)m, b =3 32 T (g 46
h, h/ .1 hj+l h/ hf+l
ya da daha uygun formda
A2, g, = 32, T 3y D (1.2.17)
] 1 +1

seklinde ifade edilebilir.

Periyodik olmayan spline fonksiyonu igin sistemi, buna gére, 2m, + u,m, = ¢,,

A¢my_ +2m, =c, olmak lizere



(2 oy, 0 - 0 0 0 m 1 [ e ]
A 2y 0 0 m, ol
0 A4, 2 0 0 0 m, c
: =|.: (1.2.18)
0 0 2 ppn 0 fimy, Cros
0 0 0 Ava 2 Myl | My Cnal
R 0 0 Ay 2 my | Len ]
dir.
¢, (j=L2,..,N-1) nicelikleri, 1.2.17 denkleminin sag tarafini ifade
etmektedir.
Periyodik durumda denklem,
(2 4 0O - 0 0 0T m 1 ¢]
A, 2 0 0 0 m, ¢,
0 4, 2 0 0 0 m, c
= p ¥ o= f (1.2.19)
0 0 O 2 Uy, 0 {imy, Cn-2
0 0 Ano 2 Huoy || My Cna
L0 0 0 Ay 2 I me | Lew |
olur.

Siir kosullari, M, ye gore asagidaki gibi simflayabiliriz:
x =a’da;

@) 2My+ M, =—,f]—(—yi—;—¥ﬂ—ya),

(if) 2 M, =2y,
(i) 2M,+A,M, =d,,

x = b’de; (1.2.20)
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G M, +2M, =]y e |
Ay h,,

(i) 2M, =2yy,
(i) uyMy_+2M, =d,,

ve m,’ye gore;

x=a’da;
() 2my =2y,
(i)  2my+m = 33‘—;—)"’——-%%,
(iit) 2my +uym, =c,,
x =b’de; (1.2.21)
(i) 2my, =2y,
2 ’ h
(if) My +2my =32 -Zyu.
hy 2

(iiiy Aymy_ +2my =cy,

Burada y,' ve yy, spline fonksiyonunun ikinci dereceden tiirevinin araligin sinir

noktalarindaki degerleri olarak kabul edilmistir. Bundan baska bu iki kiime aym sekilde

Hy = 4(1= Ag)/ (4= 4), Ay =4(=p)/(4=py),

2-Ay y - hy, - -y,
- dohy +6 AN =W , ¢y = 4di#.\ +6i—z‘v Yy hyN_l
N ¥ v

Cd-A, 44, A

kosullarini saglar.

1.3. Genellestirilmis Spline Fonksiyonu

Genel olarak,

L=a,(x)-D"+a, (x)- D" +--+ay(x) (1.3.1)
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seklinde tamimlanmig bir L lineer diferansiyel operatdrii olsun. Burada her
a,(x) (j=0,1,...,n), C"[a,b] de yer almaktadir ve a,(x), [a,b] iizerinde mevcuttur.
L *, L ’nin formal bileskesi olsun, dyle ki,

L*=(-1)"-D{a,()}+ ()" - D" Ha, ()} =D{a ()} +a,(x). (1.3.2)

Eger Aia=x,<x,<<x,=b, [a,b] lizerinde bir ag ise S,(x) fonksiyonu, A’ya

bagl, %" (a,b) de yer alan ve A’min her agik aralifinda
L*LS, =0 (133)

denklemini saglayan & (0 < &k < n) eksikli genellegtirilmis spline fonksiyonudur.



BOLUM I

GIFT SPLINE UYGULAMA

1.1. Giris

Bilindigi gibi spline yaklasimimin uygulanabilmesi i¢in kullanilacak apsis
degerlerinin artan bir sirada olmasi gerekir. Yani bir [a,b] aralig: ele alindig1 zaman

Ara=x,<x, < <xy=b

olmak durumundadir. Bunun diginda bir durum sé6z konusu oldugu zaman, yani
kullanilan x degerleri artan bir sirada olmadifi zaman I. Bolimde anlatilan spline
yaklasimini kullanmak mimkiin degildir. Bu ylizden, x degerlerinin artan olmadig

durumlar i¢in su yontem onerilebilir;

2.2. Cift Spline Uygulama

Verilen x degerlerinin dedisiminin, bir f fonksiyonuna. y degerlerinin degisiminin
de bir g fonksiyonuna bagh oldugunu disiinelim. Bu durumda f ve g fonksiyonlarinin
ayr1 ayn spline yaklasim fonksivonlarint elde etmemiz mimbkiindiir.

Apa=t, <t <<ty =b (2.2.1)
Ayic=5, <8, < <5y =d (2.2.2)

(2.2.1) ifadesi ile verilen [a,b] araliginda artan bir ¢ ele alalim. Aynca (2.2.2)
ifadesi ile verilen [c.d] arahdinda artan bir s ele alalim (Burada s ve ¢ 'nin artimlar ne
kadar kiiciik olursa vaklasim o kadar iyi olur). Bu durumda [a,b] aralig1 boyunca ¢
degiskenine bagli bir x= f(r) fonksiyonu mevcut olur. Aym sekilde [c,d] aralig

boyunca s degiskenine bagh bir y = g(s) fonksiyonu mevcut olur. Bu durumda f(¢)



-13-

fonksiyonuna yaklasim olarak S, (#) spline fonksiyonunu elde ederiz. Aym sekilde
g(s) fonksiyonuna yaklagim olarak da S, (s) spline fonksiyonunu elde ederiz.

Bulunan bu iki spline fonksiyonu kullamlarak [a,b] araligindaki gergek
fonksiyonun degerlerine yaklasimi bulmak miimkiindiir. Buradan da anlasilacag: gibi
esas yaklasim fonksiyonumuz y = ¢(x) ise, burada x = Sy, (1) ve y= SAZ (s) olacaktir.
Elde edilecek olan [x,y] ikilileri ¢ fonksiyonunun yaklagim degerleridir. Bu konuyla

ilgili uygulama 5. Bolim’de mevcuttur.
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BOLUM I

iKi KAT KUBIK SPLINE

3.1. Giris

Su ana kadar anlatilan spline teorisi bir-boyutlu idi. Bu bsliimde anlatilacak olan
iki kat kiibik spline, iki-boyutlu kiibik spline fornksiyonlarinin temelini olugturmaktadir.
Iki-boyutlu kiibik spline fonksiyonlarimin daha genel teorisi IV. Boéliim’'de
anlatilmaktadir.

Bir diizlemin #:a <r < b;c < s <d seklindeki dikdortgen bolgesi verilmis olsun.
Eger Ajja=t, <t <--<t,=bve A:c=5,<s <--<s5, =d gibi iki boyutlu aglar ele
alirsak, £, =(¢,,s,), #'yi

>y

Aot St<t;s _<s£s (i=0.2,..N; j=12,...,. M
gt 1991 J

altdikdortgen ailelerine bolen olmak iizere iki-boyutlu ¢oéziimleme ag1 7= {P }
(i=0,1,...,N;j=0,1.., M) dir.

A lzerinde ve z 'ye gore basit iki kat kiibik spline fonksiyonu S (z,s) (1) &
dikdortgeninde ¢ifte kiibiktir ve (2) tek de@iskene gore n. dereceden kismi tiirevini
hesaplamak igin r tane diferansiyelden fazla gerektirmeyen siirekli &2 {izerindeki f(¢,s)
fonksivonlarinin ailesi C”(57) olmak iizere C; (R) 'nin elemamdir.

Spline fonksiyonlarinin [. Tip gosterimi, spline fonksiyonlarimn tanim degerleri

olan asagidaki kismi tiirevleri igerir;

s )
(a) 5_%,_ {R,}noktalannda (i=0,N;j=0,1...,M)
124
b S, {P} noktalarnda (i=0.1....,N;j=0,M)} G.1.1)
(2 .
A o
(¢) <==. {P } nokualannda (i =0.V;j =0, M)
cltos J




-15-

S.(t,5)’yi gostermek igin difer parametrelere ihtiyag vardir, bazen bunlar

belirlenemez, fakat z lizerindeki interpolasyonun spline fonksiyonu i¢in, z’nin ag
noktalarindaki S, (¢,s)’in degerleridir. Benzer sekilde II. Tip gosterimi de spline

fonksiyonun asagidaki tanim degerlerini igerecek sekilde belirlenir.

(a) %, {P,j} noktalarinda (i=0,N;j=0,1,..., M)
by L5a {P} noktalarinda (i =0,1,...,N;j =0, M)} (3.1.2)
4
(¢) &fz ;’;2 , {PU.} noktalarinda (i=0,N;j =0, M)
3.2. Coons Yiizeyleri
Coons [1964] FHaltibycss<d dikdortgensel alanim

F b SESE;Ss, S5 (i=12,...,N;j=12,..., M) altdikdortgenlerine bolerek
bir metod gelistirmigtir. Sonra her & ; i¢in bir S(¢,s) ylizeyi tammlamigtir. Bu S(¢,s)
yiizeyi, R ’yi R, altdikdortgenlerine bolen sebeke ¢izgileri lizerinde tammli, verilmig
olan f,(s) (i=0,1,...,N), g,(t) (j=0,1,..., M) egrilerinin bir kiimesinin kenarlar ile

stnirlt % *nin her dort kenart boyunca uygun yiizeydir. S(¢,5)’in, &% ’nin kenarlarindaki

normal yondeki birinci dereceden kismi tiirevi sadece, kenarlann sonlarindaki simr
degerlerindeki degerine ve siir degerlerindeki ilk tiirev degerine baghidir. Ozellikle her
G igin S(t,s,\)=g,,(1), 1, Stst ve o"S(t,s)/o”s|.\_=x ol stsy sadece f,_,(s,_))»

i

St

fia(8)s fl(s2)s fL(s) niceliklerine baglidir. Sonug olarak, g, (¢), ¢
araliginda S(¢,s) *nin normal tiirevini etkilemeden tanimlanabilir.

Bu amaglar igin birden fazla metod vardir. Burada, Spline teorisi ile iligkili bir
metodun ana hatlari verilmeye ¢alisilmigtir.

g,.(t) ve g,(1), s=s,, ve s=s5, boyunca S(¢,s)’yi tanimlasin. Benzer sekilde,
fio(s) ve fi(s), t=t,_, ve t=t, boyunca S(f,s)’yi tammlasin. Bu dort fonksiyon,
%, deki S(t,s), O5(s,t)/8s ve IS(s,t)/It nin dederlerini belirler. Son olarak
%, deki keyfi belirlenmis noktalardaki S(s,t)/ st nin degerini belirler. Her %,

icin sadece bir tek S (¢,5) ¢ift kiibigi vardir ve su 16 denklikle belirlenir;
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Sl(t,s)={gj_l(t)—-§(t,sj_,)}{—2( 573 J +3( 573 ] }
S/-"S/_l SJ-SJ_]

stco=lo0-Senlf - 222 {12 |
S, =S54 S, =5,

. t,—t ’ Aot ’
$,(1,8) = £, () =S¢, )} -2 +3
=t L=t
-t ’ -t :
s.(t.9)={f,(9-5¢,,9} —2[ ot J +3( ot J
b= tim Li=tja
(3.2.1)
sonra
R 4
S(t,5)=S(t,8)+>.S,(1,5) (3.2.2)
1=}
dir. .
S(t,s) yi belirleyelim. &% , birim kenar uzunluklu bir kare olsun,
S(1,8)= (S‘Sj-l)s{au([—l/-z)s +a,(t-t,,) +a13(t"t,—|)+a14}
H(s—s Plan(t =1, +an (=1, ) +ay(t =1 +ay ]
(3.2.3)

3 2
+(5"SJ-|){031(["[J-1) +a,(t-1,) +a33(t"'tj-1)+as4}

+{a“ (=1, ) +a,(t=t,_ ) +as(t—t,_) +au}
olur. Buradan hareketle,

a, =S8(,_1,5,,), ay = CS/OS?:,..,.»-.’ a,; = aS/at{',_hxl_l, a, =0°S/ds 5t",-|:3,—|



a, +a,, +a, +ay

3a,, +3a,, +2a,, +2a,,
, +3a, +2a-,

, +6a, +4a,,

bulunur.
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), +ay, =S(t‘—1asj)"a34 Ay,

I

3a,, +2a,, = 0”5/0"5‘,,_.,A-, ~a,,

Ay + 0y = aS/ﬂtll‘_M/ -ay,; —a,

3a,; +2d,, = ﬁzS/ﬂso”t)( | ma
155

a, +a, =S(, ’S/—l)"a43 ey

Say +2a, =85/, -ay

a; tay, = 55/53{,”% —Qy —dy

3ay +2a, = °S/3s3t|  -ay

i)

=8(1,,8,) =3 =0, =0y — Ay — a3 — Ay,

Ay — Ay Ay Uy — Q5 — Ay

— — - - ol — —
= 6?5/554,,,,,-/ 3a;; =3a, ~2ay —2a,, —ay —ay - ay
— c?S/o?t'[”‘_l -a,; ~a,, - 3a,, -2a;, —ay;, - 3a,, ~2a,,
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BOLUM v

iKi BOYUTTA GENELLESTIRILMIS SPLINE

4.1. Girig

Burada dikkatimizi, her &%, altdikddrtgeninde iki diferansiel denklemi saglayan
S_(¢,s) spline fonksiyonlar: lizerinde yogunlastiracagiz. Bu diferansiel denklemlerden
birincisi ¢, ikincisi ise s degiskenine baghdir (birbirine bagli olmayan). Ikinci denklem,
degiskenlerden birinin tutuldugu kabul edilerek bir boyutlu spline fonksiyonlarinin basit
spline fonksiyonuna doniistiiriilmesini saglar. Bu tutulan degiskene parametre gibi
bakarsak, biitlin bir parametreli spline ailesindeki spline fonksiyonlar ortak agi
paylasirlar; ek olarak, i¢ ag noktalarinda devamlilik 6zellikleri oldugunu ve aym tipteki
bitis kosullarini sagladigini kabul edelim.

Bir boyutlu spline fonksiyonlarin iki Hilbert uzayinin direkt olusum formunun
tartigmas: altindaki spline fonksiyonlar i¢in bir Hilbert uzay teorisi elde edilir.

4.2. Temel Tanimlama

ast<bh;c<s<d ile simrli 52 dikdortgeni asagidaki iki diferansiel operatdrle

verilmis olsun;

Lr = an([)Drn +an—l (t)Dln_l-*" i +a0(t)’
(4.2.1)
L =b,(5)D"+b,_, (s)D;'"'+---+b0(s).

Bu diferansivel operatérlerde. a,(¢) (i =0.1,...,n) katsayilan n. dereceden tiireve
sahip ve a,(¢), [a,b] arahigindadir; b,(s) (j =0.1,...,m) katsayilar1 m. dereceden tiireve
sahip ve b,(s), [c,d] araligindadir ve D, =d/dr, D, =d/ds dir. Aynica L * ve L * da
sirastyla L, ve L, ‘nin formal bileskesidir. Son olarak, Z2°'yi N-M igine &%
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(i=12,...,N;j=12,..., M) altdikdértgenlere = bdlen 7  agm  belirleyen
Aja=t, <t <--<ty=bvelc=s<s < <5, =d dir.

Tamm :

7 'ye gore ve L, L, operatorleri ile iliskilendirilmis S, (¢,5) nin (iki boyutlu
genellemede) % iizerinde spline fonksiyon olabilmesi igin; (a) L, operatéri ile
iliskilendirilmis A, ’ye gére [c,d] araligindaki her s i¢in S,(t,s) [a,b] arahg tizerinde
farkli bir spline fonksiyon ve L operatorii ile iliskilendirilmis A,’ye gére [a,b]
araligindaki her ¢ igin S, (¢,5) [c,d] aralig1 lizerinde farkli bir spline fonksiyon olmasi

yeterlidir.

Burada 6nemli olan, her &% dikdortgeninde L *LS, =0 ve L *LS =0

gereksinimlerinin 6neminin incelenmesidir.
L*LS,=0 olusundan, &% i¢inde ve u(¢) (i=12,..,2n) fonksiyonlar,

L * Lu=0"1mn temel ¢6ziim kiimesi olmak lzere
S.(t,s)=a,(i, J;5)u (t) +a,(i, J;8)u, (¢)+ - +a,, (i, J;8)i, (1)
elde ederiz. Bunun sonucu olarak L * L .S =0 da S,’y1 yerine koyarsak
O0=L*La(i.j;s)u()+ L * La,(,j;s)u(H)+--+L* La,,(i,];5)u,(t)

olur. .
Bundan sonra L *La(i.j;s)=0 (k=12,.,2n) olur. Bunu, v/(s)
(/=1.2,....2m) fonksiyonlari, L, * Lv =0"1n temel ¢6ziim kiimesi olmak tizere

a, (i j:8) = ¢y (L, )Ivi(8) + € (1 )IVo (8) 4+, 1, (1 ) V3 ()

takip eder. Bu olusumlar %, "deki (¢,s) igin

2n

S.(0.5)= > >y (i ) (1)9,(5) (422)

k=1 I=]
yi ifade eder.
(4.2.2) ifadesinden.  eger c‘“S},(t.s)/l ct*, t=t’de surekli ise,
7S (1.5)/ 84t (B=0.1,...2m) de t=t de olasi istisna (1,,5,) (j=0.1,....m)
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noktalarina ragmen stireklidir. Benzer sonug¢ ¢ ile s ’nin rolleri degistirilerek elde
edilebilir.

4.3. Temel Ozdeslik

Lineer diferansiel operatorii Z, ile iliskilendirilmis P(u,v)
. ; ®
B,(L,vit) =D (-1) {an_,_,-(t)v(t)} 4.3.1)
F=0

olmak tizere su sekilde ifade edilebilir;
n-|

Plu,v]= D> u"" (0B, (L,,v;1). (4.3.2)

j=0

Tartisma ¢ ve s operatdrlerine bagli oldugundan ve L, ve L. operatorler de var

oldugundan, su degistirilmis notasyonlar kullaniimigtir;

n-1

P, [uv]= ;D{'"‘lu(t,s)- B,(L,v,st), (4.3.3)
B,(L,.v.5:0) = g(-D, )'{an__,_,(t)v(t,s’)}, (4.3.4)
P, [uv]= guf"f"u(z,s) B (L,,v,5;5), (4.3.5)
B,(L,v.1:5) = g(-m'{bm-,-,(r>v<t,s)}. (43.6)

f(t,5), F#Z:a<t<b;c<s<d dikdortgeninde tanimli ve £’ye gére kismi tiirevini
hesaplarken n den fazla ve s'ye gore kismi tiirevini hesaplarken de m den fazla
diferansiel alma gerektirmeyen ve &7 lzerinde siirekli bir fonksiyon olsun.
Aja=ty <t <-—-<ty=b ve A c=s§<s§<<s5,=d, A lzerinde x afim
tanimlasin; S_(¢,s), L, ve L, operatorleri ile iliskilendirilmis, 7 've gore 52 lizerinde

bir spline fonksiyon olsun ve
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ST

1= [ [ LL{f (698,09} LS (t,5)dt ds

g6zOnine alinsin.
Her &, altdikdortgeninde L * LS (¢,5)=0 ve L * LS, (¢,5) = 0 oldugundan

N
1= [ 33 D L) = 8,0.9}B (L LLS, 50 ds
¢ i=l j=0 -
N jn-l m=1 ‘
=2 D™D f(e,5) =S (t,5)} @3.7)
i=l k=1 j=0 I=0

G |

'ﬂl[Lsngj(Lr ’LsL:S,nS;t),t;S](

fi-t Skl

dir. Py
fdfb{L, Lif(r,s)-S(t,9}} drds
=['[{L L) deds
- 2jcdjj{L! L.y {f(t’s) "'S(f,S)}}L’ LSS,,-(t,S)dtdS

1L, L.S(,s)Y deds
Il

ozdesligine katarsak, iki boyutta genellestirilmis spline fonksiyonlar i¢in temel 6zdeslik

» olan

jd K {LLf(s)} dids= _[d ‘f: {L,LS (t.9)} dtds

o [{LL )~ LL S drds
Shebuks (43.8)

23S S DD f(,s) =S, (6,9}

=1 k=1 y=0 (=0
‘sk
-1

BLB(L.LLS,.50.55]

elde edilir. Ag noktalarinda veya sebeke gizgileri boyunca f,’de devamsizliklar olabilir,

bunlar basit sekme devamsizliklaridir. Bunlarin degerleri, 'dan sag ve sol limitlerle

belirlenmelidir.
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4.4. Spline Fonksiyon Tipleri

Ata=t,<t, <--<t, =b ’ye bagh olarak, [a,b] aralig1 tizerinde L lineer
diferansiel operatorii ile birlestirilmis ¢ok ¢esitli spline fonksiyonlar vardir. Herhangi bir
ozel S,(¢) spline fonksiyonu, tamimlama degerlerini ifade ettigimiz sonlu sayida
bagimsiz parametreye baglhidir; S,(¢#) bu parametreler i¢in, niimerik degerlerin 6zel
atamalannin ¢6ziimiidiir. Eger burada & tane parametre varsa ve bunlarin her biri reel
sayilar alaninda daha fazla de8isime izin veriyorsa, sonu¢ A ya bagl spline
fonksiyonlarin k-parametreli £, alilesidir. F, ailesi, bu parametrelere niimerik deger
atama yoniinden farkl: spline fonksiyonlar ve bundan dolayi, ag noktalarinda spline
fonksiyonlarin benzer devamlilik oOzelliklerinden ibarettir. Bir bakima F,, spline
fonksiyonunun tipini tammlar. Bdylece F, ile £’y1, dogrusal olarak bagimsiz e, (¢)
(i=1,2,...,k) spline fonksiyonu ile birlestirebiliriz. F,, e,(¢) bazl bir lineer uzaydir.
Sonug olarak eger S, (¢), F, da yer aliyorsa

S, (=D ae ) (4.4.1)

dir.

Tanim :

S,(t), F,’da yer alsin. Eger (4.4.1)’deki her a,, A’nin bazi ag noktalarindaki
bazi a(a=0,1,...,n-1) igin S'¥(¢) tiirev degerleri yerine kullanilabilirse, F,, apagik
tipteki tiirlid tiirli spline fonksiyonlann ailesidir. Bundan bagka, eger ¢ok savidaki
S\ (t,) den biri (a=0,1L,...,n=1;i=0,1,..., N —1) bu yolla tiiretilemezse 3,(L, LS,;1),
t=t (i=12,....N-1) de sureklidir yada B,(L,LS;¢t), t =¢, (i =0, N) de ortadan yok

olmustur.

Tanmm :

F

24

fonksiyonlarinin iki boyutlu spline ailesi olsun. F,_ ailesi, eger

k
S (t.5)= Zalh, (t.s)

1=]

her a., bazn a+y (a¢=0.l....n=1.y=0,1,....m=1) i¢in 7'nin bazi1 ag noktalarinda

r ’ye gbre A lzerinde k tabanli A(t,s) (i=1,2,...,k) spline

&S _(1.5)/ €1 Ss” kismi tilrevinin deeri ile ayni sayilabildigini ifade ederse apagik
tipteki ¢esitli spline fonksivonlardan olusur. Aynca ¢ok sayidaki é"”SI(l,,sj),//ﬁt“c"'s’
(a=0,1,....,n-1; y=0,1,....m-1; i=0,1,...,N;j=0,1,...,M) den bin bu sekilde
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tiiretilemezse, ﬂy[Lx,,Ba(L(,L,L\,S,s;t),t;s], t veya s den biri i¢in (¢,,s,) noktasinda
stireklidir, ya da ﬂy[Ls,ﬂa(L,,L, LXS,,,s;t),t;s] ortadan kaldinlmustir veya (z,,s,) deki

sinir  boyunca siireklidir (bu smmur ag noktalar, koése noktalarnt degildir) ya da
ﬁy[Ls,,Ba(L, , L, LSS,,,s;t),t;s], (#,,s,) (kdse noktasi) noktasinda ortadan kalkmstir.

S (¢,5) = f(t,s) oldugunu iddia eder. Simdi giicli bir kavrama ihtiyacimiz

vardir.

Tanim :
F., apagik spline fonksiyonlardan olussun ve S (f;¢,s), F,’de yer alsin. Eger

S (ft,5) nin kismi tiirevleri bir 6nceki tanimda belirtildigi gibi, z’nin ag noktalarinda
f(t,s) fonksiyonunun kismi tiirevlerine yakinsarsa, S.(f;¢,s), f(t,s) fonksiyonuna

~giiclii vaklasimin spline fonksiyonudur denir.
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BOLUM V

ORNEKLER

5.1. Kiibik Spline Uygulamasi

Kiibik Spline kullanilarak, Sin(x) fonksiyonunun x degerlerine karsilik gelen y
degerleri yardimi ile xi degerlerine karsilik gelen yi degerleri ve gercek degerler Tablo

1’de verilmistir. Bulunan degerler a1 derecesi 2 artirilarak elde edilen degerlerdir.

Tablo 1.
X y xi Vi Sin(xi) Hata
10 | 0.173648
12 0.20766000 0.20791169 0.000251690
14 0.24158760 0.241921895 0.000334295
16 0.27534640 0.275637355 0.000290955
18 0.30885200 | 0.309016994 0.000164994
20 | 0.342020
22 0.37476726 0.374606593 -0.00016066
24 0.40701571 0.406736643 -0.00027906
26 0.43868853 0.438371146 -0.00031738
28 0.46970890 0.469471562 -0.00023733
30 0.5
40 | 0.642787
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5.2. Cift Spline Uygulamasi

Tablo 2’de verilen x ve y degerlerine 0.1 ve 0.02 artimlarla Cift Spline
uygulanarak elde edilen noktalarin grafikleri sirasiyla Selil 3 ve Sekil 4’de verilmigtir.

Tablo 2.
t x y
1 1.3506 0.7591
2 2.9091 0.9241
3 4.7013 1.5182
4 5.9740 3.1023
5 6.3896 5.2145
6 5.7922 6.8317
7 4.5455 7.6898
8 3.1688 7.9538
9 1.9221 7.5578
10 1.2208 6.2376
11 1.1429 5.0495
12 1.7403 3.3663
13 3.2208 2.5743
14 - 4.9091 3.0033
15 6.2078 3.8614
16 7.3247 4.7525
17 8.1818 5.9736
18 8.9351 7.1287
19 9.3766 8.4488
20 9.6364 9.6700
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Sekil 3. Artim 0.1 alinarak yapilan hesaplama ile bulunan grafik.
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 1011

Sekil 4. Artim 0.02 alinarak yapilan hesaplama ile bulunan grafik.

5.3. iki-Kat Kiibik Spline Uygulamalari

a) Iki-Kat Kiibik Spline uygulayarak, Z(x,y)=xy fonksiyonunun, Tablo 3’de
verilen x, y. Z(x,y) ve Z;. Z;, Z;, deZerleri yardimuyla xi, yi noktalarinda bulunan zi

degerleri ve fonksivonun bu noktalardaki gergek degerleri Tablo 4’de verilmistir.
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Tablo 3.
x y Z(x,y) Z Z, Zy
1 1 1 1 1 1
1 2 2 2 1 1
1 3 3 3 1 1
2 1 2 1 2 1
2 2 4 2 2 1
2 3 6 3 2 1
3 1 3 1 3 1
3 2 6 2 3 1
3 3 9 3 3 1
Tablo 4.
xi yi zi Z(xi, yi) Hata
1.1 1.5 1.65 1.65 0
1.2 1.9 2.28 2.28 0
2.2 2.9 6.38 6.38 0
2.5 2.7 6.75 6.75 0
2.897 - 2.1876 63374772 6.3374772 0
2.9 2.9 8.41 8.41 0

b) Bu kez fonksiyonumuz Z(x,y)=x’+ y® olsun. Tablo 5°de verilen x, ¥
Z(x,y) ve Z,, Z,, Z;, degerleri yardimuyla xi, yi noktalarinda bulunan zi degerleri ve

fonksiyonun bu noktalardaki gercek degerleri Tablo 6’da verilmistir.
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Tablo 5.
x y Z(x,y) Z Z, Z,
1 1 2 3 3 0
1 2 9 12 0
1 3 28 27 0
2 1 9 12 3 0
2 2 16 12 12 0
2 3 35 12 27 0
3 1 28 27 3 0
3 2 35 27 12 0
3 3 54 27 27 0
Tablo 6.
xi Vi zi Z(xi, yi) Hata
1.1 1.5 4.706 4.706 0
1.2 1.9 8.587 8.587 0
2.2 29 35.037 35.037 0
2.5 2.7 35.308 35.308 0
2.897 2.1876 34.78235318 34.78235318 0
2.9 2.9 48.778 48.778 0
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BOLUM VI

PROGRAM

Bu béliimde, Spline uygulamalarini i¢eren, Pascal programlama dilinde yazilmisg
bir program verilmistir. Bu program igerisinde, olugan lineer denklem sistemini ¢6zmek
icin Gauss Eliminasyon metodu kullamlmgtir.

Program igerisinde Cift Spline Uygulama konusuna da bir 6rnek verilmistir.

Program spline_and spline2d_menu;

Uses Spline, Spline2d,Crt,Graph;

var
xi,x10,xin,artim, sp
yi
sec,ch
n,i,3j,sat,nl
xi2,Yi2
xil,yil,ti

titlel,title2,yazi

grDriver : Integer;

grMode : Integer;
ErrCode : Integer;
begin
repeat

texccolor(7);

textbackground (0) ;

: real;

real;
char;

integer;

: array{0..1000] of real;

: array(0..30] of real;

string({70];
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clrscy;
textcolor (15) ;
gotoxy (23,2) ;writeln('SPLINE VE IKI BOYUTLU SPLINE HESAPLAMA') ;
textcolor (14) ;
gotoxy(23,3) ;writeln('-=---==--cc-cmcc e e ")
gotoxy(7,5) ;writeln('l - Tek boyutlu spline ile bir noktanin
ordinatini hesaplama'};
gotoxy(7,6) ;writeln('2 - Tek boyutlu spline ile bir aralidin ordinat
kimesini hesaplama'}) ;
gotoxy(7,7) ;writeln('3 - Qift spline uygulayarak yaklasim hesaplama');
gotoxy(7,8) ;writeln('4 - Ornek ¢ift spline uygulamasi');
gotoxy(7,9) ;writeln('s - 1ki boyutlu spline ile bir noktanin =z
degerini hesaplama'};
gotoxy(7,10) ;writeln('6 - Qikig [ESC]');
for i:=1 to 30 do
begin
titlel:='Copyright (c) Hasan YUCEL, 1996';
gotoxy (9,24) ;write(' '+copy(titlel,length(titlel)-i,i+1));
title2:='Y1ldiz Teknik Universitesi';
gotoxy (80-1i,24) ;write{copy{title2+' ',1,1i)) ;delay(15);

end;

gotoxy (10,12} ;write('Se¢iminiz :');

sec:=readkey;
if (sec = #27) or (sec = '6') then
begin

textcolor(7);

clrscr;

exit;

end;

clrscr;
if (sec » '0') and (sec < '6'} then

begin
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repeat
write('n =');readln(n);
if n < 3 then

begin

writeln('girilecek nokta sayisi en az 3 olmalidair.

ig¢in ESC ...');
ch:=readkey:
if ch = #27 then
begin

sec := '9';

end;
clrscr;
end;
until n > 2;
n:=n-1;

end;

if sec = '1l' then
begin
for j:=0 to n do
begin
write('x(',j+l,')=');readln(x[j});
end;
for j:=0 to n do

begin

write('v(',x[j§]1:3:5,")=");readln(y([]j]);

end;

writeln;

repeat
write('xi =');readln(xi);
if xi<>0 then
begin

sp := xSpline(x,y,xi,n, false);

Mena
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writeln;
writeln('meniye dénmek i¢in xi“yi 0 giriniz');
writeln('Spline(',x1i:3:5,')= ',Sp:5:8);
end;
until xi=0;

end;

if sec = '2' then
begin
nl:=n;
for j:=0 to n do
begin
write('x(',j+1,')=") ;readln(x([j1);
xi1(j]:=x(3];
end;
for j:=0 to n do
begin
write('y(',x[j1:3:5,')=");readln(y(j]);
yil (31 :=y(jl;

end;

writeln;

repeat
write{'xi0 ( >= x[1] )} =');readln(xio);
write('xin ( < x([n] ) =');readln{xin);
write('artim ( <> 0 ) =');readln(artim);

until (xi0 >= x([0]) and (xin < x([n]) and (artim <> 0);

xi:=xiO+artim;
sat :=1;j:=0;
repeat '
sp := xSpline(x,y.,xi,n, false);
x12[j] :=x1i;
vi2{j] :=sp;
Ji=3+1;
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write(xi:5:5) ;writeln ("’ Spline(',x1:5:5,'})=',Sp:5:8);
xi:=xi+artim;
sat := sat + 1;
if sat = 20 then
begin
writeln;
write (’'Devam etmek i¢in bir tusa basiniz ...'};
ch:=readkey;
writeln;
writeln;
sat := 1;
end;
until xi > xin;
n:=j-1;
writeln;
writeln('Grafik i¢in bir tusa basiniz ...');
ch:=readkey;
grDriver := Detect;
InitGraph(grDriver,grMeode, '');
ErrCode := GraphResult;
if ErrCode = grOk then
begin
{ Do graphics }
setcolor(14);
setbkcolor (0) ;
settextstyle(l,horizdir,1);
setusercharsize(1,2,1,2);
outtextxy (100,10, ' TEK-BOYUTLU SPLINE UYGULANARAK BULUNAN
NOKTALARIN GRAFiGi') ;
setcolor(1s);
1line (100,400,600,400) ;
line(100,400,100,50);
settextstyle(5,horizdir,1);
for i:=1 to 16 do

begin
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str(i,yazi);
putpixel (100+20*1i,401,14);
outtextxy (100+20*1i-5,410,yazi) ;
putpixel (99,400-20*1i,14);
outtextxy (80,400-20*i-5,yazi);
end;
for j:=1 to n do
begin
putpixel (100+trunc(xi2[j] *20),400-trunc(yi2(j]*20),14);
if j <= nl then circle(l00+trunc(xil{j-1]+*20),400-

trunc(yil[j-1]+*20),2);

end;
readln;
CloseGraph;
end
end;
if sec = '3' then
begin
nl:=n;

for j:=0 to n do
begin

write ('x(',3+1,')=") ;readln(xil(j]);
end;

for j:=0 to n do

begin
write('y(',xi1{jl:3:5,')=");readln(yil(j]);
end; |
writeln;
repeat
write('artim [ornek 0.1] = ');readln(artim)};

until artim <> 0;

for j:=0 to n do
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begin
yIj]:=xi1[j};
x[§]:=F+1;

end;

Xxi:=1l+artim;

j:=1;

repeat

xi2[j] := xSpline(x,y,xi,n,false);

xi:=xi+artim;
Je=j+1;

until xi > n;

to n do

[}
o

for j:

begin
y{jl:=yir{jl;
x[3]:=3+1;

end;

xi:=1l+artim;

ji=1;

repeat

yi2[j] := xSpline(x,y,xi,n, false);

Xi:=xi+artim;
Fr=j+1;

until xi > n;

n:=j-1;
sat:=1;
for j:=1 to n do
begin
write(xi2[j]:5:5) ;writeln(’
sat := sat + 1;
if sat = 20 then
begin
writeln;

write('Devam etmek ig¢in

',yi2[(§1:5:8);

bir tusa basiniz

)



-36 -

ch:=readkey;
writeln;
writeln;
sat := 1;
end;
end;
writeln;
writeln('Grafik igin bir tusa basiniz ...');
ch:=readkey;
grDriver := Detect;
InitGraph(grDriver,grMode, '');
ErrCode := GraphResult;
if ErrxCode = grOk then
begin
{ Do graphics }
setcolor(14) ;
setbkcolor (0) ;
settextstyle(l,horizdir,1);
setusercharsize(1,2,1,2);
outtextxy (100,10, 'CiFT SPLINE UYGULANARAK BULUNAN NOKTALARIN
GRAFiGi') ;
setcolor(15) ;
1line(100,400,600,400) ;
line(100,400,100,50);
settextstyle (5, horizdir,1);
for i:=1 to 16 do
begin
str{i,yazi);
putpixel (100+20*1,401,14);
outtextxy (100+20*1-5,410,yazi);
putpixel (89,400-20*1,14);
outtextxy(80,400-20*1i-5,yazi);
end;
for j:=1 to n do

begin
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putpixel (100+trunc(xi2[j]*20),400-trunc(yi2[jl*20),14);

if

j<=nl

trunc{yil[j-1]*20),2);

end;
readln;
CloseGraph;
end
end;
if sec = '4' then
begin
nl:=n;
yi1i[o0] = 0.7591;
yil[1] := 0.9241;
yil[2] := 1.5182;
yil([3] := 3.1023;
yil(4] := 5.2145;
yii1[5] := 6.8317;
yil[6] := 7.6898;
yi1{7] := 7.9538;
yil1[8] := 7.5578;
yil(9] := 6.2376;
yil([10] := 5.0495;
yil([11] := 3.3663;
yi1(12] := 2.5743;
yi1[13] := 3.0033;
yil([14] := 3.8614;
yil(1S] := 4.7525;
yii[16] := 5.9736;
yvil{17] := 7.1287;
yil (18] := 8.4488;
yil[19] := 9.6700;
xi1[0] := 1.3506;

then

circle (100+trunc(xil[j~1]*20),400-~
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xi1[1} := 2.9091;
xi1 (2] := 4.7013;
x11{3] := 5.9740;
xi1{4] := 6.3896;
xi1[58] := 5.7922;
xi1[6] := 4.5455;
xi1{7] := 3.1688;
xi1{8] := 1.9221;
xi1[9] := 1.2208;
xi1[10] := 1.1429;
*xi1[11] := 1.7403;
xi1[12] := 3.2208;
xi1{13] := 4.9091;
xil{14] := 6.2078;
x1i1[15] := 7.3247;
xi1{16] := 8.1818;
xi1{17] := 8.9351;
xi1f{18] := 9.3766;
xi1[19] := 9.6364;

for j:=0 to n do

begin
writeln('y (', xi1{3]:3:5,") =',yil(j]:8:5);
end;
writeln;
repeat
write('artim {ornek 0.1] = '} ;readln(artim);

until artim <> 0;

for j:=0 to n do

begin
yl3):=xil(]];
x[j1:=3+1;
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end;

x1l:=1+artim;

j:=1;

repeat
xi2[j] := xSpline(x,y,xi,n, false);
¥xi:=xi+artim;
jr=3+1;

until xi > n;

]
o

for j: to n do
begin
vi{jl:=yil[§];
x[3]:=j+1;
end;
Xi:=1l+artim;
Ji=1;
repeat
vi2[j) := xSpline(x,y,xi,n, false);
xi:=xi+artim;
Ji=j+1;

until xi > n;

) n:=j~l;
sat:=1;

for j:=1 to n do

begin
write (xi2{j1:5:5) ;writeln(' v,yiz2{j]:5:8);
sat := sat + 1;

if sat = 20 then
begin
writeln;
write('Devam etmek i¢in bir tusa basiniz
ch:=readkey;
writeln;

writeln;
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end;
end;
writeln;
writeln('Grafik i¢in bir tusa basiniz ...');
ch:=readkey;
grDriver := Detect;
InitGraph(grDriver,grMode, ''};
ErrCode := GraphResult;
if ErrCode = grOk then
begin
{ Do graphics }
setcolor(14) ;
setbkcolor(0) ;
settextstyle(l,horizdir,1);
setusercharsize(1,2,1,2);
outtextxy{100,10, 'CiFT SPLINE UYGULANARAK BULUNAN NOKTALARIN
GRAFiGi');
setcolor (15) ;
line(100,400,600,400) ;
1ine(100,400,100,50) ;
settextstyle(5,horizdir,1);
for i:=1 to 16 do
begin
str{i,yazi);
putpixel (100+20*1,401,14);
outtextxy (100+20*i-5,410,yazi) ;
putpixel (99,400-20*1,14);
outtextxy(80,400-20*%i-5,yazi) ;
end;
for j:=1 to n do
begin
putpixel (100+trunc(xi2{j]*20),400~trunc(yi2[j]*20),14);

if j<=n1 then circle (100+trunc(xi1{j-11+*20),400-

trunc(yil[j-1]*20),2);
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end;

readln;

CloseGraph;
end

end;

if sec = '5' then
begin
n:=n+l;
for j:=1 to n do
begin
write('x(',J, ") =") ;readln(t{jl);
end;
for j:=1 to n do
begin
write('y(',Jj.')="');readln(s{il);
end;
for i:=1 to n do
for j:=1 to n do
begin
write('z(',t[i]:3:5,',",8[j1:3:5,'})=");readln(z(i,3]);

end;

for i:=1 to n do

for j:=1 to n do

begin
write('de(',t[i]:3:5,','{s[j]:3:5,')=');readln(dzt[i,j]);

end;

for i:=1 to n do
for j:=1 to n do
begin
v write('dzy(',t{i1:3:5,',',s(31:3:5,")=");readln(dzs(i,]]);

end;
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for i:=1 to n do
for j:=1 to n do
begin
write('dzZxy(',tlil:3:5,',’,8([j]:3:5,')=") ;readln({dzts{i,j]);

end;

writeln;
repeat
write{'xi =');readln(xi);
if xi<>0 then
begin
write('yi =') ;readln(yi);
sp := xSpline2d(t,s,z,xi,yi,n,false);
writeln;
writeln('meniye dénmek i¢in xi“yi 0 giriniz');
writeln('Spline2d(',x1:3:5,"',"',yi:3:5,')= ',Sp:5:8);
end;
until xi=0;

end;

writeln;

write{'Menliye ddnmek i¢in <enter> tusuna basiniz');
readln;

until false;

end.

Fhkdhkhrdkhddhhkkdk Spline Unit #*ddkrdkdrrtrrs

unit spline;

interface

type

dizi = array(0..40] of real;
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const
= 40;
m_ = 40;
var
X, Y : dizi;
n ; integer;

goster : boolean;

procedure init;

procedure farkhesaplal(var x,y : dizi);

procedure matolustur;

procedure siscoz;

function xspline({var x,y : dizi ; xi : real; n_size : integer; visible

: boolean) :real;

implementation

var
h,d,mat,bb : dizi;
a : array(l..n_+3,1..m_+3] of real;

C : array{0..n_,0..n_I of real;

procedure init;
var
j,1 : integer;
begin
for j:=0 to n_ do
begin
hi{jl:=0;d[j]:=0;mat[j]:=0;bb(j]:=0;
end;
for i:=1 to n_+3 do
for j:=1 to m_+3 do

a(i,j]:=0;
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for i:=1 to n_ do
for j:=1 to n_ do
cfli,jl:=0;

end;

{*************** farkhesapla ***************}

procedure farkhesapla(var x,y : dizi);

{h(j) ve d(j) farklar dizisi olusturuluyor (j=0,1,2,..,n).
h(3)
d(3j)

[x(1) - x(0), x(2) - x(1), ... , x(n) - x(n-1)]

ly(1) - y(0), y(2) - yv(1), ..., y({n) - y(n-1)1}

var
j : integer;
begin
for j:=0 to n-1 do
begin
hijl:=x[§+11-x(31;
daljl:=ylj+1l-y(3];
end;

end;

{************** matolustur **************}

procedure matolustur;

{M momentlerinin katsayilar matrisi ve sistemin sad yanini olusturacak

olan

B matrisi olusturuluyor. Burada sistem ~A*M=B seklindedir ve
bilinmeyen M dir.

A matrisinin Dboyutu (n-l)x(n+l). Bu A matrisi bir dG¢ld band

matristir.}

var

i,k : integer:;
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begin
for j:=1 to n-1 do
begin
alj,o0+jl:=n[j-11;
alj,1+j1:=2 * (hljl+h(§-11);
alj,2+j}:=hljl;
bb(j]:=6 * (-(d(j-11/h(j-11)+(d[31/h{j1)})

end;

for j:=1 to n-1 do
begin
for k:=1 to n+l1 do
begin
if goster then write(alj,k]:4:0,'M', k);
end;
if goster then writeln(' = ',bb[j]:4:5);
end;

if goster then writeln;

for j:=1 to n-1 do
for k:=1 to n do
begin

Cl3i.kl:=alj, k+1];
end;

end;

{***************** slscOz ******************}

procedure siscoz;

{Olusturulan A ve B matrislerine bagdli olan A*M=B
¢ozlm

matrisi MAT matrisidir.}

var

i,j.k,nl : integer;

sistemi ¢oézlluyor.
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r : real;
begin
ni:=n-~1;
for k:=1 to nl do
begin
while (Cl[k,k]=0) do
begin
for j:=2 to n1 do
begin
r:=Clk,jl;Clk,jl:=Clk+1,31;Clk+1,4]:=r;
r:=bb[k] ;bblk] :=bb[k+1] ;bb [k+1] :=r;
end;
end;
for i:=k+l1 to nl do
begin
for j:=k+1 to nl do
begin
cfi,jl:=Cli,jl-((Ccli k]*Clk,jl)/Clk,k]);
end;
bb{i] :=bb{i]-C{i, k]l*bblk]/C{k,k];
end;
end;
mat [n1] :=bb[n1]/C[nl,n1l;
for i:=2 to n1 do
begin
mat [n1-i+1] :=bb{nl-i+1];
for k:=n1-1i+2 to nl do
begin
mat (nl-i+1] :=mat [n1-i+1]-Cnl-i+1, k] *mat [k];
end;
mat [ni-i+1]) :=mat[n1-i+1]/C{nl-i+1,ni-i+1];
end;
for i:=1 to ni do
begin

if goster then writeln('mat{',i,']l=',mat(1]:5:10);
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end;
if goster then readln;

end;

{****************** Spline *****************}

function xSpline(var x,y : dizi; xi:real;

boolean) :real;

n_size : integer;

visible

{Verilen X,Y matrisleri yardimiyla xi noktasindaki yi de§erini bulmaya

yarayan

fonksiyon. Spline hesaplamasindaki son agama.)} .

var
i,m : integer;

sl,s2,83,84 : real;

begin
n := n_size;
goster := visible;
init; {matris ve diziler sifirlaniyor}
farkhesapla (x,v) ; {h{3) ve d(j) fark dizileri hesaplaniyor}
matolustur; {katsayilar matrisi olusturuluyor}
siscoz; {olusan lineer denklem sistemi ¢dzidldyor}

if (xi <= x[0]) or (x[n-1] < xi) then

begin

writeln('Verilen nokta aralik disinda.');

writeln('Bu noktadaki degerin
fazla noktaya ihtiya¢ var.');
xSpline:=0;
end
else
begin

for m:=0 to n-1 do

hesaplanabilmesi

igin

daha
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begin
if (x[m] < xi) and (xi <= x[m+1]) then
begin
L:=m+l;
m:=n-1;
end;
end;
sl:=(x[i]-xi)*(x({i] -xi)*(x[i]-xi)*mat[i-1]/(6*h[i]);
82:=(xi-x[i-1])*(xi-x[i-1])*(xi-x(i-1])*mat({i]/(6*h([i]) ;
s83:=(yli-11-(h[il*h([i] *mat(i-1]1/6)) *(x[i]-xi) /h[i];
s4:=(y[i]-(h{il*h(i]*mat [1]/6) ) * (xi-x[i-1])/h[i];
xSpline:=s1+S2+s3+s4;
end;

end;

begin

end.

dhkrhhkhkhhkhhddkdk Splinezd Unit ***kxrrxkkdkrerrxrrynit splinezd;

interface
type
dizi = array{0..30] of real;
matris = array(0..30,0..30] of real;
const
n_ = 30;
m_ = 30;
var
t,s : dizi;
z,dzt,dzs,dzts : matris;
n,i,j : integer;

all, al2, al3, al4,
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azl, a2z, az23, az4,

a3l, a32, a33, ai4,

a4l, a42, a4l3, ad4 : real;
goster : boolean;
si,ti : real;
sl,s2,s83,s4 : real;

procedure init;
procedure katsayilar(i,j : integer);

procedure siscoz;

function xspline2d(var t,s : dizi; z : matris; xi, vyi

integer; visible : boolean) :real;

implementation

var
mat,bb : dizi;

C : array[l..4,1..4]'of real;

procedure init;
var
j.,1i : integer;
begin
for j:=0 to n_ do
begin
mat[j] :=0;bb[j] :=0;
end;
for i:=1 to 4 do
for j:=1 to 4 do
Cli,31:=0;

end;

{***************** siscoz ******************}

procedure siscoz;

real; n_size
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{Olusturulan C ve bb matrislerine bagli olan C*A=bb sistemi ¢éziliyor.
¢ozum

matrisi MAT matrisidir.}

var
i,j,k,nl : integer;
r : real;
begin
nl:=4;
for k:=1 to nl do
begin
while (Clk,k}=0) do
begin
for j:=2 to nl do
begin
r:=Clk,31;:;Clk,3j]:=Clk+1,3];Clk+1,3]):=x;
r:=bb (k] ;bb{k] :=bb(k+1] ;bb{k+1] :=r;
end;
end;
for i:=k+1 to nl do
begin
-for j:=k+1 to nl do
begin
Cli,jl:=Cli,jl-({(Cli,kl*C(k,j1)/Clk,k]);
end;
bb{i]:=bb([i]-C{i, k]*bb(k]/Clk, k];
end;
end;
mat [nl] :=bb[nl)/Clni,nl];
for i:=1 to nl do
begin
mat (n1-1i+1] :=bb(ni-i+1];
for k:=nl-i+2 to nl do

begin
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mat [nl-i+1] :=mat [nl-i+1]-Clni-i+1,k] *mat (k] ;
end;
mat [n1-i+1] :=mat[ni-i+1]/Cinl-i+1,nl1-i+1];

end;

all:=mat{1i];
al2:=mat [2];
a2l:=mat[3];

a22:=mat [41 ;

for i:=1 to nl do
begin
if goster then writeln('mat(’',i,'l=',mat[i]:5:10);
end;
if goster then readln;

end;

function kup (deger : real) :real;
begin
kup := deger * deger * deger;

end;

function kare(deger : real):real;
begin
kare := deger * deger;

end;

{function dzs(t,s : real):real;
begin
dZs := t;

end;
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function dzt(t,s : real) :real;
begin
dzt = s;

end;

function dZst(x,y : real):real;
begin

dZst := 1;
end;}

{************** katsayilar **************}

procedure katsayilar{i,j : integer);

begin
a44:=z[i-1,3j-11;
a34:=dZs(i-1,3-1];
a43:=dzcl{i-1,3-11;
a33:=d2ts[1-1,3-11;

al4:=d2s[i-1,3] - 2*z[i-1,37] + a34 + 2*a4d4;
a24:=z{i-1,4] - a34 - a44 - als4;
all3:=dzts(i-1,3j] - 2*dzt(i-1,j] + a33 + 2%a43;

a23:=dz2ci-1,3j] - a33 - a43 - al3;

a4l:=d2t[i,j-11 - 2*z([i,3-1] + a43 + 2*a4s4;
a42:=z[i,j~l] ~ a43 - a44 - a4dl;

al3l:=d2ts[i,j-1) - 2*dZs[i,j-1) + a33 + 2*al34;
a32:=dZ2s{i,j-1] - a33 - a34 - a3l;



Cl1,1):=1; C[1,2):=1; C[1,3]:=1; Cl[1,4]:=1;
C[2,1):=3; C[2,2]:=3; C[2,3]:=2; C[2,4] :=2;
C[3,1]:=3; C[3,2):=2; C[{3,3]1:=3; C[3,4]:=2;
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Cl[4,1]:=9; Cl[4,2]:=6; C[4,3]:=6; C[4,4] :=4;

bb({1]:=2z[i,j] - al3 - al4 - a23 - a24 - a3l - a32

a4l - a42 - a43 - a44;

bb[2] :=d2s[i,j] - 3*al3 - 3*al4 - 2*a23 -

- a34;

- a33 -

2*324 - a3l - a32

bb{3]:=dzc(i,j] - al3 - a23 -~ 3*a3l - 2*a32 - a33 -

- a43;

bb{4]:=dzts(i,3j] - 3*al3 - 2*a23 - 3*a3l -

if goster then

begin
writeln(bb([1]:3:5);
writeln(bb{2]:3:5);
writeln(bb(3]:3:5);
writeln(bbl[4]:3:5);
readln;

end;

end;

[**xxx*x* S sapka'nin hesaplanmasyl ********x}

function ssapka({ti,si : real):real;

var

s1,

k1,

begin

kl:

k2
k3

sl

52,833,854 : real;

k2,k3 : real;

=kup({si - slj-11);

=kup (ti - t[i-1]);

:=kare(ti - t{i-1});

:= k1 * (all * k2 + al2 * k3 + al3d * (ti

3*a4l -

2*a32 - a33;

- t{i-1])

+ al4a);

a34 -

- a33

2*%a42
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s2 := kare(si - s{j-1]) * (a2l * k2 + a22 * k3 + a23 * (ti - tl[i-
11) + a24);

83 := (si - s{j-1]) * (a31 * k2 + a32 * k3 + a33 * (ti - t[i-1]1) +
a34);

s4 := (a4l * k2 + a42 * k3 + a43 * (ti - tli-1]) + a44);

ssapka := sl + 82 + s3 + s4;
end;

{****************** Iki Boyutlu Spline *****************}
function xSpline2d(var t,s : dizi; z : matris; xi, yi : real; n_size

integer; wvisible : boolean) :real;

{verilen X,Y,Z,d2Zx,dZy,dZxy matrisleri yardimiyla xi, yi noktasindaki
zi degerini bulmaya yarayan

fonksiyon. Iki Boyutlu Spline hesaplamasindaki son asama.}

var
k,1 : integer;
begin
n :=n_size;
ti = Xi;.
si := yi;
goster := visible;
init; {matris ve diziler sifirlaniyor}

if ((xi <= tf1]) or (tin] <= xi)) or ((yi <= s{i1]) or (sin] <=
yi)) then
begin
writeln('Verilen nokta aralik disinda.');
writeln('Bu noktadaki dederin hesaplanabilmesi i¢in daha
fazla noktaya ihtiyag¢ var.');
xSpline2d:=0;

end
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else
begin
for k:=1 to n-1 do
begin
if (k] <= xi) and (xi < tl[k+1]) then

begin

k:=n-1;
end;

end;

for l:=1 to n-1 do
begin

if (s{l] <= yi) and (yi < s{l+1]) then

begin
j:=1+1;
l:=n-1;
end;
end;
katsayilar(i,j); {katsayilar olusturuluyor}
siscoz; {olusan lineer denklem sistemi ¢d&zildyor)}
- xspline2d := ssapka(xi,yi);
end;
end;
begin

end.
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SONUC

Tezimde, giinlimiizde en ¢ok kullailan yaklasim yo6ntemlerinden biri olan
Spline ve Iki-Boyutlu Spline konusunu vermeye ¢aligtim.

Spline ve Iki-Boyutlu Spline yaklagimlari yapilan uygulamalardan da
anlasilacag1 gibi hata mertebesi ¢ok diisiik yaklasim yontemleridir.

Ozellikle Iki-Boyutlu Spline uygulamalara agik bir konudur. Bu agidan, bu tezin,
Iki-Boyutlu Spline uygulamalarina bir temel olusturacag diisiincesindeyim.

Tezimle birlikte hazirlamig oldugum Pascal programlama dili ile yazilmis olan
Spline hesaplama programinin, konu ile ilgilenen arastirmacilara faydali olacagini timit
ederim. Bu program sayesinde, érenegin; 20 x 20 boyutunda bir lineer denklem sistemi
kolaylikla ¢6ziilebilmekte ve biiyiik bir zaman kazamimi meydana gelmektedir.

Bu tezin ileride yapilacak olan Iki-Boyutlu Spline ¢alismalarina bir kaynak

olmasini imit ediyorum.
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