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OZET

Dalga Denklemi ve Cozumler: adi altinda yaptigim bu ¢aligma ¢ bélimden mey-

dana gelmektedir.

Birinci boliimde dalga denkleminin fizikteki teorisini kullanarak elde edilen baz: du-

rumlar: inceledik.

Ikinci boliimde tek boyutlu dalga denkleminin klasik ve Riemann -Volterra ¢oziimle-
rinin bir telin hareketini tanimlamak icin nasil kullanilabilecegini gosterdik. Aym zaman-
da integral doniigiim ve degiskenlerine ayirma yoéntemi ile dalga denklemlerinin ¢6ziimina

yaptik ve {i¢ boyutlu problemlerele ilgilendik.

Uciincii boliimde ise Helmholtz, Weber ve Kirchhof teoremini ve Green fonksiyonunu
kullanarak bir dalga denkleminin genel ¢6ziimlerini nasil bulabilecegimizi inceledik. Rietsz
integralleri hakkinda bilgi verdik.



SUMMARY

This thesis which is under named Wave equation and its solution , contains three

chapters.

In the first chapter, we study the cases which is obtained by using the theory of

wave equation in physics.

In the second chapter, we show that how to use the clasical and Riemann-Volterra’s
solutions of one-dimensional wave equation to define the motion of the string. Also we
solve the wave equation by the methods of integral transforms and separation of variables,

and interest about three-dimensional problems.

In the third chapter, we study that how to find the general solutions of the wave
equation by using Helmholtz,Weber and Kirchhoff’s theorems and Green’s function, and

we give information about non-homogeneous wave equation and Riesz’s integrals.
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GIRIS

Esnek bir ortanu olugturan pargaciklar sikica eglesmis sistemlerdir. Bu par-
caciklardan biri,bir enerji alarak titresmeye bagladiginda bu enerjiyi,parcacikdan
parcaciga aktararak ve ortam iizerinde bir sekil degisikligi olugrurarak yayar. Dur-
guﬁ bir su ylizeyine bir cisim diistigii yerde olusan dalgalanma,ayni merkezli hal-
kalar halinde merkezden gevreye dogru yayilir.

Hafifce gerilmig bir ip iizerinde bir atma meydana getirirsek bu atma ip
boyunca,her parcanin aym hareketi tekrarlamas: sureti ile ip boyunca yayilir.

Uzunca bir sarmal yayin bir kag¢ halkas: sikigtinnhip birakilirsa bu sikigik-
Iik yay boyunca, her halkanin aym titresimi tekrarlamas: suretiyle sikigikhik yay
boyunca yayilir. Cogu hallerde parcaciklar gozle goriillemeyecek kadar kiiciik, ha-
reketler takip edilemeyecek kadar ¢abuk olmaktadir. Sozgelimi ses dalgalarimin
havada yayilmas: sirasinda gaz molekiillerini gorebilmek,titregimleri izleyebilmek
mumkiin degilse de yayilma sirasinda olugan 6zelliklere duyar araclar yardimu ile
olay1 kamtlamak miimkiindiir. Ornegin yanan mum alevi {izerine ses dalgalan gon-
derilerek ve alevin goriintiisiini bir doner ayna ile perde {izerine diigtirerek alevin
titresimleri yardim ile havamin titresmesi gézlenebilir.

Yayilma sirasinda her bir partikiiliin yaptig: titregim hareketinin dogrultu-
su yayilma dogrultusuna dik ise, ip fizerinde yayilan bir atmada oldugu gibi,bu
tiir dalgalara enine dalgalar ,partikiillerin yaptig titresim hareketinin dogrultusu
yayilma dogrultusuna paralel ise bu tiir dalgalara boyune dalgalar denir.

Hiperbolik tipte bir denklem olan V2 = 4.2°¢ dalga denklemini gézéniine

alacagiz. 02
L F T 10
Oz  Oy? 022 20t
operatoriinli gostermek tizere yukaridaki denklem; 0%+ = 0 seklinde de yazabiliriz.
+iket

Burada eger dalga denkleminin bir ¢6ziiminiin ¢ = ¥(z,y, 2).e oldugunu ka-
bul edersek ¥ fonksiyonu, Helmholtz denklem: yada Dalga denkleminin uzay sekli
olarak adlandirilan

(V2+53H)¥ =0
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denklemini saglamalidir. Caligmalarimizda yukarida soyledigimiz dalgalarin yap:-
larindan kaynaklanan farklhiliklar nedeniyle, denklemlerinin gikariliginin ve ¢ozium-

lerinin nasil oldugunu inceleyecegiz.
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BOLUM I
1.1. FiZIKTE DALGA DENKLEMININ CIKARILISI

Burada, fizikte,dalga denkleminin teorisini kullanarak elde edilen baz: du-

rumlar inceleyecegiz.
1.1.1. Bir Teldeki Enlemesine Titresimler

p yogunlugundaki dogrusal bir tel T kadar dlizglin gerilirse ve denge halinde

x ekseni ile ¢akisirsa, tel denge durumundan gikarildiginda, y(x,t) enine sapmasi

c? = % olmak iizere tek boyutlu
Py 1%
o = 2o (a1

denklemini saglar. Uzunlugu sabit bir telin herhangi bir £ = a noktasinda, bitiin

t degerleri i¢in y(a,t)=0 dur.

1.1.2. Bir Cubuktaki Boylamasmma Titresimler

Ekseni oz ekseni ile ¢cakisan capraz kesitli esnek bir maddeden olusan diz-
gin bir ¢ubuk gerildiginde ¢ubugun tipik capraz kesitinin her bir noktas1 aym
&(z,t) sapmasina sahip olur. O taktirde, E Young modiilii ve p maddesel cubugun

yogunlugu ise
E
== 1.2
P (1.2)
olmak tizere
8¢ 1 9%¢
Ere iy (13)
yazilir.
Cubugun herhangi noktasindaki gerilme
o= o¢ (1.4)

‘Oz

dir. Ornegin, 0 < z < a qubugunun ¢ = 0 ug noktasindaki hizinin v(t) oldugunu

ve diger r = a ug noktasinda da herhangi bir gerilme bulunmadigim varsayalim.
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Ayrica t=0 durumunda gubugun hareketsiz oldugunu kabul edelim. Boylece, qu-
bugun parcalarindaki boylamasina sapma (1.3) kismi tiirevli diferansiyel denklemi

ile tamimlanir ve sinir ve baglangi¢ kogullar:

(1) %:v(t) , z=0
(i) %=0 , z=a
(447) g:%:o , 0<z<a , t=0

olur.
1.1.3. Boylamasina Ses Dalgalan

Sesin diizlem dalgalar,r apsisli kesiti i¢in capraz kesiti A(z) olan bir boruda
yayihyorlarsa kesitin herbir noktas: aym £(z,t) sapmasina sahiptir. O zaman ¢,

tek boyutlu (1.3) dalga denklemine indirgenen

9110, ,.] 1%
%[Za—m(ﬁ-ﬁ)] = 3 (1.5)

kismi tiirevli diferansiyvel denklemini saglar. (1.5) denkleminde
do
2=(=—), 1.6
¢ = ap) (1.6)

dir.Burada "0” alt indisi %% nun denge durumundaki degerini aldigimmzi gosterir.
po, durgun haldeki gazin basingdaki degisim degeri ve p, da aym gazin yogunlugu
olmak tizere basingdaki degigimi

P—po= —cz-po-gg (1.7)
formiilii ile verebiliriz. Ornegin; eger z = 0, z = a ug noktalarinin her ikisinde de
acgik olan bir tiipten bir ses dalgas: gegirdigimizde tiipiin i¢indeki gazin hareketini
gozoniine alirsak, (1.5) denkleminin x=0 ve x=a da %5— = 0 olan ¢6ziimlerini elde

ederiz.
1.1.4. Kablolardaki Elektrik Sinyalleri

R birim direnci ve G sizint1 parametresi aym anda sifir iseler, V(x,t) ge-

riliminin ve z(x,t) akimimn birlikte tek boyutlu dalga denklemini sagladiklarini
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soyleriz. Burada ayrica L indiiktans ve C birim siga{kapasite) olimak tizere ¢ dalga

hiz

¢ == (1.8)
esitligi ile tammlanir.
1.1.5. Bir Zarin Enine Titregimi

Diizgiin bir ¢ yogunlugundaki ince ve esnek bir zar T kadar dizgin geri-
lirse ve eger denge durumunda zar zry diizlemi ile ¢akisirsa z(x,y,t), zarn (z,y)

noktasimn t anindaki enine sapmas: olmak {izere zarin enine titresimleri

1 8%z

V?Z = 6—2. 8t2 (19)
dalga denklemi ile belirtilir. Dalga hiz1 ¢
= z (1.10)
o

denklemi ile tamimlamr. Eger zar kendi siminn I' da sabitlestirilivorsa. t nin tim

degerleri igin I tizerinde z=0 elde etmeliyiz.
1.1.6 Uzaydaki Ses Dalgalar:

t aninda (x,y,z) noktasinda gazin hzinin V=(u, v, w) oldugunu varsayalim.
p ve p sirasiyla basing ve yogunlugu, pe ve pg ise yine sirasiyla basing ve yogunlugun

denge halindeki degerlerini gostermek tzere
p=po(l+s) , P=Py+ct.po.s (1.11)

yazilabilir.Burada s gazin yodunlagmass (bugu, swvs hale gelmesi) olarak adlandi-
rlir. (1.11) de yer alan ¢? nin degerini yukarida (1.6) esitligi ile vermistik. Bu

ifadeleri

Dt ot oz ”'ay "0z

olmak uzere

Dv
= 12
P Dr gradp (1.12)
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hareket denkleminde yerine yazarsak ve gazin kii¢iik salimimlarnm kisitlarsak

Ov

Pogy = —c2.pg.grads (1.13)
denklemini buluruz.Aym sekilde
Dp .
Dr + p.divv =0
denklemi bu yaklagimla
po.gt—s + po.divv =0 (1.14)

denklemine denktir. Eger gazin hareketi irrotasyonel (yani devinimsiz ) ise
v = grad¢ (1.15)

esitligi ile tanimh bir ¢ skaler fonksiyonu bulunur. (1.15) ifadesi (1.13) denklemine

uygulamrsa kiiciik titregimler (salimimlar) i¢in
grad(%? - c2s) =0 (1.16)

bulunur. Benzer gekilde (1.14) denklemi

Os 5

- 1

o = V'9 (1.17)
denklemine denktir.
(1.16) ve (1.17) denklemleri arasinda s yi yok edersek ¢ fonksiyonunun

1 9%

2,
dalga denklemini sagladigim goririz.
1.1.7. Elektromanyetik Dalgalar

Eger
1 0A
H = curlA , E= ~ grade

ise

divE = 47p , divH =0



-1

(1.19)

1 OH 4re
curlE = —-C-% , curlH = %4— %E

Maxwell denklemleri , A ve ¢ 'nin

2 - - _ =
\Y R ot
1 8%
2,
V¢—C—2W—47Tp

denklemlerini saglamalar sartiyla saglamir. Bu yiizden elektrik yiiklerinin veya

akimlarimn yoklugunda, ¢ ve A ’min bilegenleri dalga denklemini saglar.
1.1.8 Katilarda Elastik Dalgalar

(u,v,w), (,y,z) noktasinda v sapma vektoriiniin bilegenlerini gostermek

lizere basing tensoriiniin bilegenleri, A ve u Lame sabitleri olmak tizere

(07,04,0:) = A @4—@-%%)-{-2 (in 6_13_u>
7299720 = 2\ Bz Oy Oz - 0z’ By 0=

v T2 1Y) =W\ By T 9292 0z 0z | Oy

denklemleri ile verilir. Hareket denklemi

aa,+ar,,,+ar,z+ X — _c?_"’ﬁ
9z 8y | 8z PN T PG

dir. F=(X,Y,Z) , (x,y,z) noktasindaki kuvvettir. Eger

F = grad® + curly

yazarsak, ¢; ve ¢z dalga hizlan

2
cf _ A+2u ’ cg _F
p p
seklinde verilmek iizere ¢ ve ¥ 'nin
P¢ —Vip=93

iz



denklemlerini saglamasi sartiyla sapma vektoriiniin
v = grad¢ + curly

seklinde alinabilecegi agikardir. Dolayisiyla F kuvveti uygulanmadiginda ¢ ve ¢

nin bilesenleri bir dalga denklemini saglarlar.
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BOLUM 11

2.1. TEK BOYUTLU DALGA DENKLEMININ TEMEL
COZUMLERI

=229 (2.1)

dalga denkleminin bir genel ¢6ziiminiin, f ve g fonksiyonlar keyfi fonksiyonlar

olmak tizere

y= f(r+ct)+ g(x —ct) (2.2)

oldugu bilinmektedir. Burada. bu ¢6ziimiin bir telin hareketini tammmlamak icin
nasil kullamlabilecegini gdsterecegiz.

Once, telin sonsuz uzunlukta oldugunu ve t=0 aninda telin sapma ve hizimin
sirastyla

y =n(r) . ?6% = v(z) (t =0 da) (2.3)

oldugunu kabul edelim. Bizim problemimiz (2.3) baslangi¢ sartlarina bagh (2.1)

denklemini ¢ozmektir. (2.3) sartlarim (2.2) 'de yerine yazarsak

n(z)=f(z)+g(z) , v(z)=c.f(z)—cg(z) (2.4)

bagintilarim elde ederiz. Bu bagintilardan ikincisini integre edersek b keyfi secil-

mek suretiyle
fla) - o@) = ¢ [ oera

denklemini elde ederiz. Bu denklemden ve (2.4) bagmntilarinin birincisinden

(e)+ 52 [ vl

(S

flz) =

A 1 1 /[
g(z) = -Q-n(w) - 2_6-‘/11 v(£)dE

formiillerini elde ederiz. Bu ifadeleri (2.2) denkleminde yerine yazarsak

1 r+ct
v=3 e+ enne-e|+ 2 [ uerde (23)

“~t —ct

1
2
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¢6ziimiinii elde ederiz. (2.5) ¢oziimii tek boyutlu dalga denkleminin D’Alembert
¢6ziimii olarak adlandinhr. Tel durgun(hareketsiz) halden c¢ikarihrsa (v = 0)
(2.5) denklemi

1
v=3{e+ e +ata—en} 2.6
olur. Bu da gosterir ki, telin sonraki sapmasi, biri saga ve digeri sola ¢ hiz ile

hareket eden y = %n(r) geklinin iki titregimi ile olugturulur. Béyle bir hareket

(sekil 1) ile gosterilir ve burada baslangi¢ sapmas:
0 , z<~a
r={1 1 <

0, >a

olur.
Hareket bu sekildeki gibi t nin farkh degerlerine kars1 gelen bir grafik serisi

ile gosterilebilir. Hareketi grafiksel géstermenin diger bir yolu

Ay
£=0 o
—a,\\ (4] l‘+¢ x
I\ Ay / \
/ \
t:i T—J__ —
/ -a \ 0 /' h “ —>x
\
/ \Pl \
e / \ 1/ \
t=—< l’ % A‘i
]
| e P e\ >
/ Y \
/ AL \
t=£ I (4 'I “ [+ \
2c p . ‘ >
! -a; 0 \a \
/ / \ {
/ F \
2a { (4 / \ ¢ \
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(sekil 1) de gosterildigi gibi bu profillerden bir ylizey ¢izmektir. Simdi, x=0 nok-

tasinda sabit olan yari sonsuz bir & > 0 telinin hareketini gozoniine alalun. (2.3)

sartlarimun yerine

1é) ,
y = n(x) ) 5}1{ = v(x) >0 (t=0da) (2.7.a)
y

sartlarim kabul edelim.

t > £ oldugunda n(r — ct) bir anlam ifade etmediginden (2.5) ¢Oziimi uy-

gulanabilir degildir. Bununla beraber

N ) L, x>0
¥(z) —{ —n{—-r) , <0

ve

s vy , 220
Viz) ’{ —v{—-x) , <90

olmak zere

A

Sekil 2.
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y=Y(x) \ % =V(r) (t =0da)
ot
baglangic sartlarina bagl olan sonsuz bir teli gézoniine alalim. O zaman telin

sapmasi

: z+ct
Y= % [Y(:v +ct)+Y(x — ct)] + ;71— / V(&)dE (2.8)

~ —ct

denklemi ile verilir.

Boylece x=0 i¢in

1f.. N R Y S
v=g|ren+ v+ [ vieod (2.9)
ve
% _ 1 Iy ety v (—et)] + L]¥ (-
5 = 2c[Y (ct) — ¥ (-—ct)- +3 [1 (ct)+ V( ct)]
elde edilir.

Bu, Y ve V nin tanimindan agikardir ki bu iki fonksiyvon da t nin tiim degerleri i¢in
aym sekilde sifirdirlar ve bundan dolay: (2.9) fonksiyonu (2.7.b) sartim sagladig
gibi (2.1) diferansiyel denklemini de saglar. Aym zamanda (2.7.a) sartinida sagla-
dig kolaylikla ispatlanir. Ozellikle teli hareket ettirdigimizde v ve bundan dolay:

V sifir olur. Bizde uygun ¢oziimii

{%ln(w+ct)+n(w—ct)] y T2t

sz +ct)—nct—z)] , z<ct

olarak buluruz. Boyle bir ¢6ziimiin garfiksel gosterimi (gekil 3) de gosterilmigtir.
Bu, dogrudan dogruya ¢oziimiin analitik formundan elde edilebilir yada daha ko-
lay olarak bir Y(x) baslangic sapmasina bagh olan sonsuz uzunluklu bir tel i¢in
bulunan grafiksel ¢6ztimden elde edilebilir.



Sekil 3.
Benzer bir yol , 0 < z <[ aralifh gozonline alinmak suretiyle ! uzunlugunda sonlu

bir tel i¢in de uygulanabilir. Baglangi¢ sartlarini

y=n(z) , L=or) 0<z<! (t =0da)

e

y=0 =0 t2>20 (x=0 ve zx=1de)

olarak aldigimizda tistteki metoda benzer bir yontem ile bu sartlar saglayan (2.1)

dalga denkleminin ¢oziimiintin (2.8) ifadesi oldugu goriiliir. Burada Y(x) fonksi-

n(z) , 0<z<lI
Y(z) ={
-np(—z) , -1<z<L0

yonu

Y(z +2rl) =Y(z) , ~l<z<l ve r==1,42,..

bagintilan ile tanimlanir. Bagka bir deyigle Y(x), peryodu 2! olan peryodik tek
fonksivondur. n(z) ve Y(x) arasindaki bagint: gekil 4 ’de grafiksel olarak gosteril-
migtir. V(z) de tamamen benzer bir gekilde v(z) terimleriyle tammlamr.

Bir periyodik tek fonksiyonun

Y(z)=Y nm.sz‘n(m;"”) (2.10)

m=0



14

formunda bir fourier siniis agthmina sahip oldugu Fourier Serileri Teorisinden séy-

lenebilir.

7 (x)

A Y (x)

/\ /\ =
-3sz ~1 ) z\/ a TR

Sekil 4.

Burada 7, katsayilarn

92 ft . mn
NMm = 7/ n({)szn( ] 6)(1{ (2.11)
0
formiilii ile verilir. Benzer olarak

V(z) = i vm.sin<l’lf§> (2.12)

m=1
VUm = %/01 v(é).sin(-r%ﬂ—{)d{ (2.13)

yazabiliriz. Bu sonuglan yerlerine koyarak elde edecegimiz

1 = . {mrzx mrct
§[Y(‘T +ct)+Y(:t-ct)] —mgzonmszn( 7 )cos( 7 )
1 [ete 1 < vy . [mrz\ . [mnet
3‘/_ Viene= 22, 717“"( z )”( z )

ifadelerini (2.8) ¢oziimiinde yerine koyarsak mevcut problemimizin ¢éziimiind
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m=1

x> '[' o0 m
5% (e (250) 5 (22

) (2.14)

olarak buluruz. Burada 5, ve v, sirasiyla (2.11) ve (2.13) denklemleriyle tamm-

1an1ﬁ1§t1rlar.

Ornek 1.

iki nokta ile {i¢ esit parcaya ayrilmug bir teli, bu noktalardan ters yonlerde

bir € uzaklik yaratacak sekilde ¢ekelim ve sonra serbest birakalim. Herhangi bir

anda telin sapmasma ait ifadevi bulun ve telin orta noktasinin daima hareketsiz

kaldigini gosteriniz.
Cozum.1

Bu durumda ! = 3a ve

£L 0<zr<a

a -

n= 5@-—;—2—2—) a<z<2a

g{z=32) 2a <z <3a

a

ve v(z) = 0 alabiliriz. Bu halde Fourier katsayilar

2 N
ﬂm—3—a§'[/; xszn 3a

2a
dx+/ (3a— 2:L')sm

a

3a
dar + / (x —3a)sin
2

18¢
= 1 n™
Mm nm[+( )]sm( mr)
ve
Uy =0
olur. Boylece sapma
18 14+ (=)™ sinT i TE Smwct
V= m2 g Ty %34

m=1

m:,;ra: d.r]
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olur ki bu da

o0
¢ 1 . 2n7w . 2nnx Inwct
Y= — —.8in .s8in .CO8
2

n? 3 3a 3a

n=1

yva denkdir. Bu agihimda z = 3?“ koyarak telin orta noktasindaki sapmay: elde

ederiz. Aqihimda bulunan sin(22%) ifadesi sin(nw) ye esit olur ve bu, n nin tiim

degerleri igin sifirdir. O zaman telin orta noktasindaki sapmayi sifir olarak bulu-

ruz.
2.2. TEK BOYUTLU DALGA DENKLEMININ
RIEMANN - VOLTERRA COZUMU

Bir onceki kisimda tek boyutlu
oy _ %
0z Oy

oy

dalga denklemi i¢in mevcut olan halin olduk¢a farklh oldugunu, yani ¢ ve ¥ nin

y=ct (2.15)

y=0 dogrusu boyunca bagimsiz olarak verilebildigini gormistiik. Eger bir C geriti

boyunca (z,y, z, p, ¢) nun degerleri veriliyorsa o taktirde
9z 0z 0Oz
520y f(z,y, 3 @)

denkleminin, zy diizlemi iizerinde C nin izdiiglimii olan I' egrisi boyunca verilen

(2.16)

z,p, q, degerleri tizerinde alinan bir integrale sahip oldugunu ve basit degisken do-
niigiimiiniin (2.15) denklemini (2.16) haline indirgedigini hiperbolik tipteki lineer
denklemlerin teorisinden soyleyebiliriz. Bu kisimda

Py 9%
il .
v=fay) , F=g@y) (C userinde) (2.18)

Cauchy probleminin ¢6ziimiinii belirlemek i¢cin Riemann - Volterra yontemini kul-
lanacagiz. Burada I' , denklemi u(z,y) = 0 olan bir egri gosterir.

Koordinatlan (£,7) olan bir P noktasinda, ¢ dalga fonksiyonunun (£, n)
degerini bulmak istedigimizi farzedelim. O zaman, P noktas: vasitasiyla (2.17)

denkleminin karakteristiklerinin
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ve

z—y=E—n (2.20)

denklemlerine sahip olduklar: rahathkla gosterilir ve bu dogrularin ikincisinin C
egrisi ile A noktasinda kesigtigini ve birincisinin C ile B noktasinda kesigtigini
farzedebiliriz (Sekil 5). ‘

Eger L 'yi 5 -
=27 57

olarak alirsak, bu operator 6zeglenik oldugu i¢in, Green teoreminin genel geklinden

//(w.L¢ —¢.Lw)drdy = / {U.cos(n, z)+ V.cos(n, y)} ds (2.22)
=

r

yazilabilir.

4!»«

Sekil 5.



Burada U ve V,
oy ow . .
7 frncd } —— ¥ — .2
U=u 3 ) o (2.23)

LA (2.24)

dir.
C, kapalh ABPA yoludur ve ¥ da C ile kapatilan (smrlanan) bolgedir. w

Green fonksiyonu

(i) Lw =0
(i) 82 =0 , APveBPde

P de

(i) w =1 |,
= 0 alarak (2.22) denklemini

gartlarim saglamahdir. w=1 alahm. Ayrica Lv'

(Lt Lot [0 ) [Goeostner = Gyeon n,y,)]d‘s‘o

geklinde yazarz. (2.20) denklemine sahip PA karakteristiginde

(2.25)

cos(n,x) = —% , cos(n,y) = % ' ds = —V2dz = —\/2dy
alinirsa
oY o _ oy a
/ [b—m-cos(n,x) ~ By cos(n,y)] ds —/A (Bm dr + 3y dy)
=ta—¢p

olur.

N

P(&,q)
x-y=§-q x+y=f+q
R
0 A(§-70) B(£+9,0)

Sekil 6.
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Benzer sekilde. PB karakteristigi boyunca

1 1
cos(n.r) = — , cos(n,y) = — R ds = —V2dz = \V2dy
V2 TV2

alinirsa BP dogrusu boyunca integral degeri ¢'p — ¢p olur. Bu degerleri (2.25)

" denkleminde yerine koydugumuzda Cauchy problemimizin ¢6ziimii olarak

VAN

u’,?P =

(3 +vB)— ;:/AB (g—fcos(x,n‘) - %cos(n,y)) ds (2.26)
denklemini elde ederiz. 6rne§in,
o= flz) a—y’ =g(z) (y=0 da) (2.27)

egitliklerini varsaydigimizda, eger P, (£,7) noktas: ise A 'min (£ — n,0) oldugu ve
B 'nin (£ + 1,0) oldugu ortaya ¢ikar (Sekil.6).

Sonuc olarak

va=fE—n) . vB=f(E+n)
A &+
/AB (%;/icos(.r,n) - —g—z;-cos(y, n)) ds = — /5—: g(x)dr

ifadelerini elde ederiz. Bu ifadeleri (2.26) denkleminde yerine koyarsak d’Alembert
¢ozumiini elde ederiz.

Riemann-Volterra ¢oziimiinden (2.26), baglangi¢ disturbans: ya bir sapma
yada bir hiz olmak fizere (zy, yo) noktas: civarinda yogunlagirsa, noktadan gegen
+1 egimli iki dogru ve y > yo yan dizleminin olugturdugu sonsuz bolgeyi etkile-

yebilecegi sonucuna varilir.

(x5.%)}

Sekil 7.
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Bu bolgeye (ro.y0) mn ilk etki alam denir (Sekil.7). Benzer bir sekilde, bagka
bir (21,y;) noktasmun etki alamm olusturabiliriz ve (Sekil 7) 'de basit bir gekilde

gosterebiliriz. Burada biitlin etki alanlarimin y > 0 i¢in kesistigi agik¢a goriilur.

(x3,53)

A\ L]

Sekil 8.

Yine benzer bir yoldan bir (z, y, ) noktasinin bagimhlik alanmni (2, y2 ) nok-
tasim igermek iizere pozitif y 'li (y > 0) biitiin noktalarin kiimesi olarak tanimla-
yabiliriz (gekil 8).Kolayca goriilebilecegi gibi bir noktanin bagimhilik alani. (x2.y2)
noktasindan asag dogru cizilen £1 egimli iki dogru ile xy dizleminin st yarisi-
nin olusturdugu tiggen kesitidir. Eger bu dogrular yukar1 dogru olsalards, (z2,y2)
noktasinin etki alanimi sinirlayabilirlerdi. Genelde y < 0 Ii noktalar: dikkate alma-
digimiz igin kesigmeyen bagimhhk alanlar elde etmenin miimkiin oldugu goriliir.
Zaman koordinatlan esit, (z,y) ve (z ,y) gibi iki noktay: gbz oniine alalim. Bunla-
rin bagimhilik alanlan kesigmezse noktalardaki sapmalar tutarsiz olacaktir. Buna
sebep olan ise birbirinden tamamen bagimsiz olan baglangic sapmalan ve hizlan-
dur.

2.3. TITRESEN ZARLAR VE VARYASYONLAR HESABININ
UYGULANMASI

Boliim (1.1.5) de, zy diizlemindeki I' egrisi ile simrlanan ince bir S zarina
ait enine titresimlerin
1 9%z
2 a2

Viz = (2.28)

dalga denklemini,



z=0 (T tizerindeki biitiin t ler icin) (2.29)
simir sartini ve
0z
z= f(z,y) , 5 =g(z,y) t=0, (z,y)€S (2.30)

baglangic sartlarim saglayan bir z(x,y,t) fonksivonu ile tammlanabilecegini gor-
miugtik.

Bu simir deger probleminin ¢oztimine iligkin iki temel yontem, integral do-
niigiim ve degigkenlerin ayrnlmas: yontemleridir.Bu yontemlerin ilki, zarin sonsuz
biiyiikliikte olmas: halinde kismen yararlidir. Ikincisi de T egrisinin basit bir forma

sahip olmas: halinde uygundur.
2.3.1. Integral Déniigiim Yontemi

Integral déniigiim teorisinin bu tiir problemlerde nasil kullamldigin asag1-
daki 6rnekle gosterelim.
Ornek.2

Cok bityiik ince bir zar z=f(x,¥) oldugunda hareketsiz iken serbest birakihi-
yor. Herhangi bir andaki sapmay: belirleyiniz.
Cozim.2

Burada

z = f(z,y) , — =0 (2.31)

kogullarina bagh olarak, diizleme ait biitiin (x.y) ler igin t=0 da (2.28) denklemini
¢6zmemiz gerekir. Bu baglangic deger problemini ¢6zmek i¢in (2.28) denkleminin
her iki yamm da €*€#+79) jle carpahm ve tiim zy diizlemi fizerinde integre edelim.

Sonra z(x,y;t) nin iki kath Fourier doniigtimi

oC oo
Z(&mit) = -2-17; / / 2(x,y; 1)’ =) dzdy
—oc J—00

olmak {izere,

1 % rx /52, 922 92z i(ex+ny) B \ , 5
27{[00/—00 (61'2,63/2,3752)6 dxdy_(—-§ s =N 7§2->Z
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sonucunu kullanmirsak (2.28) denkleminin

A
-7+ AE+9)Z =0 (2.32)

denklemine déniigtiigiini ve (2.31) kogullarinin sirasiyla

dz
Z=FEn) . =0 (t=0) (2.33)

ifadelerine egdeger oldugunu goriiriiz. (2.33) ’ya bagh olarak (2.32) 'i ¢ozdiigi-

miizde

Z = F(€,n)-cosle(€* + 1 }t]

esitligini buluruz. Fourier ters doniigim teoremini uygulayarak

z = ;17;/ / F(£.7n).cos [c({2 + 772)1/24 e~ e dedn (2.34)

elde edilir. Boylece problem iki kath integrasyona ve F(£.n) 'yt iceren (2.34)
ifadesine indirgenmisg olur.
2.3.2. Degiskenlerine Ayirma Yontemi

Degigkenlerine ayirma yonteminin kullanilmas: iki farkhh durumda gosteri-

lebilir. Bunlar sirasiyla I' nin bir dikdortgen ve bir daire olmas: halleridir.

(1) T, x=0, x=a, y=0, y=b dogrulan ile olugturulan bir dikdortgen ise
(2.28) denklemine ait ¢oziimleri

z = X(2).Y (y).eTike!

formunda diiglinebiliriz. Daha sonra (2.28) denkleminde yerine yazarak —)% +
YY—:’ + k% = 0 denklemini buluruz ve buradan X ve Y i¢in olusan adi diferansiyel
denklemlerin
X"+kX =0
(2.35)
Y"+ kY =0
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olduklarim gosterebiliriz. Burada k2 + k2 = k? dir. Boylece

2= Ak1k2.6¥i(klx+kzy+kct) (2.36)

geklinde coziimler elde ederiz. x=0, x=a, y=0, y=b oldugunda z ’nin sifira esit

olmas1 i¢in m ve n tam say1 ve

2 2
2 2 m n -
]‘mn =7 (a—2 + ﬁ) (231)

olacak sekilde

. (mrz\ . [{nm ”
2= Z Am,,sm( - )szn (—b—y) gTikmnet
m.,n
formunda ¢dziimler almaliyiz. Ornegin,
0
z = f(z,y) , —a—i-=0 (t =0 da)
ise uygun ¢ozliim

2(z,y,t) = Z Amnsin (m;r:c) sin (T;_y) cos(kmnct) (2.38)

m,n

dir ve kpmn (2.37) denklemi ile verilmisgtir. Ayrica A,,, katsayilan

4 bt . (mrz\ . (n7my
Amn_E/(; /0 f(a:,y)sm( - )szn(——b——)dxdy (2.39)

denklemiyle bulunur. Dolayisiyla genel ¢6ziim (2.37), (2.38) ve (2.39) denklemle-

riyle verilebilir.

Salinim veya titresimlerin frekanslari (2.37) denklemi ile verilmigtir. Bu
degerler k nin 6zdegerleri olarak bilinir. k nin bu degerlerden birine egit olmasi
halinde problemin sadece (2.36) seklinde bir ¢6ziime sahip olmasi s6zkonusudur.

(ii) T sinir egrisi a yaricaph bir daire ise en iyi yol r, § kutupsal koordinat-

larina ge¢mektir.Bu durumda (2.28) denklemi

0%z 10z 1 0% 1 &%z

it TR 2o (2.40)



24

seklinde yazilir ve T' egrisi r=a olarak alinabilir. Bu diferansiyel denklemin

z = R(r).0(6).eFikt

geklinde bir ¢6zlimiiniin oldugunu varsayarak R, © fonksiyonlarimin

£0
— = 2.
g +m'9=0 (2.41)
ve
#R 1dR ., m?
—_— _—— 07— — = 9
T T = —)R=0 (2.42)

diferansivel denklemlerini ve bunlarinda

=55 +-——+k

r?[f?R 1dR , 14?0
R|dr2 " rdr -

denklemini saglamas: gerektigini goriiriiz. (2.41) diferansiyel denkleminin ¢6ziim-

leri

0= eSFima

seklindedir. Eger z(r,6,t) sapmasmn z(r,0,t) = z(r,8 + 2=,t) seklinde alinma-
s1 gerekirse m yi tam say: olarak almak zorundayiz. Buna ilaveten, sadece r=0
da sonlu kalan ¢éziimlerle ilgilendigimiz i¢in J,,(z), arglimam x olan ve m ’inci
mertebeden birinci tiir Bessel fonksiyonunu gostermek tizere (2.42) denkleminin
¢Ozumini

R = Jpu(kr)

olarak almaliy1z. Bu yoldan (2.40) denkleminin ¢6ztimlerini

2= Amp.Jm(kr).eTimOFke (2.43)

m,k
seklinde olusturabiliriz. Eger z, r=a dairesi {izerinde sifira giderse k sayilan

Im(ka) =0 (2.44)
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olacak gekilde segilmelidir. Sonug olarak A,,, ler sabitler ve kn1, ko, ... ler (2.44)
denkleminin pozitif kokleri olmak tzere
2= Amn-Im(kmqr).eTmOFEmnct (2.45)

¢ozumleri elde edilir. z nin r ve t nin bir pozitif fonkéiyonu oldugu durumda uygun

ve benzer ¢oziim

2(r,t) =Y An.Jo(knr).e¥THne! (2.46)

olur. Burada ki, k»,... ler Jy(ka) fonksiyonunun pozitif sifirlanidur.
érnegin,

z = f(r) , %=0 (t=0 da)

oldugunu varsayarsak problemin ¢ozimii A, sabitleri

f(ry =" An.Jo(kar)

n

olacak sekilde secilmek tizere

2 = Z An.Jo(knr).cos(knct) (2.47)
dir. Bessel fonksiyonlar: teorisinden bunun

) a
An = 02—']12(-1‘:'”—(1-)-‘/; T'f(r)Jo(k'nT')dT‘ (248)

seklinde ifade edilebilecegini goriiriiz. Dolayisiyla problemimizin genel ¢ézliimini
(2.47) ve (2.48) denklemleri ile verebiliriz.

Dikdortgen ve dairesel simirli zarlarin titresimi ile ilgili bu tiir problemlerin
coziimleri sonlu doniigtimler teorisi ile de olugturulabilir. Bu yontemler ancak T’
sinir egrisi basit bir formda ise uygundur. I" karmagik bir sinir ise, sisteme ait fre-
kanslarin yaklagik degerleri varyasyonlar hesabina gore, eger I' 'mn sabit oldugu
itV ;

(2.28) denkleminin ¢oziimii f(z,y).e ise I' {izerinde sifira giden ve

o / / d*dxdy =1 (2.49)

S



normallegtirme kosulu ile n-1 tane
/ / ¢dmdrdy =0 (2.50)
S

ortogonallik bagintisini saglayan ¢ fonksiyonlarina bagh olarak n. A, 6zdegeri
I= —_— dzd 2.51
r J{(5) +(5) Jea (231
S

integralinin minimumudur. (Burada 0,. I 'y1 Ap ye esit yapan azaltic
fonksiyondur). Bu bize problemimizi ¢ozmeye yarayacak bir yontem elde etmey1
saglar. Eger

2 = (2, y).etme! (2.52)

(2.28) ve (2.29) denklemleriyle belirtilen problemin yaklagik bir ¢6ziimii ise, o
halde, eger ®;,®5,...,®, S de siirekli, diferansiyellenebilir ve I' iizerinde sifira

egitlenen n tane fonksiyon ise yaklagik bir ¢6ziim

n

Ym(z,y) = Y C;™®i(x,y) (2.33)

=1

dir. Burada C’z-(m) katsayilar:

Oij = 0j; = //Qiéjda:dy (2.54)

0®; a<1> , 0% 09,
T;;=Tji = / / [ t 5 .]dzdy (2.55)
ile tamimh .
Y (oiik% ~Ti)C™ =0 , i=1,2,...,n (2.56)

j=1

cebirsel denklemlerinin pozitif kokleridir. k4, k2,...,k, Ozdegerleri

2 2 2
Ullk —FI] 0'12]6 —Plz Olnk _Fln

2
021k? —T21 022k =Ty ... o2k?—Tap

2 A 2
onk —Tp1 o'nZItz_I‘nZ voo Onnk® —Tan
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determinant denkleminin n pozitif kokleri ile verilir. Ayrica katsayilar

ey cmM.ei™ e =1 (2.58)

,j=1

normallegtirme kogulunu saglayacak sekilde secilmelidir.
S zarmna ait I simr egrisi u(x,y)=0 denklemine sahipise ®; (1 =1,2,....n)

yaklagim fonksiyonlarimin basit bir se¢imi
& =u(z,y) , P2=zu(r,y) , @3=yu(zy)
&, =22u(z,y) , s =zxyu(z.y) . ¥ =y u(z,y) . vs,
geklinde alinir.
Ornek.3
Iki yiizlii bir kare zarm ilk iig 6zdegeri icin yaklagik degerler bulunuz.
Cozum.3

Zarin ¢ = %1 ve y = £1 dogrulan ile simirh oldugunu varsayalim. O halde
& =(1-2")1-¢") , B=c(1-2")1-3") , B=y(1-2")(1-y")

alabiliriz. Boylece

c -g§§ Oog =0 -—256 =093 =031 =0

11—~225 ’ 22 = 33——1575 y 012 =023 =031 =
256 3328

Fu“—‘—zg , F22=F33=T'577'5' , Tig=Te3=T35 =0

olarak buluruz. Bu durumda (2.57) determinant denklemi
(k% —5) (k2 -13)2 =0
haline gelir. Ve boylece karenin ilk iig yaklagik 6zdegeri

ki =vV5=2236 ko= ks =13 = 3.606



28
olarak bulunur. (2.37) denkleminden gerg¢ek sonuglarin

Ll—i—z‘zzl . ks _Ls—i=3942

oldugunu gorebiliriz.
2.4. UC BOYUTLU PROBLEMLER

Bu boliimde, ti¢ boyutlu

1 9%

dalga denklemine ait ¢o6ziimlerden bazilarim gozoniine alacagiz.
Bu denklemin,
k* = 2 + m? 4+ n? (2.60)

olmak tizere
e Fillztmytnztket) (2.61)

seklinde ¢6ziimlere sahip oldugu kolaylikla gosterilebilir.
Ornek.4

a yuzli kiibik bir kutunun iginde bir gaz bulunmaktadir. ¢ gaz i¢indeki sesin

hiz: ise serbest salhmimlarin peryotlarinin ny,n, ve ng tam say1 olmak iizere

2a

cy/n? +nd +n?

oldugunu gosteriniz.
Coziim.4:

Bu problemde 0 < (z,y,2) < @ uzaymnda gegerli olan (2.59) dalga denkle-
minin kiipin simrlarinda —g—’;f— = 0 olan ¢6zimlerini ariyoruz.

namy 2% 7rcf]

)co.s [n? +n} +n}

_ nlﬂ'(l).
¢(m,y,z,t)— Z Anx-nzmsco‘s( a ( ) 3(

nj.n2,n3
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dir. Burada ny,nq,n3 tamsayilardir. Gazin serbest salimm peryotlarimin

2a

cy/n? +nZ +nj

oldugu goruliir. M

r,8, ¢ kiiresel koordinatlarinda ( 2.59) dalga denklemi

Py 2 1 8( eaz/v) 1 Py 1 Py

gv _ 2 2¥ 2.
or2  r Or + r2sind 06 06 t 2iinte r2sin26 002 ¢ Ot2 (2.62)

geklinde olur.
U(r), r 'ye bagh bir fonksiyon ve P."(cosf) ortak Legendre fonksiyonu olmak

izere ¥(r,6,¢) yi

P(r,0,6) = U(r).P™(cosh).eFimeFiket (2.63)
olarak alirsak (2.63) denkleminin (2.62) denkleminde yerine konmasiyla ¥(r) ’nin

v 24T n(n+1)

L — ;3 2
o3 + > U+ E®=0 (2.64)

diferansiyel denklemini sagladigy goralir. Simdi

¥ = —.R(r)

7
egitligini uygularsak (2.64) denkleminin

@R  1dR [k2 (n+ 5

7 tro ]R 0 (2.65)

7.

gekline geldigini goriiriiz. Buradan su gikartilir: eger {n + %} ne sifir ne de tam
say1 ise A ve B sabitler ve J,(2), z argiimanli v. mertebeden birinci tiir Bessel

fonksiyonu olmak tizere

R(r) = Ad oy i (kr) + B.J_,_s(kr) (2.66)
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dir. (2.63) ¢oztimiiniin
P(r,0+7,¢) =9(r,0,8) ,  P(r,8,¢+2r) =P(r,0,0)

simetri ozelliklerini saglamasini istiyorsak m ve n yi tam say1 olarak almak zorun-
dayiz.
Boylece

W(r,0,4) = f T (nt 3y (k1) P (cosh).e FimoFiket (2.67)

fonksiyonu (2.62) dalga denkleminin bir ¢oziimii olur. (2.67) ¢6ziimiinde bulunan
Jx(n+1)(kr) fonksiyonlan Kiresel Bessel Fonksiyonlars olarak adlandinhr. Trigo-
nometrik fonksiyonlar ile iligkilidirler. n, bir tek tam saymnn yars: ise ve fn(z)
ve gn(z), Ornegin n = 1 icin f%(.r) =1 g1(x) =0ven = 2 igin fa(z) = L

g92(z) =1 olan polinomlar olmak fizere

o\ 1/2
1469~ (2) " [tebin -]

o\ 1/2
J_n(z) = (;“;) (-1)""2 [gn(x)sma:+fn(:c)cosm]

sonucu yazilabilir. Bu da trigonometrik fonksiyonlarla iligkili olduklarim goste-

rir.Boylece
¢(T) — gFikrFiket (268)
Y(r,0) = = sznk(:cr) — cos(kr)| cosf.eTiket (2.69)

denklemlerinin (2.59) dalga denkleminin kismi ¢dziimleri oldugu sonucuna varabi-
liriz.

(2.68) ¢oziimii, dogrudan (2.59) denklemlerinden cikartilabilen daha genel
bir ¢ozlimiin kismi bir halidir. Dalga denkleminin ¢6ziimiiniin kiiresel bir simetriye
sahip oldugu varsayilirsa, 6rnegin, eger v, sadece r ve t nin bir fonksiyonu ise, o

halde



g2 (2.70)

denklemini saglamak zorundadir. ¢ = % olarak alirsak f ve g fonksiyonlar: keyfi
fonksiyonlar olmak tizere

¢ = f(r —ct) +g(r +ct)
olacak gekilde
¢ 10
or?2 2" o2

yi elde ederiz. Bagka bir ifade ile (2.70) denkleminin genel ¢6ziimii, f ve g fonksi-
yonlar: keyfi olmak tizere

[f(r —ct) + g(r + ct)] (2.71)

ﬁlr—a

dir.

1 f(r—ct) fonksiyonu uzaklagan bir dalga gosterir. Bir gazin iz potansiyeli olarak

= _f(t - —) (2.72)

4rr
yi alirsak gazin iz
0 _ 1

T 9r  4nr?

fit- D)+

f(—-)

U=
47rrc

olur. Oyle ki, orijin merkezli ve kiigiik bir ¢ yaricaph bir kiireden gecen toplam
akint:
dme’u = f(t) + O(e)

dir. Bundan dolay:, merkezde f(t) gliciinde bir nokta kaynak oldugunu soyleriz.
Dolaysiyla (2.72) ifadesindeki bu tiir bir kaynagin iz potansiyelini temsil eder.
Bir t anindaki basing ile denge degeri arasindaki fark

r

p—p=pp = Lpt~1) (273)

4y c
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ile verilebilir.

Ornek.5

a yaricaph kata (sert) bir kiirede bir gaz bulunmaktadir. Eger ¢, gaz i¢indeki

(234

sesin hizi ise yanlzca radyal titregimlerin frekanslarinin 75— oldugunu gosteriniz.

Burada &;.&;.... ler tané = £ denkleminin pozitif kokleridir.
Cozum.5

Once v 've ait su kogullan yazalim.
v dalga fonksiyonu
1) (2.70) denklemini saglamalidir.
ii) Orijinde sonlu bir degere sahip olmahdir.
ili) r=0da u = % = 0 olmahdir.
(2.68) denklemlerinden bu kosullann ilk ikisinin, A bir sabit olmak iizere
b= A. ﬁfak_r) giket

olarak alindifinda saglandigim goriirtiz. Bu fonksiyon i¢in
A oy y A[kcos(kr) _ sin(kr)] giket

or r r2

dir ve k
tan(ka) = ka

olacak sekilde segilirse r=a da u=0 olur. Bu nedenle frekanslar , £;,§2,. ..

tanf = ¢

ler

(2.74)

denkleminin pozitif kokleri olmak tizere %fi (z = 1,2,...) ifadesi ile verilmis-

lerdir. &

(2.59) dalga denklemine ait benzer ¢oziimler, koordinatlar (p, ¢, z) silindirik koor-

dinatlar: olarak verildiginde bulunabilir. O zaman dalga denklemi
Py 1oy 1Py Py _ 1Py
0p2  p'Op  p2 042 ' 822 2 Ot?

(2.75)
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formunu alir. Eger

¥(p,0.2,t) = R(r).2(¢).2(2).I(2)

yazarsak, (2.75) denkleminin. v2 = k% — w? olmak {izere

d?R 1dR m?2

Tz .;E+(U’2-?)R=0

§§+m2<1>=0

' 2.76
2z (2.76)
E—z_2—+7 Z=0

d?

—C'l-tzz-l-k‘chT:O

geklinde ayrildigimi goriirtiz. Buradan da

¥(p, #.2,t) = Jm(wp).e'kct—11>Fimeé (2.77)

seklinde ¢oziimler elde ederiz. Burada ~, k ve w ’ye baghdir. Eger k > w ise «
gercel olacak sekilde (2.77) ¢Oziimiiniin z ekseni boyunca hareketli J,,(wp).eTim¢

genlikli bir dalgay: temsil ettigini diislinebiliriz. Boyle bir dalganin faz hiz:

yoke
Y
ve grup hizi
W= %(kc) = %
dir.
Ornek.6

% periyotlu ve kiigiikk genlikli harmonik ses dalgalan, p = a silindiri ile
stmirh bir dairesel dalga kilavuzu boyunca yayilir. ¢ ag degiskeninden bagimsiz

olan ¢oziimlerin , £,, J1(£) 'nin bir sifin1 ise 42 = k? — (%) olmak iizere

a

)

seklinde oldugunu ispatlayiniz ve bu tiir bir dalganin & > %" olmasi halinde yayil-

digini gosteriniz.
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Cozum.6

w,¢’den bagimsiz oldugundan dolay:

l}f‘ — Jo(,wp)ei(kct—‘yz)

yi elde etmek icin 72 = k2 — w? olacak sekilde (2.77)denkleminde m=0 yazmalhyiz.
Simir kogulu, gazin hizinin silindir {izerinde sifira esitlenmesidir, yani

oY
= = 2.7
3o 0 (p=a da) (2.78)

dir. J{(z) = —Ji(z) oldugundan dolay: bu kosulun ancak w mn J;(wa) = 0 ola-
cak gekilde secilmesi ile saglandig gortiliir. &1,&2,... ler J1(§) 'nin sifirlar olmak

luzere w = % dir. Boylece

,‘*,'" — ei(kct—“/z)Jo(E’na'p) (2.79)

elde edilir. [72 — k2 (5-%,)].

(2.79) denklemi ile verilen dalganin yayilmas: igin v mn gercel olmas zo-

runludur, yani & > §aﬂ olmahdir. B

(2.77) ¢bztimii daha ¢ok, p = 0 oldugunda w nin sonlu kalmas: gerektigi
seklinde bir simirlamay: igeren problemlere ait uygulamalarda yararhdir. Bu tar
bir kogulun bulunmadig problemlerde ¢6ziim olarak

B(pr $,2:2) = | AmTim(10p) + BmYm(wp)] ket=i (2.80)

denklemini almaliyiz. Burada Y, (wp), ikinci tiir bir Bessel fonksiyonunu ve A, ile

B,,, de kompleks sabitleri gosterirler. Bessel denkleminin en uygun ve en kullanigh

¢oziimleri olan
HD(wp) = Jm(wp) + i¥m(wp) ,  HZ(wp) = Jm(wp) — i¥m(wp)

Hankel fonksiyonlarim kullanarak (2.80) ¢oziimiini

Y(p, 6, 2,t) = [AmHS)(wP) + B H) (wp) | eFeteFime (2.81)
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geklinde yazabiliriz.

Ornegin, eksenel simetri (m=0) durumunda

¥(p,2,8) = |AHS (wp) + BH? (wp) | e™Fet=i2 (2.82)

seklinde ¢ozlimler elde ederiz. Simdi p nun biiyiik degerleri icin

2 2

)a.eftwemim o g ()~ ()37 wemET (2.83)

H(l) ~
o (wp) (7rwp TWp

2

(p—0c)  Vpz,t) ~ ()b |Aefthertwrmine=im 4 Bei“‘c""""””%ﬂ]
’ Twp

olur. Boylece

Yo(p.2,t) = Hy (wp)eihet=i2 (2.84)

¢ozlimii, p = 0 ekseninden uzaklagan dalgalar: gosterirken
Pilp. 2,t) = Hy (wp)etet=o2 (2.85)

¢o6ziimi bu eksene yaklasan dalgalari gosterir.
iki boyutlu durumda (£ = 0) (2.43) denkleminden (2.50) denkleminin ben-
zerinin

V(p6,t) = |AmHG) (kp) + BmHS,f)(kp)] giketFime (2.86)

oldugu gorilir ki bu durumda (2.84) ve (2.85) denklemleri sirasiyla
Yo(p,t) = Hy (kp)e'* (2.87)

ve

¢i(p.t) = Hy (kp)e™*™! (2.88)

seklinde yazbr. (2.68) ¢ozlimlerinin kiiresel dalga teorisindeki ozelliklerinin ayni-

larina, (2.87) ve (2.88) fonksiyonlar silindirik dalga teorisinde sahiptirler.
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BOLUM III
3.1. DALGA DENKLEMININ GENEL COZUMLERI

Bu béliimde dalga denkleminin Helmholtz, Kirchhoff ve Poisson adlan al-
tinda toplanan genel ¢oziimlerini tretecegiz. Helmholtz ve Kirchhoff ¢6ziimleri
¥(r,t) dalga fonksiyonunun ve onun bir S yiizeyindeki g% normal tiirevinin deger-
lerinde tamimh dalga problemlerini konu alirlar. Problemin Kirchhoff ¢6ziimiinden,
Y ve %% (t = 0 da) baslangi¢ deger probleminin Poisson ¢6ziimiini gikari-
yoruz.

V20 + k20 =0 (3.1)

dalga denkleminin bir ¢6ziiminiin ¥ oldugunu ve ¥’ye ait biitiin singiilerliklerin
V hacmini sismrlayan kapah bir S yiizeyinin diginda bulundugunu varsayalim. O

zaman

ikjr—r'|
) _ €
= T=r (3.2)
yi ahrsak r vektoril ile belirtilen noktanin S diginda bulunmas: halinde
;) eiklr—r'] eiklr-r’l B\I»'(r')
7 — I = .
/S[‘I'(')'an T ]dS 0 (3.3)

olur.

Diger taraftan, eger P, S nin icinde kalirsa, Green teoremini S ile digtan ve
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C ile icten simrlanan bolgeye uygulmakla (r merkezli ve ¢ yanigaph kiigiik bir kiire)

1" r—r'| on Ir —r'|

o etklr—r'| eiklr—r'l 6‘1’(1”) 1 8‘1’(1") etklr—r'|
n Y s g N
/ [ﬁl(r )6n - ]dS = lim [(zk )¥(r')
(o}

esitligini buluruz. Esitligin sag tarafindaki limitin degerinin —47¥(r) oldugunu
gosterebiliriz.
3.1.1. Birinci Helmholtz Teoremi

S ytizeyi ile simrlanan V hacmi iginde birinci ve ikinci mertebe kismi tiirev-

leri siirekli olan ¥(r)

V2O 4+ k20 =0

dalga denkleminin bir ¢6z{imii ise, o zaman n, S yiizeyinde dig normal olmak tizere

1 etkir ==l gy (') w eI () , reV
4_;/;[|r—r'|° on —\Il(r)'gﬁ lr—r’]]ds—{ 0 , r¢gVv (3.4)

olur. R

Birinci Helmholtz teoremi, ¥(r) fonksiyonunun biitiin singilerliklerinin be-

lirli bir V hacmi diginda bulunmas halinde uygulanabilir. Simdi, ¥ ’ye ait biitin

or' |r —r/|

ds’
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singlilerliklerin kapali bir S yiizeyinde bulundugunu varsayalim. Green teoremini,
S ile icten ve ¥ ile digtan simrlandirilan V bdlgesine uygularsak (orijin merkezli
ve ¢ok biiyiikk bir R yarngaplh bir kiire) R — oo igin ikinci Helmholtz teoremine

variriz.
3.1.2. Ikinci Helmholtz Teoremi

V hacmi diginda ve V ’yi smurlayan kapali S yiizeyinde birinci ve ikinci
mertebeden kismi tiirevleri siirekli olan ¥(r) fonksiyonu, dalga denkleminin bir

¢oziimil ise r — oo i¢in benzer olarak
r(5F —ike) 0
ise n, S ylizeyinde dig normal olmak tizere
1 eklr=r'l\ - Ju(r) el (W(r) , rgV
4#/[\11( )6n(lr—r’|)— on lr-—r'l]ds—{ 0 , reVv (3.5)

olur. B

Helmholtz formiillerinden W ile S yiizeyindeki % degerlerinin keyfi ve birbi-
rinden bagimmsiz olarak bulunabildigi goriilebilir. P de singiileriteye sahip G(r,r')
Green fonksiyonu kullamlarak ¥(r) ’yi ¥(r') 'li terimler igeren

Ur)= -1 /s \Il(r').g—f ds’

denklemi ile ifade edebiliriz, oyle ki S ytizeyindeki ¥ degerini belirleyerek genelde
¥(r) ’'nin tek oldugunu gosterebilir ve g‘p nin degerini hesaplayabiliriz. Boylece,
8% S iizerinde olmak sartiyla ¥(r) tek olarak bulunur ve bunun S fizerindeki degeri
belirlenebilir. Dolayisiyla ¥ ve S tzerindeki % degerleri birbiriyle iligkilidirler.

f(r) ve g(r) fonksiyonlan keyfi fonksiyonlar olacak gekilde

fonksiyonu dalga denklemini saglar, fakat ¥(r') = g(r'), % = f(r') (S iizerinde)

oldugu sonucuna varmak gerekmez.
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Benzer olarak iki boyutlu halde p = (z,y) olmak iizere
¥ = HJ)(klp - ')

alarak, Green teoreminin iki boyutlu geklinden birinci Helmholtz teoreminin iki

boyutlusunu kurabiliriz.
3.1.3. Weber Teoremi

Birinci ve ikinci mertebeden kismi ttrevleri, S alani iginde ve S yi simirlayan

kapal I' egrisi lizerinde stirekli olan iki boyutlu
Vi® + kP =0

dalga denkleminin bir ¢oziunii ¥(p) ise o taktirde n, I' ya ait dig normal olmak

luzere
1 1 0 ' (1) N
7 [ {10 5o a8 ko - 1) - B - ) T3 L
¥(p) ,p€ES
0 PES

olur. Birinci Helmholtz teoremini bir bagka gekilde ifade edebiliriz. Eger ¢(r',t),
. 1’ vektori ile belirli degisken bir noktamin koordinatlarinmin bir fonksiyonu ise

nin gecikmeli degerini, sabit bir noktanin yer vektorii r' olmak {izere
[¥] = 9(x',t - %) y A=’ —r (3.6)
denklemi ile belirtebiliriz. Eger
P(r',t) = B(r').e7F
ise

R (3.7

oldugu anlagilr. Simdi eger, Birinci Helmholtz teoremindeki (3.4) denkleminin
her iki tarafin1 e**¢* ile ¢arparsak, r vektérii ile belirtilen noktamn S yiizeyi icinde
olmas: halinde, denklemin
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s == [{ - [T+ 5P|+ 352 Jas

geklinde yazilabilecegini buluruz ve (3.6) esitliklerinin ikincisinden dolay: da

o= (-02(0) 28] el o
olarak yazilabilir.

Simdi keyfi bir ¥(r,t) dalga fonksiyonu, ¥(r).e~**¢! tipindeki dalga fonk-
siyonlarimin lineer bir kombinasyonu olarak, ya bir Fourier serisi yada bir Fourier
integrali yardimiyla ifade edilebilir. (3.8) denklemi k ’y1 acik¢a bulundurmadigmm-
dan herhangi bir dalga fonksiyonu i¢in bunun dogru oldugu agiktir. r yer vektorli

bir nokta S diginda bulunursa (3.8) denkleminin sag tarafimin sifira esit oldugu
gosterilebilir.

3.1.4. Birinci Kirchhoff Teoremi

Birinci ve ikinci mertebeden kismi tiirevleri V hacminde ve V ’yi sinirlayan

S yiizeyinde stirekli olan dalga denkleminin bir ¢6ziimii ¢ (r,t) ise
1 1 1 0X[oy] 1[0¢ r_ [¥(r,t) ,P(r)eV
4r { [d)]an( )+c/\3n[ ]+,\[3n]}ds - 0 ,P(r)gV (3.9)
dir. Burada A = |r —r'| ve n, S yiizeyinde bir dig normaldir.

3.1.5. Ikinci Kirchhoff Teoremi

—oc ile t arasindaki biitin degerler icin S yiizeyi ile sinirlanmig V bolgesi-
nin disinda singiileriteye sahip olmayan dalga denkleminin bir ¢oziimi ¢(r,t) ise

r — oc i¢in f(u) ve f'(u), u = —oo civarinda simurh olmak lizere

i) ~ 1220

ise n, S 'de bir dig normal olmak iizere
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o2 (0) 528 e - (9 st oo

dir.
Eger S yiizeyini
A= —r|=c¢ct (3.11)

kiiresi olarak alirsak bu sonuglarin 6zel bir halini buluruz. f, ¢ 'nin t=0 daki degeri
olmak fizere S ’'nin herhangi bir noktasinda

[¥] = 9(r',0) = f(r')

dir. Benzer sekilde g, azp 'nin t=0 ’daki degeri olmak tizere

dir. Bu sonucu (3.9) 'da yerine yazarsak

P(r,t) = —/ {/\2 g/\+ /\(g{) }dS’ (3.12)

esitligini buluruz. Burada S ylizeyi daha once oldugu gibi (3.11) denklemine sa-
hiptir. Eger (3.11) kiiresi {izerindeki f fonksiyonunun ortalama degerini M, (f) ile

gosterirsek,
= [ 5 =t()
ve
T

yazabiliriz. Bu ifadeleri (3.12) denkleminde yerlerine yazarsak

o(rt) = [t Mr(f)] +t.M,(g) (3.13)
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_ % _ _
v=Ff 5 = , t=0 (3.14)

baslangi¢ sartlarim saglayan dalga denkleminin ¢oziimii oldugunu goriiriz. (3.12)
¢6zlimi, (3.14) smur deger probleminin " Potncaré Cozamau’ diir. (3.13) denklemi

” Poisson (ozumu ” ni ifade eder.
3.2. DALGA DENKLEMI ICIN GREEN FONKSIYONU

Burada dalga denkleminin belirli sinir kogullar altindaki ¢éziimiiniin uygun
Green fonksiyonunun bulunmasina bagh olarak nasil yapilacagin gosterecegiz.
G(r,r’) 'niin

&? 0? 02 , . "
(83:'2 + dy" + aylz)G(rvr )+ EG(r,x')=0 (3.15)

denklemini sagladigin1 ve kapali bir S yiizeyi ile simirh olan bir V bolgesine ait olan
r ,r’ noktalarinda r noktasimn komsulugu disinda hem x,y,z degigkenlerine hem

de z',y, z' degigkenlerine gore sonlu ve siirekli oldugunu ve r' — r iken
g gun
(3.16)

ile aym singiileriteye sahip oldugunu varsayalim. Boylece, eger r , V bolgesi icinde-
ki bir noktanin yer vektorii ve n, S yiizeyinde bir dig normal ise (3.4) denkleminde
iglem yaparak

)= / {G( rr 6‘1’(") —W(r ')aG(r ")}ds' (3.17)

bulunur. (3.17) denkleminden su gikartihir: eger G1(r,r’) de
Gi(r,r') =0 (3.18)

siur kogulunu saglayan boyle bir fonksiyon ise ve eger yer vektorii r’ olan nokta S

nin lizerindeyse

6G1(r r')

Y(r) = - / gy 2 0r) o (3.19)
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yazilabilir. Bunun anlam, S yiizeyinin igindeki herhangi bir noktada ¥ nin degeri
¥ 'nin sinir tizerindeki degerlerine gore hesaplanabilir.
Benzer sekilde eger G,(r,r')

6G2 _ ) ..
= ) r €S igin (3.20)

siur kogulunu saglayan bu tir bir fonksiyon ise

1 [ 0%(r)

- ’ '
¥(r) = i Js “on Ga(r,r')dS (3.21)

yi elde ederiz. Bu denklem ile S ’'nin her noktasindaki -g—f degerinin bilinmesi
halinde S igindeki herhangi bir noktada v ’yi hasaplayabiliriz.

Benzer sonuglar daha genel bir sinir kogulu olmas: halinde ve iki boyutlu
durumda elde edilebilir.

Simdi S ytizeyinin bir diizlem oldugu 6zel durumlan dikkate alalim.

3.2.1. z > 0 Yar:1 Uzay1 igin Green Fonksiyonu

Ornek olarak, p = (z,y,~2), r=(z,y,z) yer vektorlii noktamin z=0 diizle-
mindeki goruntiisiiniin yer vektorii olmak tizere
etklr—r'| etklo—r'|

gl P (3.22)

Gl (ra I")

alabiliriz. Bu fonksiyon icin eger r’ yer vektorlii nokta II (xy diizlemi) de ise bu
fonksiyon i¢in

on 02 ‘0z

R

8G1 6G1 6 ( eikR )

oldugu kolayca gosterilir. Burada R? = (z — 2')? + (y — y')? + 2% dir. Eger z=0
da ¥ = f(z,y) ise z > 0 iken (3.5) denkleminden

10 T e’k R I
U(e,y,2) =~ o /H fa' vy de'dy (3.23)

cikartilir. Benzer gekilde

eiklr—r'|  ciklp—r'|

'y —
Gler) = e o

(3.24)
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egitligi gosterilebilir ve dyle ki II diizleminde
9¢ikR
R

Gz(l’y l") =

dir. Eger Il diizleminde %% = g(z,y) ise z > 0 iken (3.21) denkleminden

1 v kR £yt
V(zr,y,2) = “% ) plz',y )"ﬁ*dﬂf dy (3.25)

oldugu gorilir.

Simdi (3.25) ¢oziimiiniin, dalgalarn mitkemmel yansittig: farzedilen ama key-
fi ebat ve gekilde delikler iceren sonsuz bir diizlem-elek vasitasiyla "monokromatik”
ses dalgalarmin kirinimu teorisinde nasil uygulanabilecegini belirtecegiz. Elegin zy
diizleminde bulundugunu varsayacagiz ve kolaylik icin elekteki delikleri 53 ve ele-
#in delikler digmdaki kismim S, ile ifade edecegiz.Elegin yoklugunda ¥;(r)e?** iz
potansiyeline sahip olan monokromatik dalgalarin elegin pozitif tarafina

P 4

Y

Sekil 10.
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diigtiiklerini farz edersek (Sekil 10), elegin olugturdugu yansitilmig ve kirilmig dal-
ga ¥ s(r)et*<t seklinde bir hiz potansiyeline sahip olacak ve ses dalgalarinin toplam

iz potansiyeli ¥(r)et*¢t olacaktir. Burada
U(r) = T;(r) + Ts(r) ‘ (3.26)

dir.Problemin sinir kogullan; elegin deliksiz kism {izerinde, gazin hizimin normal

bilegeninin sifira egitlenmesi yani

oYs Y,
=5t (Sede) (3.27)

ve her delikte toplam hiz potansiyeli gelen hiz potansiyeline esit olmasi yani
Us=0 (51 de) (3.28)
dir. Bu problemi ¢ozmek igin S; de

ov 0¥s 0Y; _
(E),ﬂ _ (w ; 67)z=o ~ A (3.29)

varsayalhm. (ng- =0 10 (3.29) denkleminden bulunan degerini (3.25) denklemin-

de yerine yazarsak

Ts(r) = 51; . (%‘fj)z‘ﬂe-; : dr'dy’ — 2% A f(z',y’)#dx'dy' (3.30)
1 buluruz.

Simdi eger f(z',y') = 0 1 (3.30) denklemine yerlestirirsek elegin deliksiz
oldugu probleme uygun olan bir ¢6ziim elde ederiz ve bu, xy diizleminin tama-
mim icine alan deliksiz bir elek vasitasiyla yansitilan dalgalarin hiz potansiyelini
gosterir. p = (z,y,—2) , r = (2,y,2) yer vektorli noktanin z=0 diizlemindeki
goriintiisiiniin yer vektori olmak iizere bu hiz potansiyelinin z > 0 durumunda
V¥;(p)seklinde oldugu agikca gosterilir. Dolayisiyla eger z > 0 ise

e—ikR

¥(r) = ) + Vo) - 5= [ flay) da'dy (3.31)
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denklemini elde etmemiz gerekir. (3.28) kogulunun halen saglandifim gostermek

i¢in (x,y,0) noktas1 S; ’e ait oldugunda f(x,y) ’yi

A= Ve TP TGP

olmak tizere .

A f(x',y')ﬁdm'dy' = 27¥0,(z,y,0) (3.32)
denklemini saglayacak ;ek.ilde secmeliyiz. Bundan dolay1 eger z > 0 ise kinmim
problemimizin ¢6ziimii (3.31) denklemi ile verilmis olur ve burada f(x,y) fonksiyonu
(3.32) integral denklemini saglar.

z < 0 durumundaki ¢6ziimii de kolayca bulabiliriz. Eger, ¥;(p)e**** hiz po-
tansiyelli dalgalarin elegin negatif tarafina geldigi bir problemin ¢oéziimiiniide goz
oniine alirsak sonug olarak [¥;(r) + ¥;(p)]e’*! ¢dziimiiniin (3.27) ve (3.28) simr
kogullarin: sagladigini goriiriiz. Dolayisiyla,

¥(r) + U(p) = ¥i(r) + ¥i(p)

bagintisim gikartiniz. Buradan, eger z < 0 ise

e—ikR

1
%) = 5 [ S ) Gdo'ay (3.33)

sonucunu ¢ikartiriz. f(x,y) yine (3.32) integral denklemini saglar.

3.3. HOMOJEN OLMAYAN DALGA DENKLEMI
L operatori
1 62

=575~ v? (3-34)

olmak lizere, elektromanyetik teori ile matematiksel fizikte kargimiza gikan ve ikin-
ci mertebeden hiperbolik bir denklem olan

L = f(r,2) (3.35)

denklemine ” Homogen olmayan dalga denklems” denir. Eger 1»; homogen olmayan
(3.35) denkleminin herhangi bir ¢6ziimii ise ve t2 de dalga denkleminin herhangi
bir ¢oziimii ise

Y=t +¢2 (3.36)
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nin (3.35) denkleminin de bir ¢6zlimi oldugu goriiliir.

Bir ¢ fonksiyonunun kapal bir S yiizeyi ile simirlandinlmig sonlu bdlgede
(3.35) denklemini sagladigim varsayalim. S de bulunan ve yer vektorii r olan bir
P noktasinda fonksiyonun degerini bulmaya ¢aligalim. Eger (2 ile, S ve P merkezli

kiiciik bir ¢ yarigaph C kiiresi ile sinirlanan bolgeyi gosterirsek Green teoremini

/(¢v2¢ ¢v2¢)dr—(/ /)(d——¢ )dS' (3.37)

seklinde yazabiliriz. (3.37) denkleminde ¢(r') 'nii (3.35) denkleminin ¢6ziimii ola-
rak alirsak
1 &

Vi(r') = ng't—zlb(l") - f(r',t) (3.38)

olur ve t' bir sabit ve F fonksiyonu keyfi olmak tizere ¢ ’yi

Ir —r|

1
—F(t —t' +

e — |

¢ = ) (3.39)

olarak alalhm. Buradan L¢ = 0 oldugu sonucu ¢ikar ve

10%

Vig = ez o

(3.40)

olur. (3.38) ve (3.40) denklemlerini (3.37) denkleminde kullanarak

83 (5o e ([ )65 -

67.{:’

buluruz. —oo ’dan +o00 ’a kadar t ’ye gore integre edersek ve ¢, 5= ’nin t = Foo

icin sifir oldugunu varsayarsak, integrasyon sirasim degistirerek

[ L)L [ (3 ) o

buluruz. Boylece

/c { /_oo ( " Z_ﬂ d*}ds' =4r / (e, t)F(t —)dt +0(c)  (342)
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ve

T 06 Vo [ 45" [ T 0u(r.t) . r=r]
/S{ / ¢6—ndt}d5‘ _/sl_rt—r'_l{ 5 F(t——t + )dt} (3.43)
e

(e [ T @1 188(c) 1 dr—r|
‘/Sds{/_w['p(r’t)an]r-r'l c ot r—r| on

F (t —¢ 2 ) dt} (3.44)

olur. Buraya kadar F fonksiyonunu keyfi almigtik. Simdi

29 ’ N Sz < n
F(z)= {
gy diger hallerde

oldugunu varsayalim. O zaman ortalama deger teoremini kullanarak

o )
[ et = Zop(vr - = an) —ica s

yi buluruz, 6yleki

/er’(/_:f(r',t)gbdt) =/ﬂf(r',t’ r=r] _rl +0m)| ds'r'| (3.45)

olur. Benzer sekilde (3.42) ’dan

/c { ,/_oo (‘b_?' —¢ ¢)dt}d5' = 4myp(r, ' + 051) (3.46)

esitligini elde ederiz (-1 < 6, < 1) ve (3.43) ve (3.44) denklemlerinden

ds’ 6¢ (l",t - 'Lr,l' + 6377)

/ { / ~ a¢dt}d$' /S e an° (3.47)
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ve

/{/ ¢,.‘2“3dt}ds'=/ds'{¢(r',t'—|r'r'+04 ) 9 1
S —o0 S on II' - l"l

10 r g r—r' 1 Or—r'|
cat'l/)(r,t - p +04T] ‘t—l‘" an (348)
denklemlerini elde ederiz. Burada -1 < 65,6, < 1 ’dir. (3.45), (3.46), (3.47) ve

(3.48) denklemlerini (3.41) denkleminde yerlerine yazarak ve n — 0 alarak t' 'nii t

ile degistirdigimizde
1fldr"

alr—r|

L[f[o] 1 .40 1 _1[3] 1 dr—v| |
C4r S{[%]|r—r'|+[¢]3nlr—r'l C[Bt]lr—r'l on }ds (3.49)

esitlifini buluruz. Burada [f], f fonksiyonunun ¢ — 15_6—",’ anindaki degerini gosterir.
Ozellikle

P(r.t) =

P = %l’ =0 (S tizerinde)
kogulunu verine getiren (3.35) denkleminin ¢6ziimu
[fldr'
¢( t) Ir - r[l (3'50)

dir. [f], f 'nin ” gectkmis defers” olarak bilinir ve (3.50) denkleminin sag tarafindaki
ifade de ” gectkmig potansiyel” olarak adlandinlir.

4. RIESZ INTEGRALLERI

Burada (3.50) formiiliiniin ispatim1 veren ve Marcel Riesz tarafindan verilen
bir metoda ait agiklamalarda bulunacagiz. Ayrica bu metodun Poisson denkle-
minin ¢ozumiine nasil uygulanacagini gosterecegiz. Riesz, bu konuda Riemann-
Liouville integralinin iki genellemesini vermistir.

L= gz- -V (3.51)

operatori ile birlesik olan ilk genellegtirme

21
w.T(3n).[(3n—1)

I"(r,t) = / (', ). R4 dr'd’ (8.52)
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dir ve burada d7' = dz'dy'dz' , R* = (t - t')? — |r — r'|? ve D, R=0 hiperyiizeyi ve
t' = 0 hiperdiizlemi ile sinirh hiperhacimdir. t zaman degiskeninin daima pozitif
oldugu kabul edilir.

(3.52) integralinin temel 6zellikleri Riesz tarafindan ispatsiz olarak belirtil-
mig, fakat teorik fizikte kullamimlar icin, yeterli kogullar altindaki bu sonuclarin
ispatlar1 Copson tarafindan verilmigtir. Eger ¢ fonksiyonu siirekli ise ™% integrali
R(n) > 2 i¢in n kompleks degiskeninin bir analitik fonksiyonudur. (3.52) Riesz
integralinin karakteristik ozellikleri

I™ [ = [™F7y (3.53)

LI™ 2%y = "y (3.54)

denklemleri ile belirtilir. Eger 3 ve a¢ t=0 da sifir oluyorsa

I"t2Ly = Iy (3.55)
lim I"y = ¢ (3.56)

olur. (3.53) ve (3.54) denklemlerini kargilagtinirsak L operatériiniin =2 oldugunu
gorurtiz.
Ozel olarak n=2 alirsak basit bir degigken déniigiimii ile
Iyt
1-2,‘}’( t) - / ¢(r+ r' t ll‘ [) (357)

r'l

oldugu gosterilebilir. Burada integrali 0 < |r'| < ¢ {izerinden alacagz.
Bu sonuglarin kullanimina ait bir ornek olarak, ¥ = %’f =0 (¢t =0 da)
baglangi¢ kosullarina bagh, homogen olmayan

Lop = I™Y2f (3.58)

dalga denkleminin ¢6ziimiinii bulma problemini alalim. Burada f ve %tt ‘nin stirekli
oldugu varsayihir. (3.53) denkleminden

Ind’ = In+2f
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buluruz. Eger, gsimdi n — 0 alirsak ve (3.56) ile (3.57) denklemlerinden

! t_]ﬂ
1 [ fir+71, '-‘)dr’

¢(r.t) - 4z Q |l'"
denklemine uygun
1 [ f(r+x,t—|r'|)
— J2r _ ’ !
¢_If_4ﬂ-/ = dr (3.59)

elde ederiz. Eger L 'yi I72 olarak alsaydik elde ettigimiz (3.59) denklemi ¢oziim-
diir.

Benzer iki boyutlu problem i¢gin Riesz ,

& 3.60
L, = 2 Vi (3.60)
operatori ile birlikte
1 Uy n—3 1 7.1 14f
i ——— . dz'dy'd .61

integralini tamimlamigtir. Burada p. (x.y) diizlem vektoriini gosterir. Ayrica
R2=(t-t?—|p=p'I?.D; ¢ =0 diizlemi ile stmrh z'y't’ uzaymdaki hacim
ve |p— p'| = (¢ —t') konidir. Bu integral

[P IMp = [ty (3.62)
LI+ = Iy (3.63)
Lim IT'9 = ¢ (3.64)

ozelliklerine sahiptir.
Homogen olmayan iki boyutlu

Lib(p.t) = f(pt) , t>0 (3.65)
dalga denkleminin bir ¢oziimii

1 ' ¢")dz'dy'dz'
Wot) = g [ HEIEENE (3.66)
“ 1
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Y<

Sekil 11.

Ikinci Riesz integrali

I'(z-3%) P(r')

i N(2)J fe—r/P-n

J"p(r) =

dr' (3.67)

denklemi ile tanimlanir. Burada integrasyon uzaym tamaminda alinmigtir. v sii-

rekli bir fonksiyon ve J"4, n kompleks diizleminin 0 < R(n) < k seridinde mevcut

ise
J™I™p = Jmt ) (3.68)
V2J™ 2 = —J™ (3.69)
im J™) = ¢ (3.70)

olur. Boylece

V() = —4mp(r)
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Poission denklemini ¢6zmek gerekirse esitligin her iki yamina J"*2 uygular-

sak ve n — 0 alirsak
p(r)dr’
v —r'|

P(r) = (3.71)

haline gelen (3.60) denkleminden
P(r) = 47 J?p(r)

buluruz.



SONUC

Calismamizda miithendislikte ve fizikte kullanilan fakat ¢6ziimleri matematiksel ola-
rak yapilan dalga denklemleri hakkinda bilgi verildi. Dalga denkleminin ¢6ziimiini baz
kabullerle nasil elde edecegimiz incelendi ve bunun teorisi verildi. Bu ¢aligma, simir ve bag-
langig sartlan degistiginde olusan bir dalga denkleminin nasil ¢6ziilecegi konusunda okuyu-
cuya yol gosterecektir. Ayrica integral doniigim yontemi ve deggkenlerine ayrma yontemi
kullamlarak dalga denkleminin ¢6ztimiine nasil ulagildig: anlatildi. Bundan yararlamlarak,

kargilagilan problemler i¢in problemin yapisina gore ¢oziim yontemi belirlenebilir.

Lif boyutlu problemler hakkinda verilen bilgiler ileri diizeyde yapilacak bagka calig-
malara 151k tutacaktir. Green fonksiyonlarimin kullamihig sekli hakkinda bilgi verilmigtir.
Bu bilgiler kullanilmas1 bazi1 problemlerin ¢6ztimlerine kolayca ulagmay: saglar. Ayrica
homojen olmayan dalga denklemleri hakkinda da bilgiler verilmistir.
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