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(k). sonlu elemanin nodlarindaki yerdegistirmeler

GCok katli kompozit malzemeye ait normalize edilmis mekanik sabitler
Silindirik boslugun Ox, dogrultusundaki uzunlugunun yarisi

Elastisite moduli

Silindirik bosluk ile plagin alt yiizeyi arasindaki mesafe

Silindirik bosluk ile plagin Ust ylizeyi arasindaki mesafe

Rijitlik matrisi

Ox, dogrultusundaki plak uzunlugu

Ox, dogrultusundaki plak uzunlugu

Kitle Matrisi

(i) nodunda (k). ticgen piramidin hacim koordinatlari

Dikdortgen prizmatik 6rnek elemanin i. nodunda tanimh sekil fonksiyonu
Silindirik bosluk ylizeyine ait dis birim normalin bilesenleri

Kalin plagin Ust ylizeyinden etki eden diizgiin yayih basing yikinin yogunlugu
Kalin plagin x; =0; ¢, kenarlarindan etki eden éngerilme kuvvetinin yogunlugu

Kuvvet veya sag taraf matrisi
Silindirik boslugun Ox, dogrultusundaki kalinliginin yarisi

Silindirik bosluk ylizeyi
ilave dis kuvvetin etki ettigi plagin (ist yiizeyi
Ongerilmeleri olusturan diizgiin yayili gekme kuvvetinin uygulandigi dis yiizey

m. yaklasimdaki yerdegistirme vektori bilesenleri
(k). Gggen piramidin hacmi

(i) nodunda (k). ticgen piramidin hacmi

Dis kuvvetin frekansinin degeri

Kritik dogal frekans degeri

Silindirik bosluk icermeyen dikdortgen plak bolgesi
Silindirik bosluk bolgesi

CozUm bolgesi

m. yaklasimdaki gerilme tansori bilesenleri
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sfjm) m. yaklasimdaki sekil degistirme tansori bilesenleri

A, 1, Lame sabitleri

vV, Poisson orani

n, Guclendirici ve matris malzemelerinin kompozit icerisindeki hacim oranlari

0! Kronecker semboli
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OZET

SILINDIRIK BOSLUK iCEREN ONGERILMELi ANiZOTROP KALIN PLAGIN
STATIK VE DINAMIK ANALIZi

Ulki (BABUSCU) YESIL

Matematik Miihendisligi Anabilim Dali
Doktora Tezi

Tez Danismani: Prof. Dr. Nazmiye YAHNIOGLU

Bu tez kapsaminda, silindirik bosluk iceren dngerilmeli, basit mesnetli dikdortgen plak
icin bazi statik ve dinamik problemlerin matematiksel formilasyonu ve ¢6zim metodu;
anizotrop malzemeler icin U¢ boyutlu nonlineer elastisite teorisinin kesin denklemleri
cercevesinde Onerilmistir. Bahsedilen ¢6zim metodu 3 boyutlu sonlu elemanlar
modellemesi kullanilarak gelistirilmistir.

Silindirik boslugun etrafinda statik ve dinamik gerilme yigilmasina problem
parametrelerinin etkisini gosteren sayisal sonuclar, ayni zamanda dogal frekans
degerleri sunulmus ve tartisiimistir.

Tez alti bolim ve Kaynaklardan olusmaktadir. Birinci boliminde, konuyla ilgili genel
bilgiler, tezin amac ve kapsami verilmistir.

ikinci bélimde, ele alinan problemlerin matematiksel modellemesinde kullanilan
Lineerize Edilmis Ug Boyutlu Elastisite Teorisinin denklem ve ifadeleri elde edilmistir.

Uclincii  bolimde, Uzerinde calisilan plakta statik gerilme vyigilmasi problemi
arastirnilmistir. Ek yikleme altinda ongerilmeli dikdortgen plakta silindirik bosluk
etrafindaki gerilme yigilmalarina ait problemlerin sonlu eleman modellemesi ve sayisal
sonuglar verilmistir. Ayrica ele alinan problem icin sonlu eleman modellemesinde 6zel
durumlar ayrintili olarak verilmistir.

Dordinci bolimde, silindirik bosluk iceren dngerilmeli dikdortgen plagin dogal titresim
problemine ait matematiksel formilasyon, sonlu eleman modellemesi ve sayisal
sonuglar verilmistir. Sayisal sonuglarin analizinden, ele alinan plagin dogal titresim

Xiv



frekanslarina plagin cesitli geometrik ve malzeme parametreleri ile silindirik bosluk ve
ongerilmenin 6nemli dlclide etki gosterdigi belirlenmistir.

Besinci boliimde, silindirik bosluk iceren 6ngerilmeli dikdortgen plagin zorlanmis
titresim problemine ait matematiksel formilasyon, sonlu eleman modellemesi ve
sayisal sonugclar verilmistir. Sayisal sonuclarin analizinden, zamana goére harmonik
degisen ilave dis yikleme altinda plagin icerdigi silindirik bosluk civarinda olusan
gerilme yigilmasina, plagin cesitli geometrik ve malzeme parametreleri ile silindirik
bosluk ve 6ngerilmenin 6nemli dl¢lide etki gosterdigi belirlenmistir.

Son bolimde, tez cercevesinde yapilan arastirmalarin degerlendirmesi sunulmustur.

Anahtar Kelimeler: silindirik bosluk, o6ngerilme, gerilme yigilmasi, dogal titresim,
zorlanmis titresim, dikdortgen plak, 3B SEY.

YILDIZ TEKNIK UNIVERSITESi FEN BiLIMLERI ENSTITUSU
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ABSTRACT

STATIC AND DYNAMIC ANALYSIS OF INITIALLY STRESSED ANISOTROPIC
THICK PLATE CONTAINING A CYLINDRICAL HOLE

Ulku (BABUSCU) YESIL

Department of Mathematical Engineering
PhD. Thesis

Advisor: Prof. Dr. Nazmiye YAHNIOGLU

In the scope of this thesis, the mathematical formulations and method of solution to
some static and dynamic problems for the initially stressed simply supported
rectangular plate which contains a cylindrical hole are proposed in the framework of
the exact equations of the three dimensional geometrically non-linear theory of
elasticity for anisotropic bodies. The mentioned method of solution is developed by
employing the 3D finite element modeling.

Numerical results on the influence of the problem parameters on the static and
dynamic stress concentration around the cylindrical hole, as well as on the values of
the natural frequencies are presented and discussed.

The Thesis consists of six chapters and References. In the first chapter, the general
information on the subject, the aim and the scope of the thesis are given.

In the second chapter, the equations and expressions of the Three-Dimensional
Linearized Theory of Elasticity which is used for the mathematical modeling of the
considered problemes, is derived.

In the third chapter, the problem on the static stress concentration in the plate under
consideration is studied. The finite element modeling and the numerical results on the
concentration of the stresses around the cylindrical hole within the initially stressed
rectangular plate under the additional static loading are presented. Moreover the
special cases in the finite element modeling for the considered problems are provided
in detail.
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In the fourth chapter, the mathematical formulation, the finite element modeling and
the numerical results for the problem of the natural vibration of the initial stressed
rectangular plate containing a cylindrical hole are presented. From the analysis of the
numerical results it is established that various geometrical and material parameters of
the plate as well as the cylindrical hole and the initial stresses significantly affect the
fundamental frequencies of the considered plate.

In the fifth chapter, the mathematical formulation, the finite element modeling and
the numerical results for the problem of the forced vibration of the initial stressed
rectangular plate containing a cylindrical hole are presented. From the analysis of the
numerical results it is established that the various geometrical and material
parameters of the plate as well as the cylindrical hole and the initial stresses
significantly affect the concentration of the stresses around the cylindrical hole
containing the considered plate under the time harmonic additional forces.

In the final chapter, the conclusions of the results of the considered investigations in
the thesis are presented.

Keywords: cylindrical hole, initial stress, concentration of stress, natural vibration,
forced vibration, rectangular plate, 3D FEM
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BOLUM 1

GIRIS

1.1 Literatiir Ozeti

Kompozit malzemeler, farkh iki veya daha fazla malzemenin bir bitiin olusturacak
sekilde ve aralarinda kimyasal etki olmaksizin birlestirilmesiyle olusturulan
malzemelerdir. Kompozit malzemeyi olusturan bu farkli malzemelerin her birine
“bilesen” adi verilmektedir. Bilesenler, giiclendirici veya glclendirilen (matris) olarak
ikiye ayrilirlar.  Glglendiriciler, kompozit malzeme icerisinde yik tasima goérevini;
matris malzemesi ise, gliclendiricilerin birligini ve karsilikli etkilesimini saglarlar.
Kompozit malzemenin bilinen diger mihendislik malzemelerine gére pek ¢ok avantaji
vardir, ornegin yiksek 6zgll mukavemet, yiiksek 6zglil moddl, yiiksek iletkenlik veya
yalitkanlik vb. verilebilir. Kompozit malzemelerin sahip oldugu bu Ustin 6zelliklerinden
dolayi, Uretim teknolojilerinin gelisimine bagh olarak glinden giline kullanim alanlar

artmaktadir.

Kompozit malzemeler, bu malzemeler ile ugrasan bilim dallarinda cesitli acilardan
siniflandiriimaktadir. Bunlardan bazilari; 1) giclendiricilerinin geometrik formuna gore
siniflandirma  (tanecikli, lifli ve levhal), 2) kompoziti olusturan bilesenlerin
malzemesine (metal, seramik ve polimer) gore siniflandirma, 3) glclendiricilerin
boyutuna gore siniflandirma (6rnegin, nano kompozitler), 4) giclendiricinin hacim
oranina gore siniflandirma (6rnegin seyrek tanecik takviyeli) vb. verilebilir (Sayman ve
Aksoy [1], Yahnioglu [2], Talreja ve Manson [3]). Malzemelerin mekanigi agisindan

bakildiginda bu siniflandirmalardan en c¢ok kullanilani, gliclendiricilerin geometrik



formuna gore yapilan siniflandirmadir. Dolayisiyla, Tez cercevesinde ele alinan
kompozit malzeme, farkli en az iki malzemeden yapilmis ¢cok sayida levhanin st Uste
konulmasiyla olusturulmus cok katli-levhali kompozit malzeme olarak verilebilir. Eger
levhali kompoziti olusturan her levha, kendi icerisinde lif-matris birliginden
olusturulmus ise bu kompozit malzemeye lif-levhali kompozit malzeme adi
verilmektedir. Bu durumda cok katli—levhali kompozit malzemelerin dis etkiye karsi
gosterdigi tepki, sadece levhalarin malzemesine degil, dizilis sirasina (simetrik, anti-
simetrik vb) gére de degismektedir. Genel olarak ele alindiginda kompozit malzemenin
mekanik 6zellikleri, 1) Bilesenlerinin (matris ve gliclendirici) mekanik 6zelliklerine, 2)
Guclendiricilerinin geometrik formlarina, yayilimina, dogrultusuna ve kompozit
icerisindeki hacim oranina ve 3) Matris ve gliclendirici ara ylzeylerindeki temasin
niteligine veya icyapidaki cesitli kusurlara dogrudan bagimh oldugu soylenebilir

(Altenbach vd. [4], Sadowsk ve de Borst [5])

Tez cercevesinde plak yapi elemanlari ele alinmistir. Miihendislik alaninda yogun
sekilde kullanilan plak yapi elemanlari, yiuk tasima kabiliyeti ve distuk agirlik gibi
ozelliklerinden dolay: tercih edilirler. Bu yapi elemanlari da kendi icerisinde cesitli
acillardan siniflandiriimaktadir.  Bu  siniflandirmalardan  bazilari, a) geometrik
ozelliklerine (orta duzleminin geometrik formuna, kalinlklarinin ince/kalin veya
sabit/degisken olmasina) goére, b) mekanik 6zelliklerine (izotrop, transversal izotrop
(enine izotrop), ortotrop vb) gore, c) inceleme yontemine (Kirchoff, Midlin vb plaklari)
gore vb. siniflandirmalar olarak verilebilir. Bu siniflandirmalar géz oniine alindiginda
Tez'de ele alinan yapi elemani, dikdortgen, sabit kalinlikli, kalin ve anizotrop plak olarak

verilebilir.

Tez cercevesinde ele alinan ¢ok katli kompozit malzemeden hazirlanmis dikdortgen
plaga ait problemlerin teorik incelenmesi, siirekli ortamlar mekanigi acisindan iki
model cercevesinde yapilmaktadir. Bu modeller, parcali-homojen cisim modeli ve
esdeger-homojen anizotrop cisim modelidir (Christensen [6], Akbarov ve Guz [7]).
Parcali-homojen cisim modelinde, levhali kompozit malzemeyi olusturan her bir levha
icin gerekli denklemler (denge veya hareket denklemleri) ile levhalar arasinda temas

kosullari gbz 6nline alinir. Eger kompozit malzemeyi olusturan levhalarin ve levhalar



arasindaki temas ozelliklerinin, kompozit plagin dinamik veya statik davranisina
etkilerinin daha hassas arastiriimasi istenirse, bu durumda arastirmalar parcali-
homojen cisim modeli yardimiyla yapilir. Ancak, yapilan incelemeler levha adedi
arttikca hayli zorlasir. Esdeger-homojen anizotrop cisim modeli; ele alinan parcali-
stirekli malzeme yerine mekanik ozellikleri bu malzeme ile 6zdes ancak, homojen
anizotrop malzeme alinmasi esasina dayanir. Bu homojen anizotrop malzemeye
esdeger homojen anizotrop malzeme adi verilir. Parcal sirekli homojen malzemenin,
esdeger homojen anizotrop malzeme olarak modellenebilmesinde kullanilan cesitli
streklilik teorileri vardir (Christensen [6]). Esdeger homojen anizotrop malzemenin
mekanik sabitlerine normalize edilmis mekanik sabitler (ézellikleri) adi verilir. Bu
sureklilik teorileri, ele alinan gercek parcali stirekli malzemenin ortalastiriimis gerilme
ve ortalastiriimis sekil degistirme degerleri ile esdeger homojen anizotrop malzemenin
gerilme ve sekil degistirmelerini birbirine baglayan ilgileri dlizenler ve esdeger homojen
anizotrop malzemeye ait normalize edilmis mekanik sabitlerin belirlenebilmesini
saglar. Bu calismada oldugu gibi eger, kompozit malzemenin statik veya dinamik
davranisina ait global (biitlin olarak) karakteristiklerinin belirlenmesi istenirse, bu
durumda, esdeger homojen anizotrop cisim modeli tercih edilebilir. Belirtelim ki, ele
alinan kompozit plagin statik veya dinamik davranisinin teorik incelenmesinde yaklasik
plak teorileri kullanilmamis, incelemeler (¢ boyutlu elastisite teorisinin kesin
denklemleri cercevesinde yapilmistir. Bu nedenle bu kisimda yaklasik plak teorilerine

yer verilmeyecektir. Bu konuda detayl bilgi Kutug [8] kaynagindan edinilebilir.

Bazi durumlarda yapi elemani olusturulurken, cesitli montaj kusurlari veya teknolojik
uyumsuzluklar nedeniyle istemeden veya esas vyikleme esnasinda avantaj
saglayabilmek icin amag¢ vyonli olarak vyapi elemaninda ic gerilmeler
olusturulabilmektedir. Bu i¢ gerilmelere “Ongerilme” adi verilmektedir. Ornegin,
ongerilmeli yapi elemanlarinin kullanildigi uygulama alanlarindan bazilari cesitli
kaplamalar, tank zirhlarn, celik yelekler, asma kopriler vb. verilebilir. Belirtilen
ongerilmelerin, bu yapi elemaninin kullanimi esnasinda cesitli dis etkilere olan
davranisini 6nemli o6lcide etkiledigi yapilan teorik ve deneysel calismalarla tespit
edilmistir. Bununla beraber yapi icerisindeki dngerilmelerin degerinin, belirli degerden

fazla olmasi, esas yiikleme yapilmadan 6nce bu yapi elemaninda kopma, ezilme vb. gibi
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istenmeyen durumlarin olusmasina sebep olabilmektedir. Bu nedenle gerek
ongerilmelerin yapi icerisindeki degerinin gerekse, esas ylikleme yapildiktan sonra

ongerilmelerin yapi elemaninin mukavemetine etkilerinin belirlenmesine ihtiyag vardir.

Cesitli dis kuvvetler etkisindeki yapi elemanlarinin icerdigi delik veya bosluklar, gerilme
Uretici gibi davranarak, yapi icerisinde gerilme yigilmalarina sebep olmaktadirlar. Bu
gerilme yigilmalari, yapi elemanlarinin mukavemetini énemli olclide etkilediginden yapi
elemaninin islev 6mriini kisaltmakta veya kullanim esnasinda yapi elemaninda ciddi
hasarlarin olusmasina sebep olmaktadir. Bu nedenlerden dolayi delik veya bosluklar
civarinda olusan gerilme yayiliminin belirlenmesi problemleri, pek ¢ok mihendislik
dalinda yogun olarak calisilan problemler arasindadir. Bu alandaki mevcut teorik ve
deneysel calismalar incelendiginde, bu calismalarin belirli acilardan siniflandirmasi
yapilabilir. Ornegin; yapi elemaninin geometrik boyutlarina (sonlu/sonsuz, 2 boyutlu/
3 boyutlu vb.) gore, delik/boslugun geometrik formuna (dairesel, dikdortgen vb.) gére,
yap! elemaninin malzemesine (izotrop, anizotrop vb.) gore, matematik modellemede
kullanilan teorilere (cesitli yaklasik plak teorileri vb.) gore, yapi elemaninin
baslangig/dogal durumundaki mevcut 6n etkilerin (6ngerilme vb.) g6z Oniline
alinmasina gore siniflandirmalar yapilabilir. Mevcut deneysel veya teorik arastirmalar,
ele alinan problemler hakkindaki bilgi birikimine o6nemli katkilar yapmis ve
yapmaktadir. Bununla beraber bu ¢alismalar, delikler/bosluklar civarinda olusan gercek
gerilme yayihminin belirlenebilmesinin, ele alinan problemlerin G¢ boyutlu cisim ve
kesin teoriler cercevesinde modellenmesi ile miimkin olabilecegini gostermektedir. Bu
yizden bu alandaki son calismalar ¢ boyutlu problem formiilasyonlari Gzerinde
yogunlasmaktadir. Ancak (¢ boyutlu problem c¢oziimleri daha ¢ok gayret ve caba
gerektirmektedir. Bununla beraber iki boyutlu problem formiilasyonlari ve ¢dziimlerini

iceren calismalarin belirtilen alana katkilari inkar edilemez.

Cesitli statik dis kuvvetler etkisinde delikler civarinda olusan gerilme yigilmalarinin
belirlenmesine ait kapsamli ilk calismalar Savin [9] tarafindan yapilmistir. Bu calismada,
sonsuz boyutlu plagin icerdigi cesitli geometrik formdaki delik/delikler civarinda olusan
gerilme durumu kompleks fonksiyonlar teorisi ve konform donisim yardimiyla

¢Ozlilmis ve elde edilen analitik ¢coziimler verilmistir. Sonsuz boyutlu plaga sonsuzda
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etkiyen dis kuvvet etkisinde yapi icerisindeki delik civarinda gerilme yayiliminin
belirlenmesi problemlerinin sonlu boyutlu plaklar, karmasik geometri ve sinir kosullari
ile cesitli anizotropi 6zelliklerinin géz o6nine alinabilmesi durumlari icin 6grenilme
cabalari sonucunda, analitik ¢cozimlerin yerini sayisal ¢ozimler almaya baslamistir.
Sayisal ¢ozimler, bu alanda daha karmasik yikleme ve malzemelerin g6z 6nine
alinabilmesini kolaylastirmistir. Bu konuda son vyillarda yapiimis bazi lisansiisti tezleri
Kaltakgi [10], Dindar [11], Yicel [12] ve Yesil [13] 6rnek olarak verilebilir. Bu tezlerde,
daha onceki senelerde vyapilmis calismalar ve bu calismalarin genis Ozeti yer
almaktadir. Belirtilen lisans Ustl tezlerinde dairesel veya dikdortgen delik iceren
kompozit ince plak veya kompozit serit-plak formundaki yapi elemanlarinin, ele alinan
yikleme durumunda cesitli geometrik ve malzeme parametreleri ile ¢esitli mesnet
kosullarinin, dis yiikkleme etkisinde yapidaki bosluk civarinda olusan gerilme yigilmasina
etkileri sayisal olarak arastirilmistir. Benzeri anizotrop ortamlar icin cesitli formdaki
delik veya delikler iceren serit-plak veya ince plaklar icin yapilan diger bazi calismalar,
Jong [14], Song ve Kim [15] (1995), Hu vd. [16], Romeo ve Frulla [17], Xu vd. [18],
Ukadgaonker vd. ([19], [20], [21]), Engels vd. [22], Lei vd. [23], Pan vd. [24], Romeo
[25], Wu ve Mu [26], Hyde vd. [27], Pandita vd. [28], Kirilyuk [29], Toubal vd. [30],
Yahnioglu ve Yesil [31], Chaudhuri ([32], [33]), Jain ve Mittal [34], Yang vd. ([35], [36]),
Zheng vd. [37] ve Zhen ve Waniji [38] olarak verilebilir. Belirtilen problemlerin uygun lc¢
boyutlu formiulasyonlar cercevesinde gelistirilmesi ve silindirik bosluklar civarinda
gerilme yigilmasi problemlerinin 6grenilmesine ait bazi ¢alismalar, Temiz vd. [39], She
ve Guo [40], ve Li vd. [41] olarak verilebilir. Ayrica li¢ boyutlu plak problemleri ve bazi
sonuglari hakkinda genis bir 6zet Shaldyrvan [42] calismasinda yer almaktadir. Yukarida
verilen ¢alismalar disinda yapi elemaninin kirilmasi acgisindan da yapidaki delik veya
bosluklarin etkisinin arastirildigi bazi calismalara 6rnek olarak Theocaris ve Petrou [43],
Suemasu vd. [44], Yao vd. [45] ve Hutar vd. [46] verilebilir. Bunun disinda az da olsa
yap! elemaninin baslangicta sahip oldugu on etkilerin (6ngerilme vb.) g6z 6nine
alindigi, statik gerilme yigilmasi problemlerine ait calismalardan bazilari Akbarov vd.
(1471, [48]), Khoma ve Kondratenko [49], Yahnioglu vd. [50], Yahnioglu ve Yesil [51],
Yesil [52] olarak verilebilir. Bu calismalarda kullanilan (¢ boyutlu sonlu eleman

modellemesi Demiriz [53], Demiriz ve Akbarov [54]'de verilen formuyla kullaniimis



ancak belirtilen sonlu eleman modellemesi, silindirik bosluk civarinda sonlu eleman

modellemesi acisindan gelistirilmistir.

Delik veya bosluklar yapi elemaninin statik davranisina oldugu kadar dinamik
davranisina da dnemli dlciide etki gdstermektedir. Ornegin dikdortgen, dairesel, eliptik
vb. formda delik veya deliklerin dikdortgen ince plagin dogal titresim frekanslarina
gosterdigi etkilerin arastirildigi bazi deneysel ve teorik calismalar, Sabir ve Davies [55],
Laura vd. [56], Huang ve Sakiyama [57], Marchuk ve Piskunov [58], Gutiérrez vd. [59],
Turvey vd. [60], Sakiyama vd. [61], Singh ve Tanveer [62], Kwaka ve Han [63], Thai ve
Kim [64] olarak verilebilir. Benzeri etkilerin dairesel ve eliptik ince plaklar icin
arastirilmasina ait bazi calismalar Lin ve Tseng [65], Nallim ve Grossi [66] olarak
verilebilir. Plaklarin titresim problemlerinin ele alindigi daha oOnceki yillara ait
calismalarin Ozeti Liew vd. [67] ¢alismasinda verilmistir. Belirtelim ki yukarida verilen
veya belirtilen yayinlarin kaynaklarinda yer alan calismalarda yogun sekilde, cesitli
mertebeden vyaklasik plak teorileri kullanilmistir. Bu alanda (¢ boyutlu problem
formilasyonu ile yapilan bazi arastirmalar Sayman ve Aksoy [68], Hufenbach vd. [69],
ile belirtilen (¢ boyutlu formulasyon ve 6ngerilmeli yapi elemanlari icin dogal titresim
problemlerine ait calismalara ornek olarak Yahnioglu ve Yesil [70] ve Yesil [71]
verilebilir.  Yukarida verilen calismalarda silindirik boslugun hacmi arttikca dogal
titresim frekanslarinin 6nemli Olcide azaldigl, yapi elemaninin bilesenlerine ait

elastisite moddlleri orani (EZ/EI ) degisimi arttikca temel frekanslarin mutlak degerce

arttigi tespit edilmistir. Belirtilen dogal titresim frekanslarina yapi elemaninda énceden
var oldugu kabul edilen 6ngerilmelerin etkisi, Yahnioglu ve Yesil [70] ve Yesil [71]
calismalarinda Uc¢ boyutlu problem formiilasyonu ve (¢ boyutlu sonlu elemanlar
modellemesi yardimiyla detayl olarak incelenmis ve sonugclar tartisiimistir. Belirtelim
ki, bu calismalarda kullanilan tg¢ boyutlu sonlu eleman modellemesi Akbarov ve Demiriz
[72], Demiriz [53]'de verilen formuyla ancak, silindirik bosluk civarinda belirli acilardan

gelistirilerek kullaniimistir.

Ele alinan ince plak veya serit-plaklarin icerdigi delik veya bosluklarin, bu yapi
elemanlarinin zorlanmis titresimine etkilerinin incelenmesine ait bazi calismalar

Marchuk vd. [58] ve bu calismalarin kaynaklarinda yer alan calismalar olarak verilebilir.
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Uc boyutlu problem formiilasyonu ve yapi elemaninin éngerilmeli olmasi durumunda
belirtilen problemlerin gelistirilmesi calismalarina 6rnek olarak Akbarov vd. [73],
Yahnioglu ve Yesil [70] ve Yahnioglu ve Yesil [74] calismalari verilebilir. Belirtilen
calismalarin uygun 2 boyutlu problem formilasyonu ve ¢ozimleri Yahnioglu [75] de
verilmistir. Buradan goruldugu Uzere, yapi elemaninin delik/delikler icermesi
durumunda zorlanmis titresimine ait calismalar kisith sayidadir. U¢ boyutlu kesin
teoriler cercevesinde matematiksel modelleme ve ongerilmelerin géz O6niine
alinabilmesi ancak Yahnioglu ve Yesil [70] ve Akbarov vd. [73] calismalarinda
gorltlmektedir. Belirtelim ki, bu calismalarda kullanilan lg¢ boyutlu sonlu eleman
modellemesi Demiriz ve Akbarov [54] ile Zamanov [76]’da verilen sonlu eleman

formilasyonu, silindirik bosluk civarinda gelistirilerek kullanilmistir.

Literatlr arastirmasindan tespit edilebildigi kadariyla, silindirik bosluk iceren anizotrop
yap! elemanlarinin statik ve dinamik karakteristiklerine cesitli geometrik ve malzeme
ozellikleri ile sinir kosullarinin etkisinin belirlenmesi problemlerinin, ¢ boyutlu kesin
teoriler cercevesinde incelenmesi ve 6zellikle ele alinan yapi elemaninin dngerilmeli
olmasi durumunda belirtilen karakteristiklerin 6grenilmesinde, literatiirde 6nemli bir
boslugun oldugu soylenebilir. Ele alinan Tez'in belirtilen alana o6nemli katkilar

yapabilecegi 6ngorilmektedir.

1.2 Tezin Amaci

Yapisinda silindirik bosluk bulunan ongerilmeli dikdortgen kompozit plagin statik ve
dinamik davranisina, yapisindaki silindirik boslugun, yapi elemaninin gesitli geometrik
ve malzeme parametreleri ile yapidaki ongerilmenin etkilerinin, (¢ boyutlu lineer
olmayan elastisite teorisinin lineerize edilmesi ile elde edilen, lineerize edilmis (¢
boyutlu elastisite teorisi cercevesinde formiilasyonu ve bazi sinirdeger problemleri
cercevesinde incelenmesi tezin amacini olusturmaktadir. Dikdértgen kalin plagin bitin
yanal kenarlarindan basit mesnetle tutturuldugu, yapisindaki 6ngerilmenin karsilikli iki

yanal yuzeyinden (x, =0 ve x, =/,) etkiyen diizgiin yayili normal kuvvet etkisinde

olustugu ve yapidaki silindirik boslugun bu ylzeyler arasinda ve kalin plagin i¢ kisminda

yer aldigi kabul edilmektedir. Bu amacla ele alinan yapi elemaninin statik ve dinamik
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davranisina, icerdigi silindirik boslugun, cesitli geometrik ve malzeme parametreleri ile
dngerilmenin etkileri arastirilacaktir. incelemeler ti¢c boyutlu sonlu elemanlar yéntemi

yardimiyla sayisal olarak yapilacaktir.

Yapi elemanlarinda dis yiklemeler altinda delik veya bosluklar civarinda gerilme
yayihminin daha gercekgci ve dogru belirlenebilmesi, li¢c boyutlu problem formilasyonu
ve ele alinan problemlerin kesin teoriler cercevesinde modellenmesini
gerektirmektedir. Belirtilen problemler Tez cercevesinde silindirik bosluk iceren
dikdortgen kalin plaklar icin ¢ boyutlu formiilasyon ve elastisite teorisinin kesin
denklemleri cercevesinde yapilmistir. Ancak yapi elemanlarinda ongerilmenin var
olmasi durumunda, lineer teoriler kullanilarak yapilan problem formilasyonlari
cercevesinde esas ylklemede yapida olusan gerilme yayilimina éngerilmenin etkisinin
belirlenmesi mimkin degildir. Bu nedenle ele alinan teoriye ait daha genel, lineer
olmayan formilasyonlar kullaniimahdir. Bu ag¢idan ele alinan problemlerin
matematiksel modellemesi, li¢ boyutlu lineer olmayan elastisite teorisi ¢cercevesinde

yaptmistir.

Lineer olmayan denklem iceren sinirdeger problemlerinin ¢6ziimi, belirli acilardan
hayli glic problemlerdir (Selim, [77]). Tez cercevesinde ele alinan sinirdeger problemleri
ise Uc¢ adet sabit katsayili lineer olmayan inhomojen kismi bulunan bir sistemden
olusmaktadir. Bu denklem sistemi, dizgiin olmayan ¢6ziim bdlgesinde (yapisinda
silindirik bosluk bulunan dikdortgen plak) saglanmaktadir. Cozim boélgesinin
sinirlarinda gerilmelere gore (Dogal-Neumann) ve yerdegistirmelere gore (Esas-
Dirichlet) sinir kosullari verilmis ve bunlardan bazilari diizglin olmayan egri ylizeylerde
saglanmaktadir. Ele alinan problem lineer olmayan bir sinir deger problemi oldugu icin
lineerize edilerek, iterasyonlarla ¢ozilebilir. Belirtilen sinir deger probleminin lineerize
edilmesi sonucunda ortaya ¢ikan denklem ve ifadeler, Lineerize Edilmis Uc Boyutlu
Elastisite Teorisi (LEUBET) denklem ve ifadeleri ile cakismaktadir. Diger bir degisle
Tez'de ele alinan problemlerin, LEUBET ¢ercevesinde modellenmis problemler oldugu
soylenebilir. Bu kapsamda ele alinan problemlerin ¢6zimu iki asamada yapilacaktir.
Birinci asamada, karsilikli iki kenarindan normal dogrultuda etkiyen dis kuvvet

etkisinde, yapida olusan gerilme durumu belirlenecektir. Belirlenen bu gerilmelere

8



ongerilme adi verilecektir. Belirtilen gerilme durumu, plagin icerdigi silindirik bosluk
nedeniyle, yapi icerisinde inhomojendir, yani noktadan noktaya degeri degismektedir.
Daha sonra yani, ikinci asamada, birinci asamada belirlenen 6ngerilmelerin dahil
edildigi LEUBET denklem ve ifadelerini iceren sinirdeger problemlerinin ¢éziilmesiyle,
ele alinan silindirik bosluk iceren 6ngerilmeli dikdortgen plaktaki gerilme durumu
belirlenmektedir. Her bir asamaya ait sinir deger problemleri ayri ayri matematiksel
olarak modellenmis ve ¢6ziimi yapilmistir. Silindirik bosluk iceren ongerilmeli yapi
elemanlarinda silindirik bosluk civarinda gerilme durumunun kesin teoriler ve li¢

boyutlu formulasyonu ile 6grenilmesi bu alanda ilk tesebbusleri olusturmaktadir.

Tez cercevesinde silindirik bosluk iceren ongerilmeli dikdortgen plaklar icin incelenen

problemleri lic gruba ayirabiliriz. Bunlar,

1. Serbest Ust ylzeyinden etkiyen statik kuvvet etkisinde ele alinan 6ngerilmeli
dikdortgen plagin egilmesi durumunda, silindirik bosluk civarinda olusan gerilme

yaylhmlarinin belirlenmesine ait sinir deger problemlerinin incelenmesi,

2. Silindirik bosluk iceren o6ngerilmeli dikdortgen plagin dogal titresim frekanslarinin

belirlenmesi,

3. Silindirik bosluk iceren ongerilmeli dikdortgen plagin, serbest (st ylizeyinden etkiyen
zamana bagli harmonik degisen dis kuvvet etkisinde zorlanmis titresimi icin silindirik

bosluk civarinda olusan gerilme yayiliminin incelenmesi

olarak verilebilir. Ele alinan her bir problem icin matematiksel formilasyon, sonlu
eleman modellemesi, LEUBET c¢ercevesinde ve (¢ boyutlu sonlu elemanlar
modellemesi yardimiyla yapilmistir. Ayrica sayisal sonuglarin karsilastiriimasinda,
yapida silindirik bosluk olmamasi veya dairesel kesit alanh silindirik boslugun olmasi
durumlarinin her biri icin de matematiksel modelleme, sonlu eleman formilasyonu ve
sayisal ¢oziimler icin gerekli algoritma ve bilgisayar programlari da ayrica (yeniden)
yapiimistir. Belirtelim ki, ele alinan sinir deger problemlerinin iki asamali ¢coziimiindeki
her bir asamasina ait sayisal ¢6ziim icin ayni sonlu eleman agi kullaniimistir. Buna goére

¢Ozlim bolgesinin ayriklastirilmasinda, silindirik bosluk civarinda 6 diigiim noktali (NOD)



egri ylzeye sahip l¢gen prizmatik sonlu elemanlar, geri kalan kisimda standart 8 nodlu
dikdortgen prizmatik sonlu elemanlar kullaniimistir. Sonlu elemanlar tzerindeki sayisal
hesaplamalarin yapilmasinda, Ucgen prizmatik sonlu elemanlar icin “hacim
koordinatlar”, dikdortgen prizmatik sonlu elemanlar icin “normalize edilmis
koordinatlar” kullanilmistir (Zienkiewicz ve Taylor [78]). Ayrica sayisal integral
hesaplamalari icin Gauss Karelemesi (Gauss Quadrature) metodu 10 gauss noktasi

kullanilarak yapilmistir.

1.3 Orijinal Katki

Bu calisma, koseleri yuvarlatiimis dikdortgen kesit alanh silindirik bosluk iceren
kompozit malzemeden yapilmis ongerilmeli kalin plagin statik ve dinamik davranisina,
cesitli geometrik ve malzeme parametreleri ile silindirik bosluk ve 6ngerilmenin
etkisinin, Ui¢c boyutlu elastisite teorisinin lineer olmayan kesin denklemleri ¢cercevesinde
modellenmesini ve modellenen bu sinirdeger problemlerinin ¢ boyutlu sonlu

elemanlar formilasyonu yardimiyla sayisal olarak ¢6zimiini icermektedir.

Mihendislik uygulamalarinda bosluk iceren yapi elemanlari ile sikca karsilasiimaktadir.
Ornegin yapilarda pencere, kapi vb. gibi delikler veya tiineller, tip gecitler, icerisinden
tip gecirilen her tirll yapilar ele alinan problemlere 6rnek teskil etmektedir. Cesitli
statik veya dinamik yikleme altinda, belirtilen delik/bosluklarin yapi elemanlarinin
statik veya dinamik davranisina etkileri, miihendisligin klasik problemlerindendir. Bu
konuda pek cok calisma yapilmis ve yapiimaktadir. Teknolojik gelismelere baglh olarak,
uygulamada kullanilan yapi elemanlarinin gesitlenmesi, yeni malzemelerin Gretilmesi
veya yeni ¢O0ziim tekniklerinin gelistirilmesi, belirtilen problemlerin cesitliligini ve
adedini daha da artirmistir. Literatirdeki mevcut calismalar incelendiginde, bu
calismalarin yapi elemaninin boyutuna (sonlu/sonsuz), boslugun geometrik formuna
(daire, elips vb.), yapi elemaninin mekanik 6zelligine (izotrop/anizotrop), problemin
matematiksel modelinde kullanilan teoriye (cesitli yaklasik teoriler), ¢c6zim teknigine
(cesitli sayisal ve analitik ¢6zim yontemleri) ve yapi elemanin baslangic/dogal
durumunda on-etkilerin var olmasina gore cesitli gruplara ayrilabilir. Yapilan bitin

arastirmalar delik civarinda daha hassas ve gercege yakin sayisal bulyukliklerin,
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belirlenmesi ihtiyacindan dogmaktadir. Bu konuda kapsamli ilk calismalardan biri Savin
[9] tarafindan yapilmistir. Savin’den ginimize bu alanda pek cok arastirmacinin
calismalari mevcuttur. Bu alandaki arastirmalar géz online alindiginda, delik veya
bosluklar etrafinda gerilme ve sekil degistirme yayilimlarinin gercege daha yakin
bulunabilmesi, problemin daha gercekci ve yeterli modellenmesini yani, kesin teoriler
cercevesinde ¢ boyutlu problem formiilasyonunu gerektirmektedir. Ancak, literatiirde
mevcut 3 boyutlu problem formilasyonu cercevesinde yapilan bir ¢cok arastirmada,
yaklasik plak teorilerinin yogun sekilde kullanildigi goriilmektedir. Ele alinan Tez'de,
incelenen problemlerin formiilasyonu elastisite teorisinin U¢ boyutlu lineer olmayan
kesin denklemleri (hareket veya denge denklemleri) cercevesinde yapildigindan,

literattrdeki uygun pek ¢ok calismaya gore 6nemli bir Gstinlige sahiptir.

Tezde ele alinan problemlerin diger bir 6zelligi, ele alinan yapi elemaninin éngerilmeli
olmasidir. Yani, esas yikleme yapilmadan Once, bu yapi elemaninda i¢ gerilmelerin
mevcut olmasi durumudur. Yapi elemaninin dogal durumunda ve esas yikleme
yapilmadan o6nce sahip oldugu bu gerilmelere, éngerilme adi verilmektedir. Yapi
elemani icerisindeki Ongerilmeler c¢esitli montaj kusurlari veya teknolojik
uyumsuzluklardan olusabilecegi gibi, esas yluklemede avantaj saglamak amaciyla istege
bagli olarak da olusturulabilmektedir. Ongerilmeli yapi elemanlari gesitli askeri arag-
gereclerde, tibbi cihazlarda, kaplamalarda, asma koprilerde vb. gibi pek ¢ok sahada
kullanim vyeri bulmaktadir. Yapi elemanindaki ongerilmenin olumlu o6zelliklerinden
faydalanabilmek icin yapi icerisindeki ongerilmenin niceligi ve niteligi ile olayin
sonucuna etkilerinin detayh olarak 6grenilmesine bliyik ihtiyac vardir. Simdiye kadar
ongerilmeli yapi elemanlari ile ilgili yapilan arastirmalar c¢ogunlukla deneysel
calismalardir, teorik arastirmalar ise sinirli sayidadir. Bu arastirmalar yapi elemaninin
icerdigi ongerilmelerin, bu yap! elemaninda ilave yiklemeden dolay! ortaya ¢ikan
gerilme yayilimini dogrudan ve 6nemli dlclide etkiledigini gostermektedir. Agiktir ki,
ongerilmenin ilave yliklemeden dolay yapida olusan gerilme yayilimina etkisi, her bir
yliklemenin yapi icerisinde tek basina olusturdugu etkilerin sliperpozisyonu ile elde
edilemez. Bu nedenle belirtilen etkilerin gézoniine alinabilmesi icin bu problemlerin,
Lineerize Edilmis U¢ Boyutlu Elastisite Teorisi gibi kesin teoriler cercevesinde

modellenmesine ihtiyac vardir. Simdiye kadar bu teori cercevesinde vyapilmis
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calismalarin sayisi ¢cok kisitli ve iki boyutlu problemler ile sinirhdir. Ele alinan ¢alismada
ise, belirtilen problemler, silindirik bosluk iceren anizotrop dikdortgen kalin plaklar icin
gelistirilmistir. Belirtelim ki, yapida silindirik boslugun bulunmasi, yapi icerisinde
ongerilme yayihimini inhomojen yaptigindan, bu yapi elemaninda dngerilme yayiliminin

belirlenmesi de ilave cabalari gerektirmektedir.

Yukarida agiklanan ve Tezde ele alinan sinirdeger problemlerinin ¢6zimd sayisal olarak,
Uc boyutlu sonlu elemanlar modellemesi yardimiyla yapilmistir. Sayisal ¢6zimiin
gerektirdigi bitliin algoritma ve bilgisayar programlari tarafimizdan yapiimistir.
Dolayisiyla bu Tez calismasi, sadece ele alinan “6zel” sinir deger problemleriyle degil
ayni zamanda, ginimiuizde yaygin sekilde kullanilan sonlu elemanlar sayisal ¢6zim
yonteminin 6grenilmesi ve ileri diizeyde basari ile kullaniimasi acilarindan da énemli bir
bilgi birikimini kapsamaktadir. Buna gore Tez cercevesinde gosterilen ¢abalarin, sonlu
elemanlar yonteminin (¢ boyutlu problemlere uygulanmasinin gerektirdigi 06zel
durumlarin 6grenilmesine ve sonraki calismalarda basari ile kullanilabilmesine, bu
alandaki bilgi birikimini 6nemli 6lclde artirarak, bundan sonra yapilacak arastirmalara

da 6nemli katkilar saglayabilecegi 6ngoriilmektedir.

Yukarida verilen aciklamalar neticesinde ele alinan Tez, icerdigi sinirdeger problemleri,
bu problemlerin ¢ boyutlu kesin teoriler cercevesinde modellenmesi, yapisinda
koseleri yuvarlatilmis dikdortgen kesit alanh silindirik bosluk iceren c¢ok kath-levhali
kompozit malzemeden yapilmis kalin plaklarin ele alinmasi ve (i¢ boyutlu sonlu
elemanlar modellemesi ve ¢oziiminin kullanilmasi acilarindan literatlirde bu alandaki
calismalara gore belirli acilardan Ustinliklere sahiptir. Dolayisiyla Tezde ele alinan
sinir deger problemlerine ait sayisal sonuclarin, bu alanda literatiirde mevcut bircok
calismaya ait sayisal sonuclarin niteliginin ve niceliginin belirlenmesinde, yaklasik
teorilerin hassasiyet mertebesinin tespit edilmesinde ve nihayet tasarim
uygulamalarinda kullanilabilecek 6nemli bir referans olabilecegi o6ngorilmektedir.
Ayrica, yapisinda silindirik bosluk bulunan ongerilmeli dikdértgen kompozit kalin plak
icin ele alinan problemler, bu problemlerin modellenmesi, ¢6zimi ve elde edilen

sayisal sonuclar belirtilen alanda ilk tesebbusleri olusturmaktadir.
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BOLUM 2

LINEERIZE EDILMIiS UC BOYUTLU ELASTISITE TEORISI

Bu kisimda, Tez cercevesinde ele alinan problemlerin matematiksel modellemesinde

yararlanilan LEUBET denklem ve bagintilari verilecektir.

2.1 Giris

Pek cok durumda, kompozit malzemelerden yapilmis yapi elemanlarina ait gesitli sinir
deger problemlerinin incelenmesi, Lineerize Edilmis Ug¢ Boyutlu Elastisite Teorisi
(LEUBET) yardimiyla yapilmaktadir. Sekil degistiren kati cisimler mekaniginin lineer
olmayan denklem ve bagintilarinin lineerize edilmesiyle LEUBET denklem ve bagintilari
bulunur. Siirekli Ortamlar Mekanigi acisindan, bu teori cercevesinde ele alinan
problemlerin sonuglari en kesin sonuglardir. Dolayisiyla, bu teori kullanilarak incelenen
problemlerin sayisal sonuglari, literatiirde yaklasik teoriler vb. yardimiyla bulunan diger
uygun sayisal sonuglarin kiyaslanmasinda ve kesinlik derecesinin belirlenmesinde
onemli bir referans olarak degerlendirilmektedir.

LEUBET denklem ve bagintilari ilk olarak Southwell [79] tarafindan, fiziksel yaklasim
yardimiyla elde edilmis ve stabilite problemlerine uygulanmistir. Ancak belirtilen
calisma, stabilite kaybi 6ncesi yapidaki gerilme yayiliminin homojen olmasi durumu igin
gecerlidir. Daha sonra, stabilite kaybi 6ncesi gerilmelerin homojen olmadigi durumlar
icin LEUBET denklem ve bagintilari Biezeno ve Hencky [80] tarafindan gelistirilmistir.
Belirtilen denklemlerin, lineer olmayan elastisite teorisinin kesin denklemlerinin
lineerize edilmesi yoluyla belirlenmesi, ilk kez Biot ([81], [82]) tarafindan yapilmistir.

LEUBET cercevesinde pek cok miihendislik problemi, mekanik 6zellikleri zamandan
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bagimsiz olan kompozit malzemeden yapiimis yapi elemanlari icin Biot [83], Guz
([84],[85]) v.d. tarafindan c¢ozilmistlr. Yapi elemanlarinin malzemesinin zamana
bagimli olmasi durumunda, LEUBET denklem ve bagintilarinin gelistiriimesi Akbarov vd.
[86] ve oOgrencileri tarafindan yapilmis ve pek cok somut probleme uygulanmistir.
Akbarov ve 6grencileri tarafindan gelistirilen yontem, Biot [83], Guz ([85],[87]) ve diger
kaynaklarda aciklanan geleneksel lineerize etme yonteminden farkli, viskoelastisite
teorisinin kesin geometrik nonlineer denklemlerinin “Sinir Formu Pertirbasyonu”
yontemi kullanilarak LEUBET denklem ve bagintilarinin elde edilmesine dayanmaktadir.
Guz ve Biot tarafindan verilen LEUBET cercevesinde modelenen problemlerde yapinin
iki durumu g6z online alinmaktadir. Bunlardan birincisi, baslangictaki (pertirbasyon
almamis) durumu ve ikincisi, baslangic durumuna gore pertlirbasyon almis durumudur.
Bu cisme olan etkilerin incelendigi statik veya dinamik durum “cismin durumu” olarak
nitelendirilecektir. Dolayisiyla sekil degistiren cisim icin bu cismin son durumu;
ilk/baslangictaki (pertiirbe almamis) hali ile sonraki durumuna gelebilmek icin aldig
pertirbasyonlarin  toplami olarak ifade edilebilir. Bu durumda cismin aldigi
pertlrbasyonlarin, baslangic durumundaki uygun degerler ile karsilastirildiginda kiiclik
oldugu kabul edilmektedir. Buna gore baslangic durumuna ait buyudklikler, diger
durumlardaki uygun biyukliklerden ayrilabilmesi icin Ust indis (0) ile gosterilecektir.
Eger sekil degistirmeden onceki ve sonraki hacimler arasindaki fark kicik ve ihmal
edilebilirse, cismin baslangictaki hacmi ile pertiirbe almis durumundaki hacmi, onun
dogal durumundaki hacmine esdeger olarak alinabilir ve her bir durum icin Lagrange
koordinatlari kullanilabilir. Genel halde her bir durumu temsil eden denklem ve
bagintilar Sirekli Ortamlar Mekanigi’'nin lineer olmayan denklemleri ile formile
edilebilir. Pertlirbasyonlarin kiicik oldugu kabull cercevesinde, baslangictaki uygun
degerler civarinda cismin son durumunu temsil eden denklem ve bagintilar lineerize
edebilebilir. Bu sayede kati mekaniginin lineerize denklemleri elde edilebilir. Belirtilen
durum basit bir 6rnek Gzerinde asagida verilmistir. Asagida verilen denklem Lagrange

koordinatlari ile yazilmis nonlineer kati cisimler mekanigine ait bir denklem olsun.

y=1(x) (2.1)

14



Cismin baslangictaki ve pertiirbe almis her iki durumu Lagrange koordinatlar ile
yazilmis asagidaki bagintilar ile verilmis olsun;

baslangictaki durumu

Yo :f(xo) (2.2)
ve pertlirbe almis durumu
y+y, =f(x+x,) (2.3)

dir. (2.3)'de x ile y wuygun buylkliklerin pertirbasyonunu gostermektedir.

Pertlrbasyonlarin kigik oldugu kabuliu altinda, (2.3) denklemi (x¢,yq) durumu

civarinda lineerize edilirse

Y+Yo = f("o)'”{%j (2.4)

X:XO

bulunur. (2.4) denkleminden baslangictaki duruma ait degerler (forml (2.2)) cikarilirsa,

cismin aldigi pertiirbasyon

y=f(x) ~ ,{ﬁ] (2.5)
dx

X:XO

ile belirlenebilir.

2.2 Lineer Olmayan Alan Denklemlerinin Lineerlestirilmesi: Guz ve Biot Yaklagimi

Bu kisimda, Tez kapsaminda incelenecek problemlerin 6zel bir durumu icin Guz ve Biot
tarafindan verilen LEUBET denklemlerinin elde edilmesi detayli olarak verilecektir. Tez
kapsaminda silindirik bosluk iceren anizotrop kalin plagin statik ve dinamik
davranislarina cesitli geometri ve malzeme parametreleri ile dngerilmenin etkilerinin
belirlenmesi 6ngoriilmektedir. Ancak karsilastirma maksadiyla tez cercevesinde bosluk
icermeyen kalin plaklara ait sayisal hesaplamalara da yer verilmis olup bu kisimda, 6zel
olarak bosluk icermeyen kalin plak (Sekil 2.1) icin LEUBET denklemlerinin elde edilmesi

verilecektir.
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Sekil 2.2 Problemin lineerize edilmesinin sematik gosterilimi

Buna gore; bitlin yanal kenarlarindan basit mesnetle tutturulmus o6ngerilmeli
malzemeden yapilmis kalin plagin, Ust yizeyine etki eden yogunlugu p olan diizgiin
yayil ilave yik etkisinde yapisinda olusan gerilme yayiliminin belirlenmesine ait bir sinir
deger probleminin incelenmesine vyonelik matematiksel formilasyon LEUBET
cercevesinde ele alinmis olsun. Belirtelim ki, ele alinan kalin plaktaki ongerilmelerin
karstlikli iki yan ylzeyinden, yogunlugu q olan diizgiin yayil kuvvet etkisinde olustugu
kabul edilmektedir. Bu kisimda basitlik olsun diye kalin plagin malzemesi izotrop
homojen kabul edilmistir. Ancak belirtelim ki, bu kisimda yapilacak islemler genel olup,
yap! elemaninin malzemesinden bagimsizdir. Yukarida da belirtildigi gibi cismin son
hali, baslangictaki durumu ile son duruma gelmek icin aldigi pertiirbasyonlarin toplami
olarak ifade edilecektir (Sekil 2.2). Buna gore cismin baslangic durumu, cismin
ongerilmeli hali (karsilikli iki kenarindan dizgliin yayil kuvvet etkisindeki durumu)
olarak, aldig pertiirbasyonlar ise Ust ylizeyine etki eden dizglin yayili ilave basing yiki
altinda uygun biyukliklerin aldigi artimlar olarak temsil edilecektir.

Buna gére p<<q kosulu altinda verilen bu problem LEUBET cercevesinde

matematiksel olarak modellenebilir. Dolayisiyla, lineer elastik izotrop homojen bir

cisim icin ele alinan dis kuvvetler etkisinde cismin “son durumunu” temsil eden
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matematiksel model icin geometrik lineer olmayan alan denklemleri, biinye

denklemleri ve geometrik iliskiler,

%[o;n (5? +ug, )]:0, g :%(ui”j +ul; +uy ] )

j n,in,j
i

!
ij o

! _ . !
uZ|x]:o;/,I =05 u;

:0'

X3=0;/5

oy = Ag Oy +2ue

! n !
=|o (6 +u )
XI_O;[]jI [ In 3 3n

i n i _ 1 i n i
[G]n(8] +ug, )”X]:M] =qd,, [G]n (62 +u2’n)

[0, (67 +u,)

< :pai ’ [G’2n (SP +ui,n)

X

X2 =

[0’3“ (8;‘ +ug, )] Lf% = [0’3“ (8; +uj, )] ‘x3:0'/ =0. i=1,2,3

s

(x,X,,x;)eQ, Q={0<x,</,,0<x,<h,0<x,</,} (2.6)

seklinde yazilabilir. (2.6)’da bilinen notasyonlar kullanilmistir. Ayrica (2.6)'da Sij :6ij

0
Kronecker sembold, () ; :g(-) ve X; ‘ler Lagrange koordinatlaridir.
i

Guz’un calismalarinda verildigi gibi, cismin ilave ylkleme nedeniyle pertiirbe almis son
durumuna ait bayuklikler “lGssi” sembolii ile, pertilirbasyonlar Ust indissiz ve baslangi¢
durumuna ait blydklikler Ust indis (0) ile gosterilsin. p << q olduguna gore,

(0) (0) (0)
Oj; << SHERH << gij 1 W <<y (2.7)

esitsizliklerinin saglandigi kabul edilecektir. Buradan,

- O) o ) 4. = (0)
Cij=0y+ 05, eij= g +ey, uj=u; +y (2.8)

yazilabilir. ci(jo), gi(jo)ve ui(o) blyuklikleri icin klasik lineer elastisite teorisinin alan

denklemlerinin saglandigi kabul edilecektir. Burada i &

ijve y ler plagin Ust

ylizeyindeki yogunlugu p olan ilave diizgiin yayili yiiklemeden dolayi olusan gerilme,
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sekil degistirme ve yer degistirme tansori bilesenlerini; oi(jo), ©)

(0)

ve u; ler ise

cismin baslangictaki (pertlirbe almamis) durumuna ait gerilme, sekil degistirme ve yer

degistirme tansori bilesenlerini gostermektedir. (2.8) esitlikleri (2.6) da kullanilirsa,

6?([(0 +0(°)X6“+u +u(°))] 0, (2.9)

]

bulunur. (2.9) denklemi diizenlenerek

[0(0)(6“+u(°))]+6i (G 0'+o. u_+0. u(°)+0(°) ):0 (2.10)

jni jnin jnin
j

elde edilir. (2.7)'de verilen esitsizlikler ile bazi mekaniksel goérusler ve kati cisim

mekanigi de gdz 6niine alinarak, ul((il) <<1 kabuli ile 8! +u'’)~ 3" alinabilir. (2.10)'da

o))
8" +ull~ 8" ve 6}% 05?(8? +ui(03)]—i:0 oldugu goéz oniine alinirsa, (2.10)
J ’ J
dan,
4 ( (04 5O )—0 2.11
P Oij O in%in T Ojn%in TOin Yin )= (2.11)
]

elde edilir. (2.11)'de digerlerine gore bir mertebe kicik olan terimler ihmal edilirse,

0 n
g(% (6" +u®)+0u,,)=0 (2.12)
J
bulunur ve incelenen durumda &; +u(°) d; oldugu igin,
0 0
6X—( Cjn * Gﬁn)ul,n)z 0 (2.13)

J

esitligi elde edilir. (2.6) nin ikinci esitliginde (2.8) ve yukaridaki kabuller yardimiyla,
1
gij :E(ui’j +uj,i) (214)

ile verilen lineerlestirilmis geometrik ilgiler ve
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Gij = 7b8ij5ij + 2u8ij (2.15)

ile verilen Hooke kanunlari uygun biyuklGgin pertirbasyonlari icin elde edilir.
Belirtelim ki, burada basitlik icin izotrop ortamlara ait olan Hooke kanunu verilmistir.
Ancak soylenenler genellestirilmis Hooke kanunu icin de aynen gecerlidir. Ele alinan
problemin birinci asamadaki (bu asamaya ait blyuklikler Ust indis (0) ile temsil
edilmistir) ve ikinci asamadaki (bu asamaya ait buylklikler Ust indissiz olarak

gosterilmistir) alan denklemleri ve sinir kosullari ayri ayri asagida verilmistir.

1. asama; Ongerilmelere ait alan denklemleri ve sinir kosullari (Sekil 2.2) asagidaki

gibidir.

60.(.0) ©  oul®
i 0) _ 4 (0)s . ©0) o _L[ou oY
oy 00 T OITAE 8 b[@xj ax, ]
(0) -0 -0 —0- ~0 _ <0 _
u =0;u =0; 0 =0 =q,
2 X]=0;€1 2 X3=0;€3 1 X1=0 1 X1=€1 q
dO o9 —0o9| o,
X1=0;€] X]=0;€] X2=0;h
oy - s —0 i=1,2,3 (2.16)
X3=0;€3 X3=0;€3
2. asama;
0 [ (0) ] 1| ou. 6‘uj
—lo.+0; v, |=0, 6. =Ag. O; +2ue.., €. =—| —L+—|,
ox. \%ji * Tin Yin i = OO T M S ) B T o,

x,=0:/, ’

— 0)
- 0 [G]] +G]n u],n]

-0: _ (0) ]
u2|Xl=0;£l 0’ u2|X3=0;£3 030, [013 +G3n u3,n

X =

0) _ 2, (0) _
[GZi +62nu2,n] _ _p81 ’ [GZi +62nu2,n] _ _0'
X,=h X,=0

(0)
[03] + G]n u],n ]

0/, = [033 + Gg(t)l)u:i,n] ‘ = 0 i=11213 (2_17)

Xy= X3=0;/

olarak elde edilir.
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2.3 Nonlineer Alan Denklemlerinin Lineerlestirilmesi

Bu kisimda, LEUBET denklemleri, Biot [83], Guz ([85], [87]) ve diger kaynaklarda
aciklanan lineerize etme yontemi ile degil, elastisite teorisinin kesin geometrik lineer
olmayan denklemlerinden Akbarov vd. [86]'dakine benzer islemlerle elde edilmesi,
Sekil 2.2’ de verilen 6ngerilmeli kalin plak icin ¢ikariimistir. Belirtelim ki, bu teoride de
ilave ylklemeden olusan pertirbasyonlarin, cismin baslangic durumundaki uygun
blyukliklerin degerinden kiicik oldugu kabulu olan (2.7) gecerliligini korumaktadir.
incelemelerde yiiklemeden ®nceki durumda kartezyen koordinatlar ile cakisan
Lagrange koordinatlari kullanilacaktir.

Bu yontemde, ele alinan problemin fiziksel yapisindan veya matematiksel
formilasyonundan elde edilebilecek olan kiicliik bir parametre géz 6niline alinir.
Stabilite problemlerinde bu kiiclik parametre, yapi elemaninin baslangicta sahip oldugu
cok kuicik egintinin derecesini gosteren parametre (6rnegin €) olarak secilmis ve ilave
dis kuvvet etkisinde yapi elemaninin yizeylerinin aldigi pertirbasyonlardan (sinir
formu pertiirbasyon yontemi) yararlanilarak yontem aciklanmistir.

Bu kisimda ele alinan problem icin kiiclik parametrenin sec¢imi

e=p/q veya p=gq ve 0<g<l1 (2.18)

olarak alinabilir. (2.6) ile verilen denklem ve bagintilarda gerilme, sekil degistirme ve
yerdegistirme durumuna karsi gelen blyuklikler € parametresinin kuvvet serisi agihmi
seklinde,

{Gij;gij;UQ}= ) Sm{c-(-m);si(jm);u-(m)} (2.19)

i i
m=0 !

aranir. (2.19) ifadeleri (2.6)’ da yerine yazilir, € parametresinin kuvvetlerine gore

gruplastirilir ve ayni mertebeden olan ™ ’lerin katsayilari sifira esitlenirse, herbir £™
icin kapal denklemler takimi yani, seri-sinir deger problemleri elde edilir. Anlasilir

olmasi acisindan belirtilen seri-sinirdeger problemlerinin icerdigi her bir sinirdeger

problemi, £™’deki m’nin degerine gére m=0 icin “sifirinci sinir deger problemi
(yaklasim)”, m=1 icin “birinci sinir deger problemi (yaklasim)” vb. olarak

isimlendirilecektir. Buna gore elde edilen her bir sinir deger problemi, kendisinden
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onceki tim yaklasimlara ait blyuklikleri icermektedir. Belirtelim ki, binye denklemleri
lineer oldugundan, herbir m. yaklasim icin saglanacaktir. (2.6) daki geometrik iliskiler
ve denge deklemleri non-lineer oldugundan, bunlardan m. yaklasim icin elde edilen
herbir denkleme o6nceki yaklasimlara ait blyuklikler de dahil olacaktir. Boylece
Akbarov vyaklasimi ile (2.6) geometrik nonlineer sinir deger probleminin
lineerlestirilmesi ile elde edilmis olan seri-sinir deger problemlerine ait bazi yaklasimlar
asagida verilmistir.

Sifinnci Yaklasim:

3 | (0 ouf” 0) _ 4 (0) (0)
—| o] E‘>n+a—1 =0, o =heyd;j +2ue;;”

w® awl® 5,0 5,0
O _LpUi® T % B | 03, (2.20)

6Xi 6xi 6XJ

0 0
ugo)(O,Xz,Xﬁ =u§0)(f1,><z,><3) =0, ué ) (x1,%2,0) =u§ )(x1,X2,03) =0,

’ (0)(511 N (0))] —q, |65z +u® | ~ 605+ | 0o

Oln 1 TU{p " =0:0, d, |O1p ( 3 u3,n) X1 =0:01 Oln ( 2 uz,n) a0ty

(0 0 0 0

G(Zn)(aln +u1(,f1)>]x2:h —Pb G(zn)(ain +ui(’n))])(2:0 N 0'

Lob ] bk - -
[F3n \P1 I,n x3=0;/3 3n V3 3.n X303 . .

bulunur.

Birinci Yaklasim:

0 ou'” ou
D=0, TV =60 &7+ L |4 o0 M)
OX . ox ox

j i n

8(])_1 8n+6u510) 61,15]]) +l 8n+6u510) 61,15]])
ool ek Jox, 200 ox; Jox ]

1 ]
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o =held; +2pe] (2.22)

7 7

(O] —_ D )

u =u = =0
2 Ix,=0.1, 2 lx,=0./, iy =00, 13 Ix,=0.1, !

TV =0,TY| =q,T = =0
i2 X,=0 ’ i2 X,=h q ’ 21 X,=0,h 23 X,=0,h ’

TY =T =0 2.23
3 X3=0,05 3 X3=0,05 ( )

olur. (2.20) ve (2.21)'den gorildugi gibi sifirinci yaklasim icin elde edilen sinir deger
problemi nonlineer sinir deger problemidir. Birinci yaklasim icin elde edilen (2.22) ve

(2.23) sinir deger problemi ise lineer problemdir. (2.20) denklemlerinde &' +u(°) o]

alinir ve kiictik mertebeden buyiikliikler yaninda, daha kiiclik mertebeden biyuklikler
ihmal edilirse Akbarov vd. [86] ile elde edilen (2.20) ve (2.21) ((2.22) ve (2.23)) sinir
deger problemi Guz tarafindan elde edilen (2.16) ((2.17)) sinir deger problemi ile
cakismaktadir. Dolayisiyla Akbarov vd. [86] tarafindan 6nerilen sinir tipli pertirbasyon
yontemi yardimiyla elde edilen seri-sinir deger problemlerinin sifirinci ve birinci
yaklasimi Guz tarafindan énerilen LEUBET denklemleri ile ¢cakismaktadir. 2. ve daha
sonraki yaklasimlara ait olan denklem ve sinir kosullari genel bicimde asagidaki formda

yazilabilir.

7

(0) (m)
0 g _y ( 0 T_(_m—l)) ) _|gn, M| om, @
oxj U iq\lij e T P ax; jn nox,

7

L _ {6“ 6u1(10)] oulm 1 (6? . 611%0)] pu(™ +mz—1 oum 5y

IJ 6Xi 6XJ 2 6XJ 6Xi r=1 6Xi 6Xj
Gi(jm) = hel5; + 2“8i(jm)' (2.24)
(m) _ 1) (m— 1) (0) (0)
i2 (XI ih,x3) _q) (le e T 1] aul ’fX(XI,ih,Xg)' (225)
uf™ =0, u™ ~0, T =0, u™ -0 (2.26)
X]—O,f] X3—0 €3 X3 =0,f3 X3=0,f3
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(2.24)-(2.26)’ ya dahil olan Y.

i ve @, fonksiyonlarinin ifadeleri cok blyuk oldugundan
burada verilmemistir. Ancak, bu ifadelerin herbir yaklasim icin elde edilme kurali
yukarida aciklandigi gibidir ve gerekli islemler sonucunda kolayca elde edilebilir.

Belirtelim ki, yukarida verilen Guz yaklasimina ait matematiksel model ile Akbarov
tarafindan onerilen seri-sinir deger problemlerinin ilk iki yaklasimina ait matematiksel
model Ust Uste ¢akismaktadir. Dolayisiyla, ele alinan kalin plak igin p << q veya e<<1
icin Guz tarafindan 6nerilen (2.16) ve (2.17) veya Akbarov tarafindan Onerilen sifirinci
yaklasim ((2.20)-(2.21)) ve birinci yaklasim ((2.22)-(2.23)) cercevesinde problemlerin
¢O6zimi ayni sonucu verecektir. Akbarov yaklasiminda 2. ve daha sonraki yaklasimlar
yapidaki gerilme/yer degistirme yayilimini istenildigi kadar hassaslastiriimasina imkan
saglayacagindan, ele alinan problemlerde Kisim 2.2’deki € <<1 kisitinin, ¢<1 ile yer
degistirilebilmesine imkan saglar. Bu nedenle Akbarov'un o6nerdigi yontem, Ozel
durumda Guz ve digerleri tarafindan onerilen yontemi kapsamakla birlikte, Guz ve

digerleri tarafindan 6nerilen yontemin ¢ézemeyecegi problemlerin de ¢oziilebilmesine

imkan saglayarak, cozlilebilecek problem sinifini genisletmistir.
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BOLUM 3

ONGERILMELi ANiZOTROP DIKDORTGEN KALIN PLAKTA GERILME
ANALIzi

Bu kisimda, ongerilmesiz/6ngerilmeli anizotrop malzemeden yapilmis bitin yanal
ylzeylerinden diisey dogrultuda yer degistirme yapamayacak sekilde mesnetlenmis,
silindirik bosluk iceren (icermeyen) anizotrop kalin plagin egilmesi durumunda,
silindirik bosluk civarinda olusan gerilme yigilmasi ve bu gerilme yigilmasina cesitli
problem parametrelerinin etkisi incelenecektir. Ele alinan sinir deger problemleri kalin
plagin silindirik bosluk icermesi/icermemesi ile yapl elemaninin
ongerilmeli/6ngerilmesiz olmasi durumlari icin ayri ayri incelenecek ve sayisal sonuglar
verilecektir. Ancak bu kisimda, ele alinan sinir deger problemlerinden sadece silindirik
bosluk iceren 6ngerilmeli anizotrop kalin plak icin matematiksel model verilecektir.
Diger sinir deger problemlerine ait matematiksel model, bu problemin 6zel halleri

olarak elde edilebildiginden ayrica verilmeyecektir.

3.1 Problemin Matematiksel Modeli

Bu kisimda yapisinda silindirik bosluk bulunan ongerilmeli kalin plagin egilmesi
durumunda, silindirik bosluk civarinda olusan gerilme yigilmasi ele alinan sinir kosullari
cercevesinde incelenecektir. incelenmesi 6ngérilen sinir deger problemine ait
matematiksel formiilasyon, LEUBET (Kisim 2) cercevesinde yapilmistir. Yapi elemaninin
icerdigi silindirik boslugun, koseleri yuvarlatiimis dikdortgen kesit alanli oldugu kabul
edilecektir (Sekil 3.1). Yapi elemaninin ongerilmeli malzemeden vyapildigi kabul
edildiginden LEUBET teorisine gore, ele alinan sinir deger problemi iki asamada

incelenecektir. Birinci asamada karsilikh iki kenarindan etki eden dizglin yayil normal
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kuvvet etkisinde yapida olusan on yer degistirme ve 6n gerilmeler belirlenecek daha
sonra, bu 6n etkilerin dahil oldugu LEUBET denklemleri yardimiyla iist yiizeyinden etki
eden ilave normal basin¢ kuvveti etkisinde yapida olusan yer degistirme/gerilme
yayihmlari belirlenecektir. Her iki asamaya ait matematiksel model asagida ayri ayri
verilmistir. Belirtelim ki, matematiksel formilasyonda birinci asamaya ait buyklikler

Ust indis (0), ikinci asamaya ait blyuklikler Ust indis (1) ile gosterilecektir.

Oncelikle plaga bagli koordinat takimlar Sekil 3.1’de gésterilmektedir.

2

——————————————————— e e 3 |

Hq 1
Sekil 3. 1 Coziim bolgesi
Sekil 3.1’de verilen Ox;x,x; kartezyen koordinat sistemi ile 0'x'| x', x5 kartezyen
1X2X3 1X2X3
koordinat sistemi ve o0'x'|x',x'; kartezyen koordinat sistemi ile 0'p0z silindirik

koordinat sistemi arasindaki bagintilar

x; =x"1+({g +R); x, =x',+(h, +R); x3 =x'3+/; (3.1)
ve
x| =rcosf; x',=rsin6 (3.2)
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ile verilmektedir. Dolayisiyla ele alinan sinir deger probleminin ¢o6ziim bdlgesi;

Q=0-Qp

(%, = (05 +R)? +(xy = (h +R))? <R?| ¢ <x; < /5 +R;

(Xl UG- +R)])2 +(x, = (hy +R))? 3R2V1 —-(lg+R)<x; </ —fE,

hA SXz ShA +R;OSX3 Sf3

U{lg +R<x; <l —(fg +R);hp <xy <hy +R;0<x5 <75} (3.3)

dir. Buna gore; birinci asamaya ait ¢coziim bolgesinde saglanan denklem ve bagintilar;

60.(.0)

- (3.4)
OX j
5 —pe©® (3.5)

dir. (3.5) esitliginde asagidaki notasyonlar kabul edilmistir.
T T
0)) _(<0) (0 _(0) _(0) _(0) _(0) 0 _( (0) .(0) _(0) _(0) _(0) (0))
(“( )) —(011 G5 O33 033 O3 Oj ) (8( )) =lery €27 €33 €33 €3 €15 ). (3.6)

Ayrica, (3.5)'deki D matrisi, ele alinan yapi elemaninin malzemesinin mekanik

ozelliklerini iceren matris olup, enine izotrop malzeme igin

(3.7)
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olur (Christensen [6]). Sekil degistirme ve yer degistirme bagintilari;

(0) (0)
o _ 1| dui” o

€ 3.8
Y 2| 0x; 0X; 3.8)
ve birinci asamaya ait sinir kosullari;
0 0 0
u(z) _—_ N —O,Ggi) =qd],
X1 —0,(1 X3 —0,€3 X1= ,El
O 06l =, 3.9
X9 =0,h X3—0,€3
og;))nj . =0,i=123 (3.10)
D

dir. (3.10)'da Sp yapi elemaninin igerdigi silindirik boslugun yuzeyini, n; silindirik

bosluk ylizeyine ait dis birim normalin bilesenlerini géstermektedir.

ikinci asamaya ait matematiksel model, asagida verilmistir:

2l
Rl OO
6xj n

=0, (3.112)

blnye denklemleri, geometrik ilgiler sirasiyla
¢V = pe®

(1) Q)
O L s

ij 2 6XJ 6xi

c (3.12)

ve ikinci asamaya ait sinir kosullari;

O
X1 =0;€1

6u“)
Gj»:) +ol n,
OX,

=0,
X3=0;€3

oul”
B (003) +o ——In.
j " Ax j
x,=0;/, n
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ou!) oul)
1, ~0) TPk — nSK (1) (0) _
Sl + Oy o i =pd5, Gy +0p, 6‘xl n; =0,
n n
X2=h X2=
aqD ould
(1) 0) 771 , (1) (0) =73 _
o5 +0q, ox. n; =| 033 +03, ox., n; =0, (3.13)
X3—0,£3 X3—0,£3
ou®
(M (0) — () iz
{Gji +Gin 6X—1n\]nj =0 |,J—1,2,3 (314)
Sp

olarak verilebilir. Yukarida verilen (3.4)-(3.14) denklem ve bagintilarinda m=0,1 igin

oi(jm)gerilme tansori bilesenlerini; g.(.m), sekil degistirme tansori bilesenlerini ve

ui(m)'ler, (i,j :1,2,3) yer degistirme vektorl bilesenlerini gostermektedir. Buna gore

ele alinan problemin birinci asamasina ait matematiksel model (3.4)-(3.10) denklem
takimi yardimiyla, ikinci asamasina ait matematiksel model (3.11)-(3.14) denklem
takimi yardimiyla verilebilir. Eger ele alinan kalin plakta silindirik bosluk olmadigi kabul
edilirse, bu durumda bu problemin matematiksel modeli; yukarida verilen (3.4)-(3.10)
birinci asamaya ait sinir deger probleminde (3.10), ikinci asamaya ait (3.11)-(3.14) sinir
deger probleminde (3.14) sinir kosulunun ihmal edilmesi ve ¢6zim bdlgesi Q' ’'niin Q
ile yer degistirilmesi ile kolayca elde edilebilir (bakiniz Kisim 2). Eger 6ngerilmesiz yapi
elemani icin ayni problemlerin matematiksel formilasyonu verilmek istenirse, bu
durumda yukarida verilen 1. asamaya ait sinir deger problemi géz ardi edilmeli ve ikinci

asamaya ait sinir deger probleminin matematiksel formilasyonunda yer alan al.(f)’ler

sifir olarak alinmalidir.

3.2 Ele Alinan Problemlerin Varyasyonel Formiilasyonu

Ele alinan problemlerin ¢6ziminde yer degistirme esash Sonlu Elemanlar Yontemi
(SEY) kullaniimistir (Zienkiewicz ve Taylor [78]). Yani, sonlu eleman ayriklastirmasinda
nodlarda bilinmeyen olarak sadece yer degistirmeler alinacaktir. Buna goére Kisim

3.1’de verilen (3.4)-(3.10) problemi icin
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n® =—jjjoug ey~ jjcljn u;dS, - [[oynudSp , =1,2,3 (3.15)
Sq Sp

fonksiyoneli, (3.11)-(3.14) problemi icin

ou)
(1):_m — oy - jjTUnJu(l)ds - HTUnJu()dSD (3.16)
1 P
(3.16) da,
0
T=o +o® TP uf (3.17)
ij i ox,

fonksiyonelleri ve Ritz teknigi yardimiyla sonlu eleman ¢6zimi olusturulacaktir. (3.15)

ve (3.16)'da Sy silindirik boslugun yiizeyini, Sq kalin plakta 6n gerilmeleri olusturan
diizgin yayill cekme kuvvetinin uygulandigi dis ylizeyleri ve Sp ilave dis kuvvetin etki

ettigi plagin  Gst ylzeyini gostermektedir. Belirtelim ki, (3.15) ve (3.16)
fonksiyonellerinin yer degistirmelere gore birinci varyasyonunun sifira esitliginden
sirasiyla (3.4) denge denklemleri ile (3.11) alan denklemleri ve gerilmelere gore verilen

sinir kosullari elde edilir (Zienkiewicz ve Taylor [78]). Yani, (3.4)-(3.10) ((3.11)-(3.14))
sinir deger problemi H(O)(3.15) (H(l) (3.16)) fonksiyonelinin Euler denklemleridir.
Belirtelim ki, yapida silindirik bosluk olmamasi durumunda yukarida verilen n© ve

n® fonksiyonellerinde ¢6zim bdlgesi Q ile yer degistirilmeli ve bu iki fonksiyoneldeki

son terim olan Sy lzerindeki ylizey integrali ihmal edilmelidir.

3.3 Sonlu Elemanlar Formiilasyonu

Kisim (3.1)'de verilen her iki asamaya ait sinir deger problemlerinin ¢6ziimi, Kisim (3.2)
de verilen fonksiyoneller ve Ritz teknigi yardimiyla, yer degistirme esash sonlu
elemanlar yontemi kullanilarak ¢ozilecektir. Yani, yukarida verilen fonksiyonellerde
aranan fonksiyon sadece yer degistirme fonksiyonu olarak secilecektir. Buna gore,

¢6zlim bolgesi, sonlu adet alt bolgeye yani, sonlu elemana (Q, k=1,2,..,M)
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ayriklastirilhr. Sonlu elemanlar, silindirik bosluk cevresinde 6 nodlu Uc¢gen-prizmatik

sonlu elemanlar, diger kisimlarda 8 nodlu dikd6értgen-prizmatik sonlu elemanlar olarak

secilmistir (Sekil 3.2).

Sekil 3.2 Silindirik bosluk civarinda sonlu eleman agi.

(X5 :¥g +Zg)
6

(X1 .37 »21)

(a) (b)

Sekil.3.3 a) Dikdértgen prizmatik ve b) Ucgen prizmatik sonlu elemanlarda nodlarin
konumu ve nodlarin koordinatlari

Ele alinan dikdortgen prizmatik sonlu (6rnek) elemanin (Sekil 3.3a) nodlarinda

tanimlanan sekil fonksiyonlarinin normalize edilmis koordinatlardaki (O'én() ifadeleri;
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) (S0 () R AR (B (R ) (B
Ny =S+ -n)i=), Ny =S+ Neni=¢)
Ny = ENi-ni48), Ny =2 E)ien)i+ )

Ny = (=et-n)ieg), Ny =(1-gMi+n)i+0) (3.18)

dir (Demiriz [53]). Ox;x,x3 koordinat takimi ile O'EnC normalize edilmis koordinat

takimi arasinda

X; —X Xy —X X3 —X
g=21"%10, _X27%20, ,_X37%30 (3.19)

p o Y
iliskileri saglanmaktadir. x,,;x,,;x5, degerleri, 00' vektériiniin Ox,x,x; koordinat

sisteminde koordinat eksenleri Gzerindeki bilesenlerini gostermektedir.

Silindirik bosluk civarinda li¢cgen prizmatik sonlu elemanlar secilmis olmasina ragmen,
sayisal islemler ve sekil fonksiyonlarinin belirlenmesi licgen piramit icin daha kolay
oldugundan, her bir licgen prizmatik sonlu eleman Uc¢ adet alt licgen piramit elemana
bolinmis ve her bir cgen piramit sonlu eleman icin gerekli islemler

gergeklestirilmistir. Buna gore érnek bir l¢gen piramit sonlu eleman i¢in Ox|X,X3

koordinat sistemine gbre nodlarin koordinatlari Sekil 3.4’de verilmistir. Hacim

icerisinde hareketli bir p(x;,X,,Xx3) noktasi yardimiyla hacim koordinatlari

L; (i=1,2,3,4) icin,
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(%14.%24.%34)

(%11.%21.%31) (Z13.%233,%33)

(%132.¥23.%37)

Sekil 3.4 Uggen piramit sonlu eleman

(k)

V.

L(ik) _ i (3.20)
v (K)

olur. (3.20)’'de V(k), k. Gicgen piramidin hacmini géstermektedir. Ornegin i=2 secilirse,
(k)

L(k) — V2

2 WON

1 1 1 1 1 1 1 1
v X X2 X130 X4 N0 _xn X X130 Xig
6]xa1 X2 X3 xpa| 2 6lxy Xy Xp3 Xpg
X31 X32 X33 X34 X31 X3 X33 X34

(3.21)

olur. (3.20) ve (3.21) ile verilen hacim koordinatlari (L;L,L3;L4) ile Ox;x,x3 genel

Kartezyen koordinat sistemi arasinda

X1 = XLy +x15L0 +X9303 +x14L4;

Xy =Xo1hy + XLy +Xo3h3 +X4Ly;

x3 =x31L) +Xx33L0 +Xx3303 +x34L4;

I=Li+Ly,+L3+Ly4 (3.22)
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bagintilar vardir. Hacim koordinatlari ile genel Kartezyen koordinatlari arasindaki ilgi
lineer oldugundan, dort nodlu lg¢gen piramit sonlu eleman icin i. nodun sekil

fonksiyonu,

N, =L,,i=1,2,3,4 (3.23)

olur. Bu konuda daha detayl bilgi Kisim 3.5.1’de verilecektir.

Her iki asamaya ait sinir deger problemlerinin sonlu eleman ¢6ziiminde ayni sonlu
eleman ayriklastirmasi kullaniimistir. Cozim yontemi geregi, her bir sonlu elemanda
aranan yer degistirme fonksiyonu polinom seklinde kabul edilir. Bu fonksiyonun,

nodlarda bilinmeyen degerler ile ayni nodlarda tanimlanan sekil fonksiyonlari ile

ifadesi;
u® s NKRE) a1 o v (3.24)
olarak secilir. Burada a(k), N® ve y® matrisleri;

T
k 0 K ) R (K K )k
(a( )) ={ugl),ugl),ugl),ugz),u(zz),ugz) ----- ’ugp)’u(Zp)’ugp)}

NOC 0 0 NP 0 0 L NB 0 0
(N(k)): o NY o o N o .. o NP o0
o 0o N® o o NP . 0o 0o N
T
(u(k)) :{ugk)(Xl’XZaX3)9u(2k)(XlaX29X3),u(3k)(X1,X2,X3)} (3.25)

dir (Zienkiewicz ve Taylor [78], Akbarov ve Guz [7]). (3.24) de k indisi uygun

biydkliklerin € sonlu elemanina ait oldugunu, a®) vektsriinin bilesenleri ise

elemanin nodlarindaki aranan yer degistirmeleri gostermektedir. Ayrica p alt indisi

Ucgen prizmatik (dikdortgen prizmatik) sonlu elemanlar icin 6 (8) degerini almaktadir.

(3.24) ifadesi, birinci asama icin (3.15) fonksiyonelinde, ikinci asama icin (3.16)
fonksiyonelinde yerine yazilir ve gerekli islemler yapilirsa; 1. asamaya ait problemin
¢6zumu
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K @50 _ (0 (3.26)
denklem sisteminin ¢6ziimiine, 2. asamaya ait problemin ¢6ziimi

KDa® =D (3.27)

denklem sisteminin ¢6ziimine indirgenir. (3.26) ve (3.27) esitliklerinde K(O),K(l)

Rijidlik matrisi, a(O),a(l) nodlarda bilinmeyenleri iceren matris ve r(o),r(l) kuvvet

veya sag taraf matrisini gostermektedir (Zienkiewicz ve Taylor [78], Akbarov ve Guz

[7]).

(3.26) ve (3.27) cebrik denklem sistemlerinin ¢6zimiinden sirasiyla birinci ve ikinci
asamaya ait nodlarda yer degistirme degerleri ve (3.24) yardimiyla bitin bolgede yer
degistirme fonksiyonlari belirlenir. Ancak birinci asamaya ait gerilmeler (yani,
ongerilmeler), ikinci asamada problemin formiilasyonuna dahil oldugundan, birinci
asamada yapida olusan gerilme yayiliminin belirlenmesi gerekmektedir. Gerilme

yayihmlarinin belirlenmesine ait formilasyon sonraki kisimda verilmistir.

3.4 Gerilmelerin Belirlenmesi

Kisim 3.3’de birinci yaklasim (ikinci yaklasim) sonucunda bulunan yer degistirme

fonksiyonlari (3.8) ((3.12)) blinye denklemlerinde yerine yazilarak gerilme fonksiyonlari

6 =Dsg (3.28)

formilinden elde edilir. (3.28)'de,

T T
(o) —(011’022’033’023’013’012)' (e) —(811’822’833’823’813’812) (3.29)
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dir. (3.28)’deki D matrisi enine izotrop malzemeye ait mekanik sabitleri icermektedir.
(3.28) formultu yardimiyla elde edilen gerilme fonksiyonlari sonlu eleman sinirlarinda
streksiz olurlar. Gergek fiziksel duruma uygun gelmeyen bu durum, sonlu eleman
formilasyonundan kaynaklanmaktadir. Yer degistirme esasli sonlu elemanlar yontemi

kullanildigindan, bitiin bélgede yer degistirme fonksiyonlari C, sirekliligine sahiptir.

Dolayisiyla yer degistirmelerin tirevini iceren gerilme fonksiyonlari, sonlu eleman
sinirlarinda siireksiz olurlar. Bu durumu ortadan kaldirmak icin cesitli sonlu eleman
formulasyonlari gelistirilmistir. Bunlar: a) Karisik sonlu eleman formilasyonu (Mixed
finite element formulations (Zienkiewicz ve Taylor [78]), b) iki asamali karisik sonlu
eleman formilasyonu (Hinton ve Campell [88], Zienkiewicz ve Taylor [78]'dir. ilk
modellemede, her bir digim noktasinda yer degistirmelerin yanisira gerilmelerde
bilinmeyen olarak kabul edilir. Uygun islemler ile butin bolgede hem sirekli yer
degistirme hem de siirekli gerilme dagilimlari birlikte bulunur. ikinci tip modellemede
ise; yer degistirmeler birinci asamada bulunduktan sonra, (3.28) yardimiyla elde edilen
ve eleman sinirlarinda siireksiz olan gerilme dagilimlarinin, bilinen islemler dahilinde
streklilestirilmesi yoluna gidilir. Bu sureklilestirme islemine varyasyonel iyilestirme

(variotional recover) adi verilir (Hinton ve Campell [88], Zienkiewicz ve Taylor [78]).

Tez kapsaminda ikinci tip sonlu eleman formilasyonu kullaniimistir. Simdi yapilan
sureklilestirme islemlerini ele alahim. (3.28) ifadesi ile elde edilen gerilmeler & ile
gosterilsin. Daha sonra bitlin digim noktalarinda gerilme degerleri bilinmeyen
alinarak, gerilme fonksiyonu icin nodlarda bilinmeyen gerilmeler ve sekil fonksiyonlari

yardimiyla,

6=N_c (3.30)

burada,

' =[611,622,633,623,013,012]; 6 =[61,52,53,--,Or J;

6, = [O1 11,5221+ 0331 231> 61315012 |, 1=1,2,..,R (3.31)

yaklagimi yapilir. (3.30) ifadesindeki N sekil fonksiyonlari matrisini, 6, vektoérinin

bilesenleri r. digim noktasindaki aranan gerilmeleri ve R toplam didgim noktasi
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adedini gostermektedir. Ele alinan sonlu elemanlar i¢cin N asagidaki gibi yazilabilir.

1 2 R
No = NO,ND N )},

N o 0 NP0 0 o N 0 0
(Ngk>)T:(N<k>)T: o N® o o NP o . o NP o
o o N¥ o o NP L 0o o NP

(3.32)

6, (r=1,2,..,R) vektorinin bilesenleri (yani, gerilme fonksiyonlarinin dugim

noktalarindaki degerleri) en kigik kareler yontemi kullanilarak elde edilir. Bu

durumda,
Q=[l(c-6)*d (3.33)
o

fonksiyoneli ele alinir. Bu fonksiyonelde (3.28) ve (3.30) yerine yazilir ve bilinmeyenlere

gore turev alinip sifira esitlenerek, 6, vektoru bilesenleri igin,

Q

acijr

=0,i;j=1,2,3; r=1,2,...,R (3.34)

denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sistemi daha acik olarak yazilirsa

[nNicha]a=n(N£Da)dﬂ 835)

Q' Q'

olur. (3.34) veya (3.35) denklemlerinin her bir gerilme fonksiyonu icin ¢ozilmesi ile
digiim noktalarindaki uygun gerilme degerleri ve (3.30) yardimiyla da biitiin bélgede

strekli gerilme fonksiyonlari elde edilir.

Belirtelim ki, (3.28)-(3.35) formilasyonu yardimiyla, ele alinan 6n gerilmeli kalin plak
probleminin birinci asamasina ait sirekli 6n gerilme yayilimlari elde edilmis olunur. Bu
on gerilmeler problemin “ikinci asama” formilasyonunda yani, ilave yiklemeden
dolayl yapida olusan yer degistirmelerin bulunmasi problemine ait formilasyonda
kullanilir. ikinci asamanin da sonlu elemanlar ydéntemi yardimiyla ¢éziilmesi sonucunda
bitlin bolgede yer degistirme yayihmi belirlenir. Ancak silindirik bosluk civarinda
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gerilme vyigilmasinin incelenmesi durumunda, ikinci asama icin (3.28)-(3.35)
islemlerinin tekrarlanmasi ile belirlenebilen Kartezyen koordinatlardaki gerilme
bilesenleri yerine daha anlasilir olmasi acisindan silindirik koordinatlardaki gerilme
bilesenleri kullanilmistir. Silindirik koordinatlardaki gerilme bilesenlerinin belirlenmesi

ve ozellikleri Kisim 3.5.2°de ele alinmustir.

3.5 Sonlu Elemanlar Yontemi Kullaniminin Ele alinan Arastirmadaki Bazi Ozellikleri

Bu kisimda, Tez kapsaminda ele alinan sinir deger problemlerine ait bazi 6zel durumlar
aciklanacaktir. Bu 6zel durumlar asagida basliklar halinde siralanmis ve detayh olarak

verilmistir.

3.5.1 Uggen Prizmatik Sonlu Elemanlar Uzerindeki Sayisal islemler

Ele alinan yapi elemaninda koseleri yuvarlatilmis dikdortgen kesit alanl silindirik
boslugun oldugu kabul edilmektedir. Bu silindirik boslugun yuvarlatiimis koseleri
civarinda sonlu eleman secimi, yap! elemaninin geri kalaninin ayriklastiriimasinda
kullanilan sonlu elemanlardan farkh alinmistir. Bu farklilk sayisal islemlerde de ilave

zorluklara yol agmaktadir.

Ele alinan problem icin silindirik bosluk civarinda lggen prizmatik sonlu elemanlar
secilmistir (Sekil 3.2). Ancak Ucgen prizmatik sonlu elemanlarin nodlarinda sekil
fonksiyonunun belirlenmesi ve Uzerinde sayisal islemler yapilmasi cesitli zorluklar
icermektedir. Literatiirde secilen bu sonlu elemanlar icin dizlemde “alan
koordinatlar”, hacim icin “hacim koordinatlarn” adi verilen bir koordinat sistemi
kullaniimaktadir. Bu koordinat sisteminin kullanimi ve Uizerinde sayisal islemlerin
yapilmasi licgen piramit sonlu elemanlar icin daha kolay ve kullanimi yaygindir. Bu
nedenle silindirik bosluk civarinda ticgen prizma seklinde secilen her bir sonlu eleman,
tekrar 3 adet (alt (A), Gst (U), orta (O)) alt piramit sonlu elemana ayrilmistir. Bu
ayriklastirma ve alt li¢cgen piramit sonlu elemanlar sematik olarak Sekil 3.5'de
gosterilmektedir. Bu ayriklastirma sonucunda her bir alt licgen piramit sonlu eleman
icin nodlarda sekil fonksiyonlarinin belirlenmesi hacim koordinatlari yardimiyla (3.20)-
(3.23)'de verildigi gibi yapilmistir. Hacim koordinatlari ile genel Kartezyen koordinatlar

arasindaki iliski (3.22)'de verilmektedir.
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Silindirik bosluk civarinda alinan Ug¢gen prizmatik sonlu elemanlar {zerindeki
integraller, her bir sonlu elemanin tekrar 3 adet piramit elemana ayrilmasindan dolaysi,
bu piramitler Gzerindeki integrallerin hesaplanmasini gerektirmektedir. Bu integraller
L; (i=1,2,3, ve 4) hacim koordinatlari bilesenleri, (a,b,c,d) bu bilesenlerin dereceleri ve
V secilen piramitin hacmi olmak (zere,

alblc!d!
(a+b+c+d+3)!

[[JA5LS LY dxdydz = (3.36)
A%

formili yardimiyla hesaplanmaktadir (Zienkiewicz ve Taylor [78]).

[\

Sekil 3.5 Uggen prizmatik elemanlarin alt (icgen piramit sonlu elemanlara ayrilmasi.

3.5.2 Silindirik Koordinatlarda Gerilme Bilesenlerinin Belirlenmesi

Bu kisimda silindirik koordinatlar ve kartezyen koordinatlar arasindaki ilgiden silindirik

koordinatlarda gerilme bilesenleri belirlenecektir. Sekil 3.6’da verilen Ox;x;Xx3 ile

Or0z koordinat sistemleri arasindaki doniisim
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X;=rcos0, X, =15in0, x3=z2 (3.37)

veya
X

r:\/x12+x% , @=arctan—=%, z=x;, (3.38)
X1

olur.

X3

/— %

0

X1
Sekil 3.6 Silindirik koordinatlar.

iki koordinat sistemi birim vektorleri arasinda,
i=cos08, —sin 08y
j=sin 08, +cos0

k=8 (3.39)

I
J

veya
€, =cos0i+sinbj

€g=—sin0i+cosj
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ol
I
i

(3.40)

iliskileri mevcuttur. Yizey tzerindeki keyfi bir noktanin her iki koordinat sistemindeki

bilesenleri cinsinden yer degistirme vektori

u=uji+u,j+uzk=u,8 +ugéy+u,s, (3.41)
dir. (3.41)'de, (3.37)-(3.40) goz 6niine alinirsa, yer degistirme vektori bilesenleri igin
u; =cosOu, —sinBug

u, =sinOu, +cosOug

uj=u, (3.42)
veya

u, =cosOu; +sinOu,

ug =—sinOuy +cosOu,

u, =uj (3.43)

bulunur. (3.42) ((3.43)) bagintilari, kartezyen koordinatlarda (silindirik koordinatlarda)
yer degistirme vektori bilesenlerinin, silindirik (kartezyen) koordinatlardaki bilesenler

ile ifadesini gostermektedir. Silindirik koordinatlarda sekil degistirme tansoéri

bilesenleri
ou, l1oug u,; ou,
= ’ ="+, ==
T T T T T
e, = Mo Touz ) _1fduy dup) o _Lf10ur up _up (3.44)
20 0z r 00 2\ or 0z 2\r 00 or r

ve gerilme tansori bilesenleri
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on | [All A Az 0 0 0 ey ]
Coo | |Al2 A Az 0 0 0 | egg
Sz |_|A13 Az Az 0 0 0 |es (3.45)
Goy 0 2A 44 0 0 €0y
Gy 0 2A55 0 €1y
10| L 0 0 2Ac6 | &0

esitliklerinden belirlenebilir.

3.5.3 Sinir Kosullarinin Yakinsakliga Etkisi

Tez cercevesinde ele alinan problemlerin sayisal ¢6zimiinin belirlenmesinde
tarafimizdan vyapilan sonlu eleman formiilasyonu, algoritma ve programlarin
dogrulugunun kanitlanmasi gerekmektedir. Bu amacla Tez cercevesinde elde edilen
sayisal sonuglarin 6zel durumda (yani, bazi parametre degerlerinde), literatirdeki
uygun duzlem gerilme/dizlem sekil degistirme durumlarina ait problemlerin sayisal
sonuclarina yaklasmasi blylik 6nem tasimaktadir. Bu kapsamda ele alinan bazi sinir
kosullari cercevesinde, yapisinda stireksizlik bulunmayan kalin plak (Sekil 2.1) icin

belirtilen yaklagimin saglanmasi arastirimistir. Bunun icin Ox3 dogrultusundaki plak
uzunlugu (¢3) ¢ok cok bilydltilerek, duzlem sekil degistirme durumundaki uygun

problem sonuclarina yaklasim test edilmistir. Ele alinan sinir kosullari icin belirtilen

etkinin durumu Cizelge 3.1’de listelenmistir.
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Cizelge 3.1 Test edilen sinir kosullari ve yakinsakligin (etkinin) durumu.

(S-Serbest; B-Basit mesnet; R-Rijid (Ankastre) Mesnet)

Ox; dogrultusundaki sinir | Ox3 dogrultusundaki

kosullari sinir kosullari Yakinsaklik
Test dl(Jr:I?';u
etkl
No x,=0 X, =/, x;=0 Xy =/{;
ylzeyi ylzeyi yluzeyi ylzeyi
S
u, =0 u, =0
1 o - o - X3 BE EB YOK
(i=123) (i=12,3) g
6y =0;3=0 6, =0;3=0 o !
. :\1
S
U, =u, =uz = Oy = o5, =0
2 1 2 3 W =, =uy =0 .31 .31 X3 R R voK
: (i=12,3) (i=12,3) S
O X
u,=0 | . B .
u, =0 u, =0 u, =0

3 0 I ; VAR
6,=0653=0| | = e
Gy =0;3=0 61, =053=0 6,,=0,3=0 ) B

= = Sup=us = X3 Bl ;
4 PR VAR
0 =013 =0 0 =013 =0 >

R
5 G, =0 ;=0 U, =u,=u3=0 u =u,=u;=0 X3 S S
(i=123) (i=123) R YoK
O X
u; =0 B” .....
u, =0 u, =0 u; =0

X : :
6 0 : ; i YOK
03 =03 =0] [ T BT
6, =053=0 6,,=0,3=0 64, =043, =0 ) 3
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Belirtelim ki, 6rnek test problemlerinde ele alinan kalin plagin farkh sinir kosullari i¢in
Ust ylzeyine etkiyen diizgiin yayil basing kuvveti etkisinde egilmesi incelenmistir. Diger
ylzeylerinden plaga herhangi bir kuvvet etki etmedigi kabul edilmistir (Sekil 2.1). Buna
gore x, =0;h alt (taban) ve Ust (tavan) ylzeylerindeki sinir ve yiikleme kosullari biitiin
érneklerde ayni alinmistir. x; = 0;/; ve x5 = 0;/5 kenar dlzlemlerindeki sinir kogullari,
sadece, farkli dogrultulardaki ylizey yer degistirmelerinin serbest veya degerinin sifir
olmasi seklinde cesitlendirilmistir. Her bir durum icin gerekli butin algoritma ve
programlar ayri ayri tarafimizdan yapilmis, elde edilen sayisal sonuglara gore neticeler
Cizelge 3.1'de verilmistir. Bu ¢izelgeye gore karsilikli iki kenarindan (x; =0;/¢;) basit
mesnetli (Test No 1) veya ankastre mesnetli (Test No 2 veya 5) kalin plak igin,
l3 = ooigin dizlem sekil degistirme durumundaki uygun sayisal degerlere yaklagim
saglanamamistir. Test No 3 ve Test No 4’de sirasiyla karsilikli yanal ylizeylerinden basit-
basit mesnetle tutturulmus ve basit-ankastre mesnetle tutturulmus kalin plak icin
l5 — oo igin duzlem sekil degistirme durumundaki uygun sayisal sonuglara yaklagim
saglanabilmistir. Bununla birlikte bitiin yanal ylzeylerinden mesnetli olmasina karsin
Test No 6’da, belirtilen yaklasim saglanamamistir. Cizelge 3.1’de yer almayan birkag
sinir kosulu varyasyonu daha denenmis ve Tez cercevesinde ¢oziimi Ongorilen sinir
deger problemlerindeki sinir kosullarinin belirlenmesi, Cizelge 3.1'de veriler ve

belirtilen etkinin saglandigi durumlar géz 6niinde bulundurularak yapilmistir .

3.6 Sayisal Sonuglar ve Degerlendirme

Ele alinan serit-levhanin, x, =0 diizlemine paralel olacak sekilde Uist Uste yerlestirilmis

ve birbirini tekrar eden iki izotrop levhadan olusan ¢ok katli kompozit malzeme oldugu
kabul edilmektedir. Cok katli kompozit malzemenin bilesenlerinden gliclendirici
malzemeye ait biylklikler alt indis (2), matris malzemesine ait biylklikler alt indis (1)

ile temsil edilmektedir. Buna goére, A, Lamé sabitleri; n, kayma modilleri; E,
Elastisite Modull; v, Poisson orani; m, glglendirici ve matris malzemelerinin
kompozit icerisindeki hacim oranlaridir (k=1,2). (3.7)'de verilen D matrisinin
elemanlarlAij'Ier, cok katli kompozit malzemeye ait normalize edilmis mekanik

sabitlerdir (Christensen [6]). Aij sabitlerinin acik ifadeleri,
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M —2y)°
(A +2u)N, +(Ay +2u,)M,

Ay = Ay = (A4 + 2u)n; + (A, + 20,0, — MM,

(A +2p)— (X, +2,)
Ay = Ayy = Ayy = A3y =4 + Aony =m0y (A4 = 4,) o +]2M )r: +(k2 +2M2 n )
1 1M2 2 2Ny

M —2y)°
(A +2u)N, +(Ay + 205N,

Ay = A3y =A4m + Am, — i,

(Mg +2u1) — (A +2,)
(A +2u)N; +(Ay +2u,)M,

Ay = +2un; + (A + 205N, — MM,

Y
Ago = Ayy =—2—,  Ass = uyn, + pym, (3.46)
1y + Hom,y

dir. Sayisal ¢6ziimlerde, v,, =v,; =03, n,=mn, =0.5alinmig, diger parametre

degerleri sekiller tizerinde verilmektedir.

Bu kisimda yapida silindirik bosluk olmasi durumunda, ongerilmeli malzemeden
yapiimis kalin plagin, dis kuvvetler etkisinde icerdigi delik civarinda olusan gerilme
yigilmalarina cesitli malzeme ve geometrik parametreler ile Oongerilmenin etkisini
gosteren sayisal sonuglar verilecektir. Ele alinan problemlerin ¢6zimi, yapi elemani ve
yiklemenin x,/¢, =1/2 ve x3/03=1/2"ye gére simetrik olmasindan yararlanilarak
ceyrek (1/4) bélge igin yapilmistir. Bu bolge (Sekil 3.1) Ox, dogrultusunda N=30, Ox,
dogrultusunda NZ=40 ve Ox, dogrultusunda M=12 dikdértgen prizmatik sonlu eleman
ve silindirik bosluk etrafinda bir katmanda 16 lg¢gen prizmatik sonlu eleman olacak
sekilde toplam, 13.440 dikdortgen prizmatik, 640 lcgen prizmatik sonlu elemana
ayriklastirilmistir (Sekil 3.2). Ele alinan durumda sonlu eleman modellemesi 16.605
digiim noktasi (nod) ve 49.282 serbestlik derecesi (NDOF) icermektedir. Belirtelim ki,
¢Ozliim bolgesinin sonlu eleman ayriklastirmasi, pek ¢ok sonlu eleman agi icin bulunan
degerlerin literatlirdeki uygun degerlere en iyi yaklasiminin saglandigi sonlu eleman agi

arasindan secilmistir.

Sekiller Gzerinde silindirik koordinatlardaki yerdegistirme bilesenleri olan sirasiyla Or,
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00 ve Oz dogrultularindaki u,, ugy ve u, degerleri verilmistir. Bu yerdegistirme
bilesenlerine kartezyen koordinatlarda u,,u,,u; degerleri karsihk gelmektedir. Bu

degerlerin boyutsuz ifadeleri

E
u:—Elul , V= Equp , W= 143 (3.47)
ply P’y pY31fy

seklindedir. (3.47)de E; matris malzemesinin Elastisite moduli, p, kalin plagin ust
ylzeyinden etki eden dizgin yayil basing ylkinin yogunlugu, ¢; kalin plagin
Ox dogrultusundaki uzunlugu, y3;=~¢3/¢; dir. Bu kisimda verilen butun grafikler

silindirik boslugun sinirinda yani,

r=(h +2R)/sin0 | O e arctanhA;zR,arctanhA;2R icin |;
/g +R 02—l

/g +R 021

r=R (6 € [g,%ﬂ icin} ve r=(h, )/sin® (6 € {arctan ha ,arctanh—A} icin]
E

(3.48)

icin elde edilmistir. Diger parametre degerleri sekiller Gizerinde verilmistir.
Sekil 3.7’de kalin plagin izotrop (E,/E;=1) ve anizotrop (E,/E;=10) olmasi
durumlarinda ongerilmenin silindirik bosluk civarindaki Gee/p gerilmesi yayilimina

etkisi bazi parametre degerleri icin verilmektedir. Grafikten gorildigi tzere her iki

durum icin 6ngerilmenin yogunlugu (q/El) arttikca, bosluk civarinda Gee/p gerilme
yayiminin siddeti 6 <5n/4 icin mutlak degerce duserken, 6>35m/4 icin mutlak
degerce artmaktadir. Bununla beraber yliklemeye yakin olan bolgedeki (0 < ) Gee/p

degerleri, uzak olan bolgedeki gerilme degerlerinden mutlak degerce biylktir ve

Ggg/p gerilmesi mutlak degerce en biiyik degerini 6 =3n/4’de almaktadir. E,/E,

orany, silindirik bosluk civarindaki gerilme yayilimini distirmektedir.
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Toee/P

b/R=23.111
1 =l : +———+ /E;=0.000 g | DRI +—+——+ q/E;=0.000
h/£1=0.1 A—A A g/E=0.001 Z}j}‘z ol A A A g/E1=0.001
60 —| hy/R=hs/R=5 O—6—0O q/E1=0.005 14 “/‘R:}'] RS G—6—0© q/E=0.005
R/£;70.00416 05 A¢E=0010 Re—0004s | OO0 aE=0010
‘ \ \ ‘ \ -40 : I i ‘ i 0
0 2 4 6 0 2 4 6

(a) (b)
Sekil 3.7a) E,/E; =1 durumu; b) E, /E; =10 durumu igin q/E, degisiminin bazi
parametre degerlerinde Gee/P gerilmesine etkisi.
Goo/p gerilmesinin ceyrek bolgedeki (0<x;/¢; <1/2;0<x3/¢3<1/2) silindirik
bosluk icin silindirik bosluk ylzeyindeki tim yayihimi Sekil 3.8’de verilmektedir. Sekilde

gorulen 6nylz x5 /¢4 =1, arkayuz x3/¢3 =1/2 duzlemlerini, sol yanal yiiz

hA +2R
EE +R

0 = arctan

ve sag yanal yuz

ha
EE +R

0 = arctan

diizlemlerini géstermektedir. On yiiz yani, x3/£3 =1 dizlemi ayni zamanda basit
mesnet sinir kosulu ile tutturulmus kenardir. Bu kenarda Gee/p gerilmesi degerleri
genel olarak pozitiftir. Bu kenardan arkaya dogru ilerledikce Gee/p gerilmesi negatif
degerler almakta ve mutlak degerce siddeti blyiumektedir. Gee/p gerilmesi mutlak
degerce en biylk degerini x3/£3 =1/2 kesitinde aldigi Sekil 3.8'den gorilmektedir.
Belirtelim ki, Sekil 3.7'deki grafikler, Sekil 3.8'deki yiizey grafiginin x3//5=1/2

kesitinde elde edilmislerdir.
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Sekil 3.9, Sekil 3.11 ve Sekil 3.13'de kalin plagin izotrop (Ez/El :1) ve anizotrop
(Ez/El :10) olmasi durumlarinda éngerilmenin silindirik bosluk civarindaki sirasiyla
u., ug ve u, yer degistirmesi yayillmlarina etkisi bazi parametre degerleri icin
verilmektedir. Grafiklerden gorildigl Gizere her iki durum icin (izotrop ve anizotrop)
silindirik bosluk ylzeyinde bitliin yer degistirme degerleri, 6ngerilmenin (q/El)
yogunlugu arttikca mutlak degerce dismektedir. Silindirik bosluk civarindaki yer
degistirme grafiklerinden u, vyer degistirmesinin degerleri diger yerdegistirme
degerlerine gore cok kicuktir (Sekil 3.13). Her Uc¢ yer degistirmenin silindirik bosluk
ylzeyindeki ylzeysel yayihmlari Sekil 3.10, Sekil 3.12 ve Sekil 3.14’de verilmistir.

10

5

0
a/E;=0.000 N
E,/E=10 -10
b/R=23.111 15
Y31=1 20
h/¢,=0.1 25
hy/R=hA/R=5 30
R/¢,=0.00416 N

Sekil 3.8 o /p gerilmesinin silindirik bosluk yuzeyindeki genel yayilimi.
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Uy Uy
40 — 10
0 —| b/R=23.111 0 bR=23.111
v31=1 31=1
b/£,=0.1 W/,=0.1
hy/R=h,/R=5 hy/R=h,/R=5
i R/£1=0.00416 i RI1=0.00416
+—+—+ g/E1=0.000 +—+—+ g/E;=0.000
40 | A—A—A g/E=0.001 10 — A—A—A ¢/E=0.001
O—0—0 g/E;=0.005 O—6—0O g/E=0.005
088 ¢/E=0.010 C—8—£ g/E=0.010 4
\ \ ‘ \ \ \ \ ! \

0 2 4 6 0 2 4 6

(a) (b)

Sekil3.9a) E,/E; =1 durumu; b) E, /E; =10 durumuigin q/E, degisiminin bazi
parametre degerlerinde u, yer degistirmesine etkisi.

12

10

8

6

4
q/E,=0.000 (2)
E,/E,=10 5
b/R=23.111 o
31=1 -6
h/¢,=0.1 8
hy/R=2 210
R/,=0.00416 12

Sekil 3.10 u, yer degistirmesinin silindirik bosluk ylzeyindeki genel yayihmi.

48



Jug Jug
40 — 10 —
0 —| 0|
4
-40 — = -10 —| / -23. \s
1;/ Rj“” +—+—+ g/E1=0.000 / ly’lem 4+ gE=0000
h§;]=0.1 A—A—A g/E;=0.001 / h/0=0.1 A—A—A g/E1=0.001
] hy/R=hy/R=5 OO0 ¢/E1=0.005 By hy/R=h,/R=5 C—O—© ¢/E1=0.005
R/61=0.00416 B—B—H ¢/E1=0.010 0 R/£;=0.00416 L—E=—51 ¢/E1=0.010
-80 ‘ \ \ ‘ 20 \ \ \ :
0 2 4 6 0 2 4 6
(a) (b)
Sekil 3.11a) E, /E; =1 durumu; b) E, /E; =10 durumu igin q/E, degisiminin bazi
parametre degerlerinde ug yer degistirmesine etkisi.
B 2
10
8
6
4
2
0
2
-4
6
-8
-10
-12
-14
-16
18

Sekil 3.12 ugq yer degistirmesinin silindirik bogluk ylizeyindeki genel yayilimi.
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0.02 —
0.01 —
0 —
0 —
’ b/R=23.111
b/R=23.111 +—+—+ ¢/E;=0.000
-0.02 — L +—+——+ ¢/E1=0.000 ¥31=1 A A A q/E ~0.001
13/} —0.1 A—A A g/E;=0.001 001 T h=0. 4 e
s 1 _- B q/Elzo 005 i hU/R:hA/R:5 co—6——0 q/El—O‘OOS
hy/R=h,/R=5 G—6—=0 . R/(1=0.00416 O—E—51 ¢/E=0.010
R/£,=0.00416 1B ¢/E1=0.010 ‘ .
0 i
-0.04 ‘ ‘ ‘ I \ \ \
0 2 4 6 0 2 4 6
(a) (b)

Sekil 3.13a) E, /E; =1 durumu; b) E, /E; =10 durumu igin q/E; degisiminin bazi parametre
degerlerinde u, yer degistirmesine etkisi.

0.8
0.6
0.4
0.2
-2.7755575615629E-016
02
04
0.6
0.8
-1
12

Sekil 3.14 u, yer degistirmesinin silindirik bosluk ylzeyindeki genel yayihmi.

Sekil 3.15’de izotrop (Sekil 3.15.a, Sekil 3.15.b) ve anizotrop (Sekil 3.15.c, Sekil 3.15.d)
malzemeden hazirlamis silindirik bosluk iceren kalin plak icin bazi parametre
degerlerinde o6ngerilmesiz  (q/E; =0) ve ongerilmeli (q/E; =0.005) durumda,

silindirik bosluk sinirinda  ocgg/p gerilmesi yayilimina, silindirik boslugun  Ox;
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dogrultusundaki uzunlugunun degisiminin etkisi verilmektedir. Silindirik boslugun Ox;

ekseni dogrultusundaki uzunlugu (b/R) dolayisiyla, boslugun hacmi arttikca gerilme

yayihmi ele alinan kesitte mutlak degerce artmaktadir. Ancak Sekil 3.15’den gorildugi

Uzere, yapida ongerilmenin olmasi, ongerilme siddetininin degerine bagl olarak

gerilme yayillimini énemli élciide diisiirmektedir. Ongerilmenin gerilme siddetini ne

kadar dislirdGgu karsilastirmali olarak izotrop durum icin Sekil 3.16’da verilmektedir.

Goo/p

q/E|=0

¥31=1
h/¢1=0.1
hy/R=hp/R=5
R/¢;=0.00416

+—+—+ b/R=44.222
A—A—A b/R=35.7717
G—5—0O b/R=31.555
[—H—+£1b/R=23.111
X—kK—K b/R=14.666
—¢—( b/R=10.444

-40

-80 —

| hy/R=h,/R=5

(a)

Ggg/P

q/E1=0

131=1
h/¢1=0.1

R/¢1=0.00416

+—+—+ b/R=44.222
I—2—A b/R=35.777
G—e—0 b/R=31.555
O—H&—H1 b/R=23.111
K—K—X b/R=14.666
€—C—C b/R=10.444

0

(c)

\ \
4 6

-80

Ggo/P

q/E1=0.005

150 | 1=t

h/61=0.1
hy/R=h ,/R=5

| R/£;=0.00416

+—+—+ b/R=44.222
L—2A—2A b/R=35.777
O—6—0 b/R=31.555
O—H8—Hf1b/R=23.111
X—%—K b/R=14.666
¢ b/R=10.444

q/E1=0.005

_|v31=1

h/0,=0.1

hy/R=h/R=5

R/£;=0.00416
T

+—+—+ b/R=44.222
A—A—A b/R=35.777
G—6—™0 b/R=31.555
O—8—=18 b/R=23.111
K—K—K b/R=14.666
—C—C( b/R=10.444

0

\ \
4 6

Sekil 3.15 (a),(b) E, /E; =1 durumu, (c),(d) E,/E,; =10 durumu igin
b/ R degisiminin bazi parametre degerlerinde Gee/P gerilmesine etkisi.



_5() |
¢/E1=0.005
100 ____ g/E;=0.000
i + b/R=44.222
L A b/R=35.777
131=1 | O b/R=31.555
150 = pe=0.1 ~\ [ b/R=23.111
hy/R=hs/R=5 | ¥ b/R=14.666
-1 R/I;=0.00416 ( b/R=10.444 o
‘ \ \ ‘ \
0 2 4 6

Sekil 3.16 q/E; =0 ve q/E; =0.005 durumunda E, /E; =1 igin b/R degisiminin bazi

parametre degerlerinde Gee/P gerilmesine etkisi.

Anizotrop durumda, b/R parametresi degisiminin u, ve u, yer degistirmesi yayilimina

etkisi sirasiyla Sekil

verilmektedir. Sekil 3.17’den gorildigu lzere b/R(31.555

3.17, Sekil

3.18'de ongerilmeli ve ongerilmesiz durumda

icin yer degistirme

yayihmlarinin b/R parametre degisiminden ¢ok etkilenmedigi sdylenebilir.

¥31=1
h/¢,=0.1
E,/E;=10
hy/R=h,/R=5
R/¢1=0.00416

(1) b/R=44.222
(2) b/R=35.777
(3) b/R=31.555
(4) b/R=23.111
(5) b/R=14.666
(6) b/R=10.444

(a)

Y31=1
h/6,=0.1
Ey/E,=10
hy/R=h,/R=5
R/¢1=0.00416

(1) b/R=44.222
(2) b/R=35.777
(3) b/R=31.555
(4) b/R=23.111
(5) b/R=14.666
(6) b/R=10.444

(b)

Sekil 3.17 a) q/E; = 0durumu; b) q/E; = 0.005durumu igin b/R degisiminin bazi

parametre degerlerinde u, yer degistirmesine etkisi.



0.02 —
0 —
-0.02 —
+—+—+ b/R=44.222
| EyE=10 A—A—A b/R=35.777
=1 O—0—O b/R=31.555
W¢,=0.1 O—H——FH b/R=23.111
-0.04 — hy/R=h ,/R=5 X —K—X b/R=14.666
R/¢;=0.00416 —€¢—( b/R=10.444
L
‘ \ \ \
0 2 4 6

(a)

0.02 —

+——+—+ b/R=44.222
-0.02 —|
L E.E=10 A—A—A bR=35.777
v31=1 O—6—0© b/R=31.555
A =01 O 5 S bR=23.111
hy/R=hy/R=5  ¥—¥ K b/R=14.666
R/(;=0.00416 € —€—C b/R=10.444
0
'0.04 ‘ ‘ ‘
0 2 4 6

(b)

Sekil 3.18 a) q/E; =0 durumu; b) q/E; = 0.005 durumu igin b/R degisiminin bazi parametre

o

-40 —

-60 —

00/P

b/R=23.111
3=l
h/¢;=0.1
hy/R=h/R=5
R/£1=0.00416

degerlerinde u, yer degistirmesine etkisi.

+—4— E»Ei=1
A—A—A Ey/Ei=5
O—8—+H E»YE=10
G—6—0 Ez/E1=20
*—&—% E,/E;=50

‘ I
4

(a)

| ope/P

-40 — +—+—+ Ey/E=1
b/R=23.111 ALN—A—A Ey/E1=5
1 ra=l O£ Eo/Ej=10
:/g/]R:?}}] /R=5 O OO Lm0
U/ RTHART *—%—% E»/E1=50
-60 —  R/¢;=0.00416 0
! \ \ \
0 2 4 6

(b)

Sekil 3.19 a) q/E; =0 durumu; b) q/E; = 0.005 durumu igin E,/E; degisiminin bazi parametre
degerlerinde o4y /p gerilmesine etkisi.
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Sekil 3.19'da EZ/EI orani degisiminin cee/p gerilmesi yayilimina etkisi bazi
parametre degerlerinde q/E;=0 ve q/E;=0.005 igin verilmistir. Sekillerden
goruldugi tzere EZ/EI orani arttikca gerilme degerleri mutlak degerce 6nemli dlclde
dugmektedir. Ayni etki Sekil 3.20, Sekil 3.21 ve Sekil 3.22’de verilen sirasiyla u,, ug ve
u, yer degistirme yayiimlarinda da gérilmektedir. Yani E,/E; degerinin artmasi ve

ongerilmenin olmasi, silindirik bosluk ylizeyindeki gerilme ve yer degistirme degerlerini

dislirmektedir. Ayrica EZ/EI orani arttikca, 6ngerilmeli ve dngerilmesiz durumda elde

edilen gerilme/yer degistirme degerleri arasindaki fark azalmaktadir (Sekil 3.20).

Ur

40 —

——— g/E,=0.000

] - -~ g/E=0.005
BR=23.111 4 p g
YSl:l A EQ/EIZS
£=0.1 T Eo/Er=10

-40 —
hu/R=hA/R:5 O EQ/EIZZO

R/f1=0.00416 Y EQ/EIZSO 9
\ ‘ \ ‘ \
0 2 4 6

Sekil 3.20 q/E; =0 durumu; b) q/E; = 0.005 durumu igin E,/E, degisiminin bazi
parametre degerlerinde u, yer degistirmesine etkisi.
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| ug up
40 —|
40 —|
0 —
0 —
“ + + 4 Ey/E=I 40 —| b/R=23.111 ' FEo/E =1
] b/R:123,111 A A EyfE=5 va=1 A—AA Ezilf
E;_:Ol G808 EJ/E=10 Ewlzoﬁl O—B—H EyE=10
| N ‘1 _]~1 B EZ/EI:ZO — U/Rf A/R*S c—H6——-b6 Ez/E]*ZO
uR=hyR=5 OO0 R/(;=0.00416 % % —# E,/E;=50
R/01=0.00416 Y—%*—% Ey/E;=50 0 0
-80 ‘ | | ‘ | -80 | | |
0 2 4 6 0 2 4 6
(a) (b)
Sekil 3.21 a) q/E; =0 durumu; b) q/E; =0.005 durumu igin E,/E, degisiminin bazi
parametre degerlerinde ug yer degistirmesine etkisi.
0.02 —
0.02 — _
4 o
0 1
-0.02 — +—+—+ Ey/Ei=1
5 W bR=23.111 +—+—+ Ey/E =1 BR=23.111 2
00 _ L A—A—A BESS
131=1 A—2A—A Ey/E1=5 Y31= B UE—10
h/¢1=0.1 OB Ey/E =10 | £1=0.1 o5 52/51:20
| Wioese 0O OBE™ RADIME  + b By
t *—k—# EE=50 g R PEIT 0
004 | ‘ | ‘ | 004 | | ‘ |
0 2 4 6 0 2 4 6
(a) (b)

Sekil 3.22 a) q/E; =0 durumu; b) q/E; =0.005 durumu igin E,/E, degisiminin bazi
parametre degerlerinde u, yer degistirmesine etkisi.

Sekil 3.23-Sekil 3.27’de ele alinan malzeme parametre degerleri ile dngerilme degeri
icin yapidaki silindirik boslugun mevcut konumuna paralel kalacak sekilde, biitlintyle

plagin st ylizeyine yaklastirilmasinin (yani, hU/R degerinin kiictilmesi), ele alinan

yikleme durumunda silindirik bosluk yizeyinde olusan gerilme ve yer degistirme
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yayihmina etkisi verilmistir. Silindirik boslugun kalin plagin st ylizeyine yani, yikleme
olan yizeye yaklastiriimasi, silindirik bosluk yizeyindeki gerilme ve yer degistirme

degerlerini mutlak degerce 6nemli Ol¢lide artirmaktadir.

q/E=0.005 A hy/R=5
-150 4 b/R=23.111 -
s
4 h1=0.1 U
R/(1=0.00416 * hy/R=2 0
-200 T ‘ ‘ T ‘
0 2 4 6

Sekil 3.23 E, /E; =1 ve E, /E; =10 durumu i¢in h{; /R degisiminin bazi parametre

degerlerinde o4y /p gerilmesine etkisi.

——— q/E,=0.005

\\ | - - q/E1:0
|
_120 —| E»/E;=10 A _
b/R=23.111 hy/R=S
- ’\{3121 D hU/R_4
h/¢;=0.1 O hU/R:3
R — R/¢1=0.00416 _
160 1 Y hU/R_2 0
T ‘ ‘ T
0 2 4

Sekil 3.24 q/E; =0 ve q/E; =0.005 durumuigin hy; /R degisiminin bazi parametre
degerlerinde oo /p gerilmesine etkisi.
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Ur

E,/E=10 | E,/E,=10
] b/R=23.111 b/R=23.111

YSIZI ’Y31:1

h/£,=0.1 he=0.1

R/01=0.00416

R/¢1=0.00416

(1) hy/R=5 7
(2) hy/R=4 (1) hy/R=5
(3) hy/R=3 (2) hy/R=4
-10 — (4) hy/R=2 10 (3) hy/R=3
(4) hy/R=2
‘ “) | ‘ ‘ 0 @ 0
0 2 4 6 \ ‘ \ \
0 2 4 6
(a)

(b)
Sekil 3.25 a) q/E; =0 durumu; b) q/E; =0.005 durumu igin hy; /R degisiminin bazi
parametre degerlerinde u, yer degistirmesine etkisi.

Ug - Ug

-20 —
@ EyE=10 (1) hy/R=5 E/E,~10 (1) hy/R=5
b/R=23.111 (2) hy/R=4 b/R=23.111 @) hU/R:4
40 | 131=1 () hy/R=3 7 73171 3) hU/R:3
h/¢,=0.1 (4) hy/R=2 b/£,=0.1 ;
R/(1=0.00416 0 R/0=000416 (D MUR=2 0
\ \ \ -40 \ \ \
0 2 4 6 0 2 4 6
(a) (b)

Sekil 3.26 a) q/E; =0 durumu; b) q/E; =0.005 durumu igin hy; /R degisiminin bazi

parametre degerlerinde ug yer degistirmesine etkisi.
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-0.02

EZ/EIZIO I I hU/R:5
b/R=123.1 11 hyy/R=4
Y31= _
| h/¢,=0.1 G—5-8hy/R=3
R/(;=0.00416 ~O—©—© hy/R=2 0
‘ \ \ \
0 2 4 6

(a)

EZ/E1=IO

+—+—+ hyR=5

Y31=
35— hy/R=3
B h/¢1=0.1 U
R/£1=0.00416 O—S—0 hy/R=2 .
-0.02 \ \ \
0 2 4 6

(b)

Sekil 3.27 a) q/E; =0 durumu; b) q/E; =0.005 durumu igin hy; /R degisiminin bazi parametre
degerlerinde u, yer degistirmesine etkisi.

Ggg /P

b/R=23.111
W6=0.1 * 73,=0.8

Ey/E =1 < v3;=0.6
hy/R=h/R=5 ¥ y3,=0.4
R/(=0.00416 1 y3,=0.2

\ ‘ \ ‘ \
2 4 6

(a)

20 —

099 /p

b/R=23.111

h/¢;=0.1 * 13=0.8
Ez/E]ZI <o "{3]=O.6
hy/R=h/R=5 3,=0.4
R/¢;=0.00416 1 131702 ¢

{ ‘ { ‘ {
2 4 6

(b)

Sekil 3.28 a) q/E; = 0 durumu; b) q/E; = 0.005 durumuve E,/E; =1 igin
Y31 = £3/£1 degisiminin bazi parametre degerlerinde Gee/P gerilmesine etkisi.
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+ v31=6

20 —|
b/R=23.111
_ h/1=0.1
230 <€ v3;=0.
Ez/E]ZIO ’Y31706
i hy/R=hyR=5 ¥ 131704
R/(,=0.00416 ~ V31702
40 \ ‘ \ \
0 2 4 6

(b)

Sekil 3.29 a) q/E; = 0 durumu; b) q/E; = 0.005 durumuve E, /E; =10 igin

Y31 = £3/£1 degisiminin bazi parametre degerlerinde Gee/P gerilmesine etkisi.

i A y3=4
Jy31=3
20 — Ov3=2
i #y31=15
( =1
b/R=23.111 731
-30 — 1/¢1=0.1 * 131708
] E,/E;=10 © Y31:0'6
hy/R=hy/R=5 ¥ v3;=0.4
40 — R/[1:000416 3 ’\{31:0.2 e
\ ‘ \ ‘ \
0 2 4 6
(a)
+ v31=6
A yy=4
u, 0 7y3;=3
100 — (@] ’Y31:2
#* y31=1.5
] Cyy=1
50 | #* 73,=0.8
< ’Y31:0,6
4 ¥ v3=0.4

2 y3=0.2

b/R=23.111
h/£;=0.1

Ez/E1:1
hy/R=ha/R=5
R/01=0.00416 0

(a)

100 —

+ 13176
Ay3=4
Oy31=3
O y31=2
# y3 =15
Cy3p=l
* v37=0.8
© v31=0.6
¥ v3;=0.4
& y37=0.2

Uy

b/R=23.111
h/0,=0.1
Ey/Ei=1
hy/R=h,/R=5
R/¢,=0.00416

(b)

Sekil 3.30 a) q/E; = 0 durumu; b) q/E; = 0.005 durumuve E,/E; =1 igin
Y31 = £3/£1 degisiminin bazi parametre degerlerinde u, yer degistirmesine etkisi.
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20 —

+ v31=6
A vy =4
0 y31=3
O y31=2
* y31=1.5
Cy3=1
* v31=0.8
¢ v31=0.6
¥ v31=0.4
£t y31=0.2

b/R=23.111
h/¢,=0.1
Ey/E1=10
hy/R=h,/R=5
R/¢;=0.00416

0

(b)

Sekil 3.31 a) q/E; = 0durumu; b) q/E; =0.005 durumuve E, /E; =10 igin
Y31 = £3/£1 degisiminin bazi parametre degerlerinde u, yer degistirmesine etkisi.

+v31=6
Az =4
30 — u, Oy31=3
| Ov31=2
#* y31=1.5
207 Cy3=1
i * v31=0.8
© v31=0.6
10 % 73,=0.4
b 2 y31=0.2
S =
-10 —
i b/R=23.111
h/f,=0.1
20 — E,/E;=10
hy/R=hy/R=5
] R/¢,=0.00416 0
30 | ‘ |
0 2 4 6
(a)
+v3,=6
Ay =4
Oys3=3
Up O v31=2
100 —| # y3;=1.5
Cysy=1
* v3;=0.8
_ © v3;=0.6
¥ v3;=0.4
% y31=0.2
0 1
b/R=23.111
h/£,=0.1
-100 —| Ey/E =1
hy/R=h,/R=5
R/¢,=0.00416 o
i 0
\ \

(a)

+ 3176
A y31:4
Oy3=3
Ugy O y31=2
* y31=1.5
100 —| 31
Cy3=1
* ’}/31:0.8
i < v31=0.6
XF ’}/31:0.4
2 y31=0.2
0 —
b/R=23.111
) h/¢,=0.1
-100 = Ey/E =1
hy/R=h,/R=5
R/€,=0.00416
i 0
\ ‘ \ \
0 2 4 6
(b)

Sekil 3.32 a) q/E; = 0durumu; b) q/E; = 0.005 durumuve E,/E; =1 igin
Y31 = £3/£1 degisiminin bazi parametre degerlerinde uq yer degistirmesine etkisi.
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40 —

20 —

-20 —

40

+ 131=6 +v31=6

Ayy=4 N
up 0 v3=3 407 ug i3
O y31=2 Oy31=2
| * y31=1.5 - # y3;=1.5
Cyy=1 Cyy=l1
20 — * v3;=0.8
© v3=0.6
| i ¥ v31=0.4
0 y31=0.2
0|
b/R=23.111 /R=23.111
h/¢1=0.1 20 — X h/y=0.1
E./E=10 E,/E=10
| hy/R=hs/R=5 _ hy/R=ha/R=5
R/£1=0.00416 R/£,=0.00416
0 0
| | o | | | |
0 2 4 6 0 2 4 6

(a) (b)

Sekil 3.33 a) q/E; = 0 durumu; b) q/E; = 0.005 durumuve E, /E; =10 igin
Y31 = £3/£1 degisiminin bazi parametre degerlerinde uq yer degistirmesine etkisi.

Sekil 3.28 -Sekil 3.33’da izotrop (E,/E; =1) / anizotrop (E,/E; =10) ve éngerilmesiz
(q/E; =0.0) / éngerilmeli (q/E; =0.005) durumlarinda ogqg/p gerilmesi ile kutupsal
yer degistirme grafikleri, farkl 731253/& parametre degerlerinde silindirik boslugun
ele alinan kesiti igin verilmistir. 731253/& parametresinin degisimi, fiziksel anlam
olarak ele alinan kalin plagin Ox; (veya Oz) ekseni dogrultusundaki boyutunun
degisimini gostermektedir. y3= £3/£1 parametresinin degeri blylidikce (ktctldikce),
plagin belirtilen eksen dogrultusundaki uzunlugu biyimekte (kicilmekte)'dir. Buna

gore bu parametre degisimi sonucunda duizlem sekil degistirme (y 3]:£3/£] >1) veya
dizlem gerilme (y 3]:£3/£] <1) durumlarinda elde edilebilecek limit degerlere
yaklasim saglanabilecektir. Biitlin grafiklerde 731253/& degerinin artmasi (azalmasi)

ele alinan bayukliglin degerini mutlak degerce arttirmakta (azaltmakta)'dir.

731253/& degeri blyudikce bitin sekillerdeki grafikler kendisine 6zgli belirli bir
degere yakinsamakta oldugu belirlenmis ancak, 731253/& kiictldiikce boyle bir
yakinsama tespit edilememistir. Bunun sonucu olarak 731253/& blyudikce ele
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alinan blydkligin dizlem sekil degistirmede elde edilebilecek uygun degere

yakinsadig1 ancak, 731253/& kiictldikce kalin plagin bitiin yanal yiizeylerinden basit

mesnetle tutturulmasi nedeniyle dizlem gerilme durumunun olusmamasi sebebiyle
belirtilen yakinsamanin elde edilemedigi belirlenmistir. Ayni zamanda bu sekillerden

kalin plagin boyutlari arasindaki oranlarin y 3]:£3/£] > 6 icin dizlem sekil degistirme

varsayimini gercekledigi belirlenmis olunur.
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BOLUM 4

ONGERILMELi ANiZOTROP DiKDORTGEN KALIN PLAGIN SERBEST
TITRESIM ANALIZi

Bu bolimde, koseleri yuvarlatilmis dikdortgen kesit alanh silindirik bosluk iceren
ongerilmeli kalin plagin dogal titresim frekanslarina, ongerilmenin etkisi incelenecektir.
Ancak bu incelemeler, ele alinan kalin plagin Ust ylizeyinde normal dogrultuda zamana
gore periyodik degisen dis kuvvet etkisindeki zorlanmis titresim problemi yardimiyla
yapilacaktir. Kalin plagin st ylizeyine etki eden dinamik yiklemeden dogan yer
degistirme/gerilme yayilisina yapidaki ngerilme etki gosterdiginden, bu etki yapidaki
ongerilmeye sebep olan vyikleme ile ilave dis yiklemenin ayr ayn etkilerinin
superpozisyonu ile belirlenememektedir. Bu nedenle bu problemin matematik modeli
Lineerize Edilmis U¢ Boyutlu Elastisite Teorisi (LEUBET) cercevesinde yapilacaktir.
Bolim 2 ve Bolim 3’de verildigi gibi ¢6zim iki asamada belirlenecektir. I. Asamada
yapida ongerilmenin yayilisi, ikinci asamada; ele alinan kalin plagin dogal titresimine
birinci asamada bulunan yapidaki 6ngerilmelerin etkisi incelenecektir. Belirtelim ki, ele
alinan sinir deger problemine ait asagida verilen matematiksel modellemede; birinci
asamaya ait buydklikler Gst indis (0), ikinci asamaya ait blyuklikler Gst indis (1) ile

gosterilecektir.

4.1 Problemin Matematiksel Modeli

Bu kisimda yapisinda silindirik bosluk bulunan 6ngerilmeli malzemeden yapilmis kalin
plagin serbest titresimi, ele alinan sinir kosullari c¢ercevesinde incelenecektir.
incelenmesi 6ngoriilen sinir deger problemine ait matematiksel formilasyon LEUBET

(Kisim 2) cercevesinde yapilmistir. Yapi elemaninin icerdigi silindirik boslugun, koseleri
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yuvarlatilmis dikdortgen kesit alanli oldugu kabul edilecektir (Sekil 3.1). Ele alinan
problemin ¢6ziim bolgesi Q' (3.3)’dur. Bu bdlgede saglanan alan denklemleri, biinye
denklemleri, geometrik ilgiler ve sinir kosullari asagida, her bir asama icin ayri ayri

verilmistir.

Yapida ongerilme yayilliminin belirlenmesi problemine (birinci asamaya) ait ¢0ziim

bolgesinde saglanan denge ve blinye denklemleri;

oo

—4 -0 (4.1)
2

¢” = De® (4.2)

dir. (4.2) esitliginde asagidaki notasyonlar kabul edilmistir.

)l (L) _0) _0) _(0) _0) _(0 oToooooo)
I A I

(4.3)

Ayrica, (4.2)'deki D matrisi, ele alinan yapr elemaninin malzemesinin mekanik

ozelliklerini iceren matris olup, enine izotrop malzeme igin

Al A Agg 0 0 0
Ap Ay Ap 0 0 0
A A A 0 0 0
D= 13 23 33 (44)
0 0 2Ay 0 0
0 2A55 0
| 0 0 2A4 |
olur (Christensen [6]). Sekil degistirme ve yer degistirme bagintilari;
©  au®
L0 _1 ou; N ou (4.5)
Y 2 6XJ 6xi

ve birinci asamaya ait sinir kosullari;

NQ _y _0 6O _
X1 =0;€1 X3 =0;€3 X1 =0;€1



R oo
X2 =0,h X3 =0;€3
¢¥n j‘ ~0,i;=1,2,3 (4.7)
] Sp

dir. (4.7)de, Sy yapi elemaninin igerdigi silindirik boglugun yuzeyini, n; silindirik
bosluk ylizeyine ait dis birim normalin bilesenlerini géstermektedir.
ikinci asamaya ait matematiksel model, asagida verilmistir.

Cozum bolgesinde saglanan alan denklemleri, binye denklemleri ve geometrik ilgiler

sirasiyla,

(1) 2.1

c:. +0. =p , (4.8)
6XJ n mn 6Xn 6t2
¢V = pe®
(1) ()
L _ 19y +auJ (4.9)
y 2 6XJ 6xi
ve ikinci asamaya ait sinir kosullari;
o
WO 0 ) PO BN W S
X1 =0;€1 X3=0;€3 J 6Xn
X2=0
(1), ~(0)CU M, 50 1
1 _ 3 _
oy’ + 0oy, i =| o} +0o3, n; =0,
x1=0;01 x1=0;01
aqD ould
(1) 0) “71 (1) 0) 73 . _
o5 +0q, n; =| 033 +03, 67 n; =0, (4.10)
n n
X3=0;£3 X3=0;£3
1), (0) Mk ot <k
Oi t Oy . n; =pe 07, (4.11)
n
X2=h
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1 ouf!
oD 4o i n|  =0i;=1,2,3 (4.12)
S

olarak verilebilir. Yukarida verilen (4.1)-(4.12) denklem ve bagintilarinda m=0,1 igin

glm

oi(jm)gerilme tansori bilesenlerini; , sekil degistirme tansorl bilesenlerini ve

ui(m)'ler, (i,j :1,2,3) yer degistirme vektorl bilesenlerini gostermektedir. Buna gore

ele alinan problemin birinci asamasina ait matematiksel model (4.1)-(4.7) denklem
takimi yardimiyla; ikinci asamasina ait matematiksel model, (4.8)-(4.12) denklem takimi
yardimiyla verilebilir. Belirtelim ki, ele alinan titresim problemleri titresim olayinin
baslangicindan yeterince uzak bir zaman diliminde yani titresim olay “stabil” oldugu
durumda inceleneceginden, zaman parametresine gore baslangic kosullar

verilmemistir.

Buna gore yukarida verilen birinci asamaya ait (4.1)-(4.7) sinir deger problemi ele

alinan kalin plagin karsilikli x; =0;/; dizlemlerinden duzgiin yayih cekme kuvveti

etkisinde yapida olusan yer degistirme/gerilme yayilisinin belirlenmesini; (4.8)-(4.12)

sinir deger problemi éngerilmeli (6ngerilmeler oi(jo)ile gosterilmektedir) kalin plagin Gst

ylzeyine etkiyen ve zamana gore harmonik degisen diizglin yayih dis kuvvet etkisinde,
anizotrop kalin plagin dinamik davranisinin belirlenmesini temsil etmektedir. Bilindigi
Uzere, bu tir problemlere zorlanmis titresim problemleri adi verilmektedir. Zorlanmis
titresim problemlerinin ¢ozlimlerinden yararlanilarak, ayni yapi elemaninin serbest

titresim problemlerine ait blyuklikler belirlenebilirmektedir (Akbarov ve Guz [7]).

(4.8)-(4.10) ve (4.12)'deki denklem ve ifadelerin yapisindan goérildigi gibi aranan

blyukliklerin zamana bagimhligi asagidaki bicimde secilebilir.

OO u-(l)}: {6.(.1),5(1) ﬁ-(l)}exp(i(ot), i5j=1,2,3 (4.13)

ij *%y i ij °%y ° i

(4.13)'de Ei(jl),Ei(jl) ve ﬁi(l)'ler uygun biykliklerin genligini, @ dis kuvvetin frekansini
ve i(i*=-1) kompleks (sanal) buyuklugu gostermektedir. (4.13) ifadeleri (4.8)-

(4.12)'de yerine yazilir, gerekli dizenlemeler yapilir ve basitlik acisindan genlikleri
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gosteren sembollerdeki Ust cizgiler ihmal edilirse, (4.8)'den genlikler icin asagidaki
denklem elde edilir.
oo

1

A p(ozui(l) -0. (4.14)

an

(4.9)-(4.10) ve (4.12)'deki denklem ve ifadeler aranan buyukliklerin genlikleri icin de
aynen saglanmaktadir. (4.11) sinir kosulu ise
1
0(22) =p (4.15)
X2=h
haline donisir. Boylece ele alinan plagin zorlanmis titresimlerinin arastiriimasi (4.14),
(4.9) denklem ve bagintilarinin, (4.10), (4.12) ve (4.15) sinir kosullari cercevesinde
incelenmesine getirilir. Eger (4.15)’de p =0 kabul edilirse (4.14), (4.9), (4.10), (4.12) ve
(4.15) sinir deger problemi, ele alinan plagin serbest titresim frekanslarinin

belirlenmesine ait 6zdeger problemine déniismuis olur. Bu durumda bu bélimde ele

alinacak olan problemlerin matematiksel formilasyonu tamamlanmis olur.

Eger ele alinan kalin plakta silindirik bosluk olmadigi kabul edilirse, problemin
matematiksel modeli; yukarida verilen (4.1)-(4.7) birinci asamaya ait sinir deger
probleminde (4.7), ikinci asamaya ((4.14), (4.9), (4.10), (4.12) ve (4.15)) ait sinir deger
probleminde (4.12) sinir kosulunun ihmal edilmesi ve ¢6zum bolgesi Q' 'niin Q ile yer
degistirilmesi ile kolayca elde edilebilir. Eger Ongerilmesiz yapi elemani icin ayni
problemlerin matematiksel formilasyonu verilmek istenirse, bu durumda yukarida
verilen 1. asamaya ait sinir deger problemi goz ardi edilmeli ve ikinci asamaya ait sinir

(0)

deger probleminin matematiksel formilasyonunda yer alan Oj; ‘ler (6ngerilmeler)

sifir olarak alinmalidir.

4.2 Ele Alinan Problemlerin Varyasyonel Formiilasyonu

Ele alinan problemlerin ¢6zimiinde yer degistirme esash Sonlu Elemanlar Yontemi
(SEY) kullaniimistir (Zienkiewicz ve Taylor [78]). Yani, sonlu eleman ayriklastirmasinda
nodlarda bilinmeyen olarak sadece yer degistirmeler alinacaktir. Buna goére Kisim

4.1'de verilen (4.1)-(4.7) sinir deger problemi icin
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n® =—jjjoug ey~ jjcljn u;dS, - [[oyin;udSp, 1j=1,2,3 (4.16)

q Sp

fonksiyoneli, (4.14), (4.9), (4.10), (4.12) ve (4.15) sinir deger problemi icin

ou)
D (1 ' 1
n(D:_m o —+po’ulul!) 4o —HTUnJu()dS - HTUnJul dSp (4.17)
P
(4.17)' de,
ou®
T, _o(Jl)+o(J0) ;X (4.18)
n

fonksiyonelleri ve Ritz teknigi yardimiyla sonlu eleman ¢6zimi olusturulacaktir. (4.16)

ve (4.17)de p ele alinan plak malzemesinin yogunlugunu, ® dis kuvvetin frekansini,
Sp silindirik bosluk yuzeyini, Sq kalin plakta 6n gerilmeleri olusturan diizgilin yayil
cekme kuvvetinin uygulandigi dis ylizeyleri, Sp zamana gore harmonik degisen ilave dis

kuvvetin etki ettigi plagin Ust ylzeyini, n; ele alinan ytizeyin dig birim normalini, oi(jl)

(ui(l)) gerilme (yer degistirme) tansori bilesenlerinin genliklerini (amplitiidlerini) ve

()

yapidaki ongerilme tansori bilesenlerini gostermektedir. Belirtelim ki, (4.16) ve

(4.17) fonksiyonellerinin yer degistirmelere goére birinci varyasyonunun sifira
esitliginden sirasiyla (4.1) denge denklemleri ile (4.14) alan denklemleri ve gerilmelere

gore verilen sinir kosullari elde edilir (Zienkiewicz ve Taylor [78]). Yani, (4.1)-(4.7)
((4.14),(4.9), (4.10), (4.12) ve (4.15)) sinir deger problemi 11?0 (4.16) (T® (4.17))
fonksiyonelinin Euler denklemleridir (Yahnioglu [2], Yiicel [12]).

Belirtelim ki, yapida silindirik bosluk olmamasi durumunda yukarida verilen n© ve

n® fonksiyonellerinde ¢6zim bdlgesi Q ile yer degistirilmeli ve bu iki fonksiyoneldeki

son terim olan Sy lzerindeki ylizey integrali ihmal edilmelidir.
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4.3 Sonlu Elemanlar Formiilasyonu

Kisim (4.1)’de verilen her iki asamaya ait sinir deger problemlerinin ¢6zimi, Kisim
(4.2)’'de verilen fonksiyoneller ve Ritz teknigi yardimiyla, Kisim 3.3’de verilen sonlu
eleman formilasyonlarinin aynen kullanilmasi ile gerceklestirilir. Kisim 3.3’de verilen
sonlu eleman ayriklastirmasi ve sonlu eleman agi kullanilarak, her sonlu elemanda

yerdegistirme fonksiyonu (3.24)’ de verildigi gibi yani,
u® s NKRE) a1 o v (4.19)
ile tanimlanir. u(k), N® ve a®) matrisleri Kisim 3.3'de verildigi gibidir. (4.19) ifadesi

(4.16) ve (4.17) fonsiyonellerinde yerine yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa; 1.

asamaya ait problemin ¢6zimii

K©@50) _ (0 (4.20)
cebirsel denklem sisteminin ¢6ziimiine, 2. asamaya ait problemin ¢6zimu

(K(l) —o*M® )a(l) —r® (4.21)
cebirsel denklem sisteminin ¢6zimiine indirgenir. (4.20) ve (4.21) esitliklerinde

K(O),K(l) Rijidlik matrisi, MD kiitle matrisi, a(o),a(l) nodlarda bilinmeyenleri igeren

vektor ve r(o),r(l) kuvvet (sag taraf) matrisini gostermektedir (Zienkiewicz ve Taylor

[78], Akbarov ve Guz [7]). Bu matrislerin, k. sonlu eleman (Q, ) icin degerleri,

0) _ ( (k))T K ra(k) i;j=12,....p
K = [\ DMBMd0y, Ce1 M (4.22)
Qk bian) bl
ONj ON; ON;
—1 0o o — o
6X1 6X2 6X3
ON; ON; ON:
BY=| 0 — o — — 0| 120 (4.23)
: 03 oxy  0x3
ON; ON; ON;
0 o — o — 4
3 Oxy  0X
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Mi(jl) = mNjTNiko (4.24)
Qy

den belirlenir. Belirtelim ki, (4.21) deki K matrisinin elemanlarinin hesaplanmasina

ait formil burada verilmemistir. Ancak (4.17) fonksiyonelinde oi(jo) =0 alinirsa KI(JIIZ
ifadesi, Kfj(l)() (4.22) ile cakistigi soylenebilir.

(4.20) ((4.21)) cebrik denklem sisteminin ¢6zimiinden sirasiyla birinci asamaya (ikinci
asamaya) ait nodlardaki yer degistirme (yer degistirmenin amplitidlerinin) degerleri
belirlenir. Ancak birinci asamaya ait gerilme degerleri ikinci asamadaki problemin
formilasyonuna dahil oldugundan, birinci asamada yapida olusan gerilme yayiliminin
belirlenmesi gerekmektedir. Gerilme yayilimlarinin belirlenmesine ait formilasyon

Kisim 3.4’de verilmistir.

Eger, dis kuvvetin frekansinin degeri, yapinin kritik dogal frekans degerine yaklastirilirsa
yani, ® = o, ig¢in (4.21)'in ¢déziminde yer degistirmeler sonsuza gider. Bu kisimda

verilen ve ele alinan yapinin kritik dogal frekanslarini gosteren sayisal sonuglar bu

ozellikten yararlanilarak belirlenmistir.

4.4 Sayisal Sonug ve Degerlendirme

Plak malzemesinin birbirini tekrarlayan iki izotrop, homojen levhadan olusmus ¢ok katli
kompozit malzeme oldugu kabul edilmektedir. Bu malzemelerin sirayla Lame sabitleri
A1, Ay ; kayma moddlleri py, 1, ; Young Modiilleri E;, E, ve Poisson oranlari vy,v, ile
gosterilmistir. Problemin ve yiikleme durumunun x;=/1/2 ve X3 :£3/2’ye gore
simetri 6zelliginden yararlanilarak, ¢6zim bolgesi x; yoniinde 20, x, yéniinde 12, x5
yoniinde 20 dikdodrtgen prizmatik sonlu eleman ve silindirik bosluk etrafinda bir
katmanda 16 lggen prizmatik (48 licgen piramit) sonlu eleman olacak sekilde toplam,
4760 dikdortgen prizmatik, 320 lggen prizmatik (960 Uggen piramit) sonlu elemana
ayriklastirilmistir (Sekil 3.2, Sekil 3.3 ve Sekil 3.5). Ele alinan durumda sonlu eleman
modellemesi 5880 dugiim noktasi (nod) ve 16.568 serbestlik derecesi (NDOF)

icermektedir. Belirtelim ki, ¢c6zim bolgesinin sonlu eleman ayriklastirmasi, pek cok
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sonlu eleman agi icin bulunan degerlerin literatlirdeki uygun degerlere en iyi
yaklasimin saglandigi sonlu eleman agi arasindan secilmistir. Ayrica, cizelgeler lzerinde
o’ p!
boyutsuz biiyiiklikler ve degerleri verilmis olup boyutsuz dogal frekans @*| = ——~-
2

ile gosterilecektir.

Ele alinan problem icin yapi elemaninin malzemesi, simetri ekseni Ox,olan enine
izotrop malzeme olarak modellenmistir. Bu durumda (4.4)'de verilen D matrisi
elemanlari olan kompozit malzemenin normalize edilmis mekanik sabitleri, asagida

verilen, bilinen formiiller yardimi ile elde edilir (Christensen [6], Akbarov ve Guz [7]).

O —2y)°
(A +2u)n, + (A, +2u,)M,

Ay = Ay = (A4 + 2u)n; + (A, + 2050, — MM,

(A +2u1)— (A +2,)
(A + 2N, +(Ay + 20, )M,

Ay = Ayy = Ayy = A3y =4 + Aony =m0y (A4 = 4,)

M —2y)°
(A +2u)N, +(Ay + 20, )M,

Ay = A3y =A4m + Am, — i,

(Mg +2u1) — (A +2,)
(A +2u)N, +(Ay +2u,)M,

Ay =(h +2un; + (A + 205N, — MM,

HH
Agg = Agy =———2——, A5 = 1, + 1,7, (4.25)
oy + o,
Cizelge 4.1’de, bazi E,/E; ve £3/£1 degerleri icin birinci dogal frekans (Eczr_l)
degerleri verilmistir. Cizelgedeki verilerden her bir E,/E;degeri igin, £3/£1 orani

arttikca elde edilen dogal frekans degerinin, dizlem sekil degistirme durumunda elde
edilen Akbarov ve Guz [7] kaynagindaki uygun degerlere yakinsadigi goriilmektedir. Bu
sonuclara dayanarak, tarafimizdan vyapilan algoritma ve programlardan bulunan

sonuglara given saglanmaktadir.
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Cizelge 4.1 Bosluk icermeyen kalin plak icin mﬁﬂ parametresinin

farkh E,/E, ve (5/¢, icin degerleri. (h/¢; =0.1)

03/, Duzlem sekil
degistirme
E,/E
2/Eq durumu
1 2 3 4 (Akbarov ve
Guz[7])
1 0.23 | 0.09 | 0.08 | 0.07 0.06
10 0.56 | 0.24 | 0.21 | 0.19 -
20 0.93 | 0.41 | 0.35 | 0.33 0.31
50 192 | 0.8 0.7 | 0.67 0.62

Cizelge 4.2’de izotrop durumda fakli V,/V (boslugun hacmi/ bosluksuz plak hacmi)
degerleri (veya boslugun yari yatay uzunlugunun yaricapa orani-b/R) i¢in bulunan 63”
degerleri verilmistir. Tabloda verilen son satir, yapida bosluk olmadigi durumda,
yapinin dogal frekansini géstermektedir. Buna gore, tablodaki verilerden boslugun

hacminin artmasinin 63” kritik dogal frekans degerlerini onemli Olglide etkiledigi

gorilmektedir.
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Cizelge 4.2 mﬁﬂ degerlerine yapidaki boslugun hacmi ( Vg )'nin etkisi.

(h/¢,=0.1,¢,/¢,=1,E,/E, =1,h, =h, =5R,R =H/12)

bR | Vy/VEI07) | @l
26.777 8.0947 0.193
20.333 6.1255 0.220
13.888 4.1564 0.238
10.666 3.1718 0.242
8.200 2.4181 0.243

6.400 1.8681 0.243
4.600 1.3181 0.242
2.800 0.7681 0.241
1.720 0.4381 0.240
1.360 0.3281 0.240
1.000 0.2181 0.239

0.0 0.0 0.238

Cizelge 4.3'de yapida silindirik bosluk olmamasi (V,/V=0) ve bosluk olmasi
(Vz/V#0) durumlarinda E,/E, degisimlerinin 63” kritik dogal frekansina etkisi

verilmektedir. Cizelgeye gore E,/E, degerinin artmasinin [

cr.l

degerini 6nemli dlclide
arttirdigl, bosluk hacminin artmasinin ise ilgili degeri 6nemli Olglide disirdigi

gorilmektedir.
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Gizelge 4.3 Ongerilmesiz durumda mﬁﬂ degerlerine Vg /V(*IO_Z) ve E, /E;

parametre degisimlerinin etkisi.

(h/¢,=0.1,0,/¢, =1,h, =h, =5R,R=H/12)

E,/E,
v/ vir0?) 1 10 20 50
0.0 0.238 | 0.566 | 0.939 | 1.920
5.8060 0.220 | 0.496 | 0.792 | 1.541
7.6687 0.193 | 0.432 | 0.689 | 1.340

Cizelge 4.4 mﬁﬂ degerlerine VB/V(*IO_Z) =9.3113 olmasi durumunda q/E; ve

E,/E, parametre degisimlerinin etkisi.

(h/¢,=0.1,¢,/¢,=1,h, =h, =5R,R=H/12)

q/E] EZ/E]

1 5 10 | 20
0 |0.161 | 0.245 | 0.363 | 0.580
0.005 | 0.223 | 0.282 | 0.396 | 0.610

Cizelge 4.4’de yapida silindirik bosluk olmasi durumunda farkh E,/E, degerlerinde

ongerilmeli ve o6ngerilmesiz durumlar icin 63” birinci dogal frekans degerleri

verilmistir. Cizelgeye gére E,/E, degerinin artmasinin

62

degerini 6nemli olcide

cr.l

arttirdigl, 6ngerilmenin 63” degerini arttirdigi gorilmektedir.
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Cizelge 4.5 Vi /V, E,/E, ve q/E, degerleri degisiminin w2 ; degerlerine etkisi.
(h/¢,=0.1,¢,/¢, =1 h, =h, =5R,R//, =8.333*10")

V,/V(*102)
q/EI EZ/EI
12.8178 | 10.7688 | 8.7198 | 6.6707 | 0O
1 0122 | 0151 | 0183 | 0.213 | 0.238
0

10 | 0288 | 0345 | 0411 | 0479 | 0.566

1 0.136 | 0.164 | 0.196 | 0.225 | 0.245
0.001

10 | 0294 | 0351 | 0417 | 0485 | 0570

1 0.190 | 0217 | 0.245 | 0.271 | 0.274
0.005

10 | 0319 | 0376 | 0441 | 0.508 | 0.586

1 0.257 | 0281 | 0307 | 0.328 | 0311
0.010

10 | 0349 | 0407 | 0471 | 0.536 | 0.606

Cizelge 4.5'de yapi elemaninin icerdigi silindirik boslugun hacminin bliyimesinin ele

alinan kalin plagin dogal frekanslarina etkisi, plagin izotrop (E,/E;=1) ve anizotrop
(E,/E; =10) olmasi durumu ve farkli 6ngerilme degerleri igin verilmistir. Cizelgedeki
verilerden bosluk hacminin ( Vg ) blyumesi birinci dogal frekans degerini diislirmekte,
EZ/EI orani ve oOngerilmenin degerinin artmasi dogal frekans degerlerini

arttirmaktadir.

Cizelge 4.6’da plagin izotrop ( E, /E; =1) ve anizotrop ( E, /E; =10) olmasi durumlarinda
farkli 6ngerilme degerleri icin plagin ilk tG¢ dogal frekans degerleri verilmistir. Yapida
cekme 6ngerilmesi (q/E; >0) (basing 6ngerilmesi (q/E; <0)) olmasi, plagin dogal
frekans degerlerini, éngerilme olmamasi (q/E; =0) durumuna gére énemli dlgiide

arttirmaktadir (distrmektedir).
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Cizelge 4.6 q/E; parametre degisiminin mﬁr. degerlerine etkisi.

(h/f; =0.1,05/0, =1, hy = hy =5R,R/l; =8333%107, v, /v [*102)=6.6707)

-2 —2 -2
® ® ®
q/E] E2 /E1 cr.l cr.11 cr.I11
(1.mod) | (2.mod) | (3.mod)

1 0.096 0.316 2.423
-0.010

10 0.421 1.304 4.190

1 0.155 0.503 2.674
-0.005

10 0.450 1.402 4.346

1 0.202 0.648 2.854
-0.001

10 0.473 1.479 4.471

1 0.213 0.684 3.326

0

10 0.479 1.499 4.502

1 0.225 0.720 3.413
0.001

10 0.485 1.518 4.533

1 0.271 0.861 3.761
0.005

10 0.508 1.595 4.657

1 0.328 1.033 4.189
0.010

10 0.536 1.691 4.812

Cizelge 4.7'de farkli 6ngerilme degerlerinde ele alinan kalin plagin silindirik bosluk
icermesi ve icermemesi durumlarinda ilk (¢ dogal titresim frekans (mod) degerleri
verilmistir. Cizelgedeki verilerden silindirik boslugun olmasinin, olmamasi durumuna
gore vyapinin dogal titresim frekanslarini c¢cok etkiledigi karsilastirmali olarak

goriulmektedir.
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Cizelge 4.7 q/E, ve E,/E, parametre degisimlerinin mﬁr. degerlerine etkisi.

silindirik bosluk iceren plak icin
bosluk icermeyen plak icin

(h/¢;=0.1,05/¢,=1,h, =hy =5R,R//; =8.333*107, V5 /V(*¥1072) = 6.6707)

q/E; | E»/E; | 1.mod | 2.mod | 3.mod
L 0.213 | 0.684 | 3.326
0.238 | 1.389 | 5.014
0
10 0.479 | 1.499 4.502
0.566 | 3.099 | 10.335
L 0225 | 0.720 | 3.413
0.245 | 1.418 | 5.080
0.001
10 0.485 | 1.518 4.533
0.570 | 3.153 | 10.372
L 0.271 | 0.861 | 3.761
0.274 | 1.535 | 5.344
0.005
10 0.508 | 1.595 4.657
0.586 | 3.217 | 10.518
L 0.328 | 1.033 | 4.189
0.311 | 1.682 | 5.676
0.010
10 0.536 | 1.691 4.812
0.606 | 3.298 | 10.700

Cizelge 4.8'de silindirik bosluk iceren ve icermeyen kalin plak igin kaln plagin Ox,

dogrultusundaki kahnliginin arttirilmasi durumuna ait 1. mod (Eczr.l) degerleri
verilmistir. Buna gére h//; orani arttikca dogal titresim frekanslari artmaktadr. EZ/EI

oraninin ve ongerilmenin etkileri daha 6nce aciklandigi gibidir.

77



Cizelge 4.8 Bazi q/E, ve E,/E, degerleriigin h//, parametresi degisiminin

2 I .. [ silindirik bosluk iceren plak icin
®,; degerine etkisi.

bosluk icermeyen plak icin

(£3/f; =1,hs =hy =5R,R/f; =8.333%107 V,/V (1072 )=0.7443)

h/¢,
q/E; | Eo/E;
0.10 0.12 0.15 0.20
L 0.161 | 0.219 | 0.317 | 0.501
0.232 | 0.321 | 0.469 | 0.742
0
10 0.363 | 0.495 | 0.716 | 1.117
0.552 | 0.760 | 1.107 | 1.731
L 0.223 | 0.279 | 0.373 | 0.552
0.269 | 0.357 | 0.505 | 0.778
0.005
10 0.396 | 0.527 | 0.746 | 1.145
0.572 | 0.780 | 1.127 1.751

Cizelge 4.9°da yapida silindirik bosluk olmamasi (Vz/V=0) ve bosluk olmasi
(Vg/V #0) durumlarinda h/¢, degisimlerinin 63” kritik dogal frekansina etkisi
verilmektedir. Bu gizelgeden, E,/E, ve h/¢, degerlerinin artmasinin @, degerini

onemli 6lctide arttirdigl, bosluk hacminin artmasinin ise ilgili degeri énemli ol¢lide

duslirdigl gorilmektedir.
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Cizelge 4.9 @ | degerlerine, Vg /V (*107%), E,/E, ve h/¢, parametre

degisimlerinin etkisi. (/5/¢; =1, h, =hy =5R)

h/f
E,/E,| V,/V (102 /t

0.1 0.15 0.20

0.0 0.238 | 0.474 | 0.747

1 5.8060 0.220 | 0.430 | 0.667

7.6687 0.193 | 0.375 | 0.585

0.0 0.939 | 1.814 | 2.759

20 5.8060 0.792 | 1.502 | 2.250

7.6687 0.689 | 1.304 | 1.954

Cizelge 4.10 Bazi q/E; ve E,/E; degerleriigin hy; /R parametresi degisiminin

mﬁrl degerine etkisi.

(030, =1h,=hy; =5R,R/l; =8333%107>,vy/V[¥102)=9.7443)
3 U

q/E; | E»/E, h, /R

5 4 3 2

0 1 0.161 | 0.161 | 0.158 | 0.145

10 0.363 | 0.362 | 0.353 | 0.308

0.005 1 0.223 | 0.220 | 0.217 | 0.211

10 0.396 | 0.393 | 0.385 | 0.354

Cizelge 4.10'da farkl 6ngerilme ve E,/E; degerleri igin silindirik boslugun konumu,

onceki konumuna paralel kalacak sekilde, plagin Ust ylizeyine yaklastiriimasi
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durumunda Eczr_l degerleri verilmistir. Cizelgedeki verilerden bosluk (st ylzeye

yaklastikca yani, hU/R orani kiglldiikce Eczr_l degerleri kiicilmektedir.

80



BOLUM 5

ONGERILMELi ANiZOTROP DiKDORTGEN KALIN PLAGIN ZORLANMIS
TITRESIM ANALIZi

Bu bolimde, koseleri yuvarlatilmis dikdortgen kesit alanh silindirik bosluk iceren
ongerilmeli kalin plagin zorlanmis titresimine, dngerilmenin etkisi incelenecektir. Kalin
plagin st yuzeyine etki eden dinamik yiklemeden dogan yer degistirme/gerilme
yayilisina yapidaki ongerilme etki gosterdiginden, bu etki yapidaki dngerilmeye sebep
olan yikleme ile ilave dis yliklemenin ayri ayrn etkilerinin superpozisyonu ile
belirlenememektedir. Bu nedenle bu problemin matematik modeli Lineerize Edilmis Uc
Boyutlu Elastisite Teorisi (LEUBET) cercevesinde yapilacaktir. Onceki bélimlerde
verildigi gibi ¢ozim iki asamada belirlenecektir. I. asamada yapida ongerilmenin
yayihsi, ikinci asamada; ele alinan kalin plagin Ust ylzeyine normal dogrultuda etki
eden ve zamana gore harmonik degisen dinamik yik etkisinde yapinin dinamik
davranisina, birinci asamada bulunan yapidaki dngerilmelerin etkisi incelenecektir. Bu
kissmda da ele alinan sinir deger problemine ait asagida verilen matematiksel
modellemede; birinci asamaya ait buydkllikler Gst indis (0), ikinci asamaya ait

blyuklikler Ust indis (1) ile gosterilecektir.

Belirtelim ki, ele alinan sinir deger probleminden elde edilen verilerle karsilastiriimasi
amaciyla yine, bu kissmda yapida 6ngerilmenin ve/veya silindirik boslugun olmamasi
durumlarina ait sayisal sonuclar da verilecektir. Ancak bu sayisal sonuglarin elde
edilmesinde kullanilan matematiksel model ve sonlu eleman formilasyonu ele alinan

sinir deger probleminin 6zel durumlari oldugundan bu kisimda ayrica verilmeyecektir.
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5.1 Problemin Matematiksel Modeli

Bu kisimda yapisinda silindirik bosluk bulunan 6ngerilmeli malzemeden yapilmis kalin
plagin zorlanmis titresimi, ele alinan sinir kosullari cercevesinde incelenecektir.
incelenmesi 6ngoriilen sinir deger problemine ait matematiksel formilasyon LEUBET
(Kisim 2) cercevesinde yapilmistir. Yapi elemaninin icerdigi silindirik boslugun, koseleri
yuvarlatilmis dikdortgen kesit alanli oldugu kabul edilecektir (Sekil 3.1). Ele alinan
problemin ¢6ziim bolgesi Q' (3.3)’dur. Bu bdlgede saglanan alan denklemleri, biinye
denklemleri, geometrik ilgiler ve sinir kosullari asagida, her bir asama icin ayri ayri

verilmistir.

Yapida ongerilme yayilisinin belirlenmesine ait birinci asama i¢in ¢o6ziim bolgesinde

saglanan denge ve blinye denklemleri;

oot

—4 -0 (5.1)
OXj

¢” = De® (5.2)

dir. (5.2) esitliginde asagidaki notasyonlar kabul edilmistir.

oToooooooToooooo)
(“( )) :(Ggl)’0(22)5%3)’0(23)’053)’G%z))' (8( )) :(Sgl)’8(22)’853)’8(23)’853)’852)

(5.3)

Ayrica, (5.2)'deki D matrisi, ele alinan yapr elemaninin malzemesinin mekanik

ozelliklerini iceren matris olup, enine izotrop malzeme igin

(5.4)

s
\]
>
N
\]
>
[\
w
o
o o o
o o o o

0 0 0 2A, O
0 0 0 0 2As O
0O 0 0 0 0 2Ag |

olur (Christensen [6]). Sekil degistirme ve yer degistirme bagintilari;
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_1 b (5.5)

ve birinci asamaya ait sinir kosullari;

N
X1 =0;€1 X3 =0;€3 X1 =0;€1
O 060 o, 55)
X2 =0,h X3 =0;€3
Gl.(jo)nj =0,i;=1,2,3 (5.7)
SD

dir. (5.7)de, Sy yapi elemaninin igerdigi silindirik boglugun yuzeyini, n; silindirik
bosluk ylizeyine ait dis birim normalin bilesenlerini géstermektedir.
ikinci asamaya ait matematiksel model, asagida verilmistir:

Cozum bolgesinde saglanan alan denklemleri, binye denklemleri ve geometrik ilgiler

sirasiyla,
ouD ] o%u®
S PO N i A (5.8)
6XJ 6Xn ot
¢V = pe®
1)
oud ou'
gi(jl)zl Yo T (5.9)
2 6XJ 6xi

ve ikinci asamaya ait sinir kosullari;

u(21) _ u(21)
X1 =0;€1 X3 =0;€3 n
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ou® oud
M, (0~ _| D (0)Z73 _
{Gjl +oy, n; =05 +o3, . n; =0, (5.10)
n n
x3_0’f3 X3—0,£3
ou® ,
1
{GSQ"LG&? nj = pe®'8}, (5.11)
n X2=h
oul)
M, (0 — 0 i
{cﬁ +o5,) ——nj| =01ij=1,23. (5.12)
n
S

olarak verilebilir. Yukarida verilen (5.1)-(5.12) denklem ve bagintilarinda m=0,1 igin

oi(jm)gerilme tansoru bilesenlerini; gi(jm), sekil degistirme tansori bilesenlerini ve

ui(m)'ler, (i,j :1,2,3) yer degistirme vektorl bilesenlerini gostermektedir. Buna gore

ele alinan problemin birinci asamasina ait matematiksel model (5.1)-(5.7) denklem
takimi yardimiyla, ikinci asamasina ait matematiksel model (5.8)-(5.12) denklem takimi
yardimiyla verilebilir. Belirtelim ki, ele alinan titresim problemleri titresim olayinin
baslangicindan yeterince uzak bir zaman diliminde yani titresim olayr “stabil” oldugu
durumda inceleneceginden, zaman parametresine goére baslangic kosullar

verilmemistir.

Buna gore, birinci asamaya ait (5.1)-(5.7) sinir deger problemi ele alinan kalin plagin

karsilikli x| = 0;/; dizlemlerinden duzgiin yayili gekme kuvveti etkisinde yapida olusan

yer degistirme/gerilme vyayilisinin belirlenmesini; (5.8)-(5.12) sinir deger problemi
ongerilmeli (6ngerilmeler oi(jo)ile gosterilmektedir) kalin plagin st ylizeyine etkiyen ve

zamana gore harmonik degisen dizgin yayih dis kuvvet etkisinde, anizotrop kalin

plagin dinamik davranisinin belirlenmesini temsil etmektedir.

(5.8)-(5.10) ve (5.12)'deki denklem ve ifadelerin yapisindan goérildigi gibi aranan
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blyukliklerin zamana bagimhligi asagidaki bicimde secilebilir:

D gD u-(l)}: {6.(.1),5(1) ﬁ-(l)}exp(i(ot), i=1,2,3 (5.13)

ij *%y i ij °%y ° i
(5.13)'de Ei(jl),Ei(jl) ve ﬁi(l)'ler uygun blykliklerin genligini, @ dis kuvvetin frekansini
ve i(izz—l) kompleks (sanal) blyukliglu gostermektedir. (5.13) ifadeleri (5.8)-
(5.12)’'de yerine yazilir, gerekli dizenlemeler yapilir ve basitlik acisindan genlikleri
gosteren sembollerdeki Ust cizgiler ihmal edilirse, (5.8)’'den genlikler icin asagidaki
denklem elde edilir.
oo

1

_u szui(l) ~0 (5.14)

an

(5.9)-(5.10) ve (5.12)'de ki denklem ve ifadeler aranan buyikliklerin genlikleri icin de

aynen saglanmaktadir. (5.11) sinir kosulu ise

o) =p (5.15)

X2 =

haline donislr. Boylece ele alinan plagin zorlanmis titresimlerinin arastiriimasi (5.14),
(5.9) denklem ve bagintilarinin, (5.10), (5.12) ve (5.15) sinir kosullari cercevesinde

incelenmesine getirilir.

Eger ele alinan kalin plakta silindirik bosluk olmadigi kabul edilirse, problemin
matematiksel modeli; yukarida verilen (5.1)-(5.7) birinci asamaya ait sinir deger
probleminde (5.7), ikinci asamaya ((5.14), (5.9), (5.10), (5.12) ve (5.15)) ait sinir deger
probleminde (5.12) sinir kosulunun ihmal edilmesi ve ¢6ziim bdlgesi Q' 'nin Q (3.3)
ile yer degistirilmesi ile kolayca elde edilebilir. Eger 6ngerilmesiz yapi elemani i¢in ayni
problemlerin matematiksel formilasyonu verilmek istenirse, bu durumda yukarida

verilen 1. asamaya ait sinir deger problemi goz ardi edilmeli ve ikinci asamaya ait sinir

0)
1

deger probleminin matematiksel formilasyonunda yer alan Oj; ler (yani,

ongerilmeler) sifir olarak alinmahdir.
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5.2 Ele Alinan Problemlerin Varyasyonel Formiilasyonu

Ele alinan problemlerin ¢6zimiinde yer degistirme esash Sonlu Elemanlar Yontemi
(SEY) kullaniimistir (Zienkiewicz ve Taylor [78]). Yani, sonlu eleman ayriklastirmasinda
nodlarda bilinmeyen olarak sadece yer degistirmeler alinacaktir. Buna goére Kisim

5.1’de verilen (5.1)-(5.7) sinir deger problemi icin

H(O) :_,[HGUS dQ’ Hcijnjuidsq — chijnjuidSD , i,'j=1,2,3 (5.16)

Sq Sp

fonksiyoneli, (5.14), (5.9), (5.10), (5.12) ve (5.15) sinir deger problemi icin

(1)
10 11 Ty ool oo~ [ as, ~Irplasy s
P
(5.17)' de,
o
T=o +o® TP uf (5.18)
ij §oox,

fonksiyonelleri ve Ritz teknigi yardimiyla sonlu eleman ¢6zimi olusturulacaktir. (5.16)

ve (5.17)de p ele alinan plak malzemesinin yogunlugunu, ® dis kuvvetin frekansini,
Sp silindirik bosluk ylzeyini, Sq yapidaki 6n gerilmeleri olusturan diizgiin yayili cekme
kuvvetinin uygulandigi dis yizeyleri, Sp zamana gore harmonik degisen ilave dis

(D

kuvvetin etki ettigi plagin Ust ylzeyini, n; ele alinan yizeyin dis birim normalini,csij

(u ()) gerilme (yer degistirme) tansori bilesenlerinin amplitiidlerini ve o( ) yapidaki

ongerilme tansorl bilesenlerini gostermektedir. Belirtelim ki, (5.16) ve (5.17)
fonksiyonellerinin yer degistirmelere gore birinci varyasyonunun sifira esitliginden
sirasiyla (5.1) denge denklemleri ile (5.14) alan denklemleri ve gerilmelere gore verilen

sinir kosullari elde edilir. Yani, (5.1)-(5.7) ((5.14),(5.9), (5.10), (5.12) ve (5.15)) sinir

deger problemi H(O)(5.16) (H(l) (5.17)) fonksiyonelinin Euler denklemleridir
(Yahnioglu [2], Yicel [12]).
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Belirtelim ki, yapida silindirik bosluk olmamasi durumunda yukarida verilen n1© ve

n® fonksiyonellerinde ¢6zim bolgesi €Q (3.3) ile yer degistiriimeli ve bu iki

fonksiyoneldeki son terim olan Sy tizerindeki ylizey integrali ihmal edilmelidir.

5.3 Sonlu Elemanlar Formiilasyonu

Kisim 5.1’de verilen her iki asamaya ait sinir deger problemlerinin ¢6zimd, Kisim 5.2’de
verilen fonksiyoneller ve Ritz teknigi yardimiyla, Kisim 3.3’de verilen sonlu eleman
formuilasyonlarinin aynen kullanilmasi ile gerceklestirilir. Kisim 3.3’de verilen sonlu
eleman ayriklastirmasi ve sonlu eleman agi kullanilarak, her sonlu elemanda

yerdegistirme fonksiyonu (3.24)’ de verildigi gibi yani,
u® s NKRE) a1 o v (5.19)
ile tanimlanir. u(k), N® ve a®) matrisleri Kisim 3.3'de verildigi gibidir. (5.19) ifadesi

(5.16) ve (5.17) fonsiyonellerinde yerine yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa; 1.

asamaya ait problemin ¢6zimii
K20 — 0 (5.20)
cebirsel denklem sisteminin ¢o6ziimiine, 2. asamaya ait problemin ¢6zimu

(K(l) e )a(l) =r(® (5.21)

cebirsel denklem sisteminin ¢6zimiine indirgenir. (5.20) ve (5.21) esitliklerinde
K(O),K(l) Rijidlik matrisi, MD kiitle matrisi, a(O),a(l) nodlarda bilinmeyenleri igeren

matris ve r(o),r(l) kuvvet (sag taraf) matrisini géstermektedir. Bu matrislerin, k. sonlu

eleman (€} ) igin degerleri:

0) _ ( (k))T ) 1 (K) i;j=12,....p
Kii _gj B D )Bi dQy, K=12...M (5.22)
k
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0N, oN| oN;
— 0 0 — 0 —
0X1 29) 0X3
ON: ON: ON:
B - o =L o =L I 0o | j=12,..p (5.23)
j 0%, ox;  ox;3
oN;| ON; oN;
0 0 —_— 0 _— ——
6X3 6X2 6X1
1 T
Ml(le = I[N N;dQy (5.24)

Qg

dir. (5.22) ve (5.23)'de p alt indisi, Uc¢gen prizmatik (dikdortgen prizmatik) sonlu
elemanlar icin 6 (8) degerini almaktadir. Belirtelim ki, (5.21) deki K" matrisinin

elemanlarinin  hesaplanmasina ait formil burada verilmemistir. Ancak (5.17)

fonksiyonelinde oi(jo) =0 alinirsa KI(JIIZ ifadesi, Kfj(l)() (5.22) ile cakismaktadir.

(5.20) ((5.21)) cebirsel denklem sisteminin ¢oziiminden sirasiyla birinci (ikinci)
asamaya ait nodlardaki yer degistirmeler (nodlardaki yer degistirmelerin amplittdleri)
belirlenir. Ancak birinci asamaya ait gerilme dagilimi ikinci asamada problemin
formilasyonuna dahil oldugundan, birinci asamada yapida olusan gerilme yayiliminin
belirlenmesi gerekmektedir. Gerilme yayilimlarinin belirlenmesine ait formilasyon

Kisim 3.4’de verilmistir.
Belirtelim ki, yapinin zorlanmis titresimine ait sayisal hesaplamalarda dis kuvvetin
frekansinin () degeri, yapinin uygun dogal frekans (., ) degerinden kiigiik alinarak

(0 << o, ), silindirik bosluk civarindaki gerilme yigilmalari incelenmistir.

5.4 Sayisal Sonug ve Degerlendirme

Plak malzemesinin birbirini tekrarlayan iki izotrop, homojen levhadan olusmus ¢ok katl
kompozit malzeme oldugu kabul edilmektedir. Bu malzemelerin sirayla Lame sabitleri

A1, Ay ; kayma moddlleri py, 1, ; Young Modiilleri E;, E, ve Poisson oranlari vy,v, ile
gosterilmistir. Problemin ve yiikleme durumunun x;=/1/2 ve X3 :£3/2’ye gore
simetri 6zelliginden yararlanilarak, ¢6zim bolgesi x; yoniinde 30, x, yéniinde 12, x5
yoniinde 40 dikdortgen prizmatik sonlu eleman ve silindirik bosluk etrafinda bir
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katmanda 16 lggen prizmatik (48 licgen piramit) sonlu eleman olacak sekilde toplam,
13.440 dikdortgen prizmatik, 640 lggen prizmatik (1920 licgen piramit) sonlu elemana
ayriklastirilmistir (Sekil 3.2, Sekil 3.3 ve Sekil 3.5). Ele alinan durumda sonlu eleman
modellemesi 16.605 digim noktasi (nod) ve 49.282 serbestlik derecesi (NDOF)
icermektedir. Belirtelim ki, ¢6zim bolgesinin sonlu eleman ayriklastirmasi, pek cok
sonlu eleman agi icin bulunan degerlerin literatlirdeki uygun degerlere en iyi
yaklasimin saglandigi sonlu eleman agi arasindan secilmistir. Ayrica, sekiller tzerinde

boyutsuz bilyuklikler ve degerleri verilmistir. Buna gore boyutsuz dogal frekans

2
62(:—60 ’DE'] dir.
4y

Ele alinan problem icin yapi elemaninin malzemesi, simetri ekseni Ox,olan enine
izotrop malzeme olarak modellenmistir. Bu durumda (5.4)'de verilen D matrisi
elemanlari olan kompozit malzemenin normalize edilmis mekanik sabitleri, asagida

verilen, bilinen formiiller yardimi ile elde edilir (Christensen [6], Akbarov ve Guz [7])

M —2y)°
(A +2u)N, +(Ay + 20, )M,

Ay = Ay = (A4 +2u)n; + (A, + 2050, — MM,

(A +2u1)— (A +2,)
(A + 20N, +(Ay +2u,)M,

Ay = Ayy = Ayy = A3y =4 + Aony =Ny (A4 = 4,)

M —2y)°
(A +2u)N, +(Ay + 20, )M,

Ay = A3y =Amn + 4my — i,

(Mg +2up) — (A +2,)
(A +2u)N, +(Ay +2u,)M,

Ay = +2un; + (A + 205N, — MM,

Y
Age = Agy :#'Ass =yt U, (5.25)
1y + Hom,y

Bu kisimda verilen bitin grafikler silindirik boslugun sinirinda yani,
r=(hy +2R)/sin® |0 e arctanhA;zR,arctanhA;2R icin |;
lg+R 02—1g
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r=R 96[2,3—n}cin ve r=(hy )/sin® | O €| arctan ha ,arctanh—A icin
2°2 /g +R 0/2—1g

(5.26)

icin elde edilmistir. Diger parametre degerleri sekiller Gzerinde verilmistir.
Sekil 5.1de kalin plagin izotrop (E,/E;=1) ve anizotrop (E,/E;=10) olmasi
durumlari ve q/E; =0;0.005 igin dig kuvvetin frekansinin (62) degisiminin silindirik

bosluk civarindaki cee/p gerilmesi yayilimina etkisi bazi parametre degerleri icin

verilmektedir. Grafikten gorildigli Gzere her iki durum icin yapida ongerilmenin

olmamasi (q/E; =0)veya olmasi (q/E; =0.005) durumlarinda ilave periyodik dis

kuvvetin frekans degerinin (62) artirilmasiy, silindirik bosluk civarinda cgg/p gerilmesi

degerlerini mutlak degerce arttirmaktadir.

006/ Soo/P 1 PR
,‘+ 0 /'y - A
) _
_ . .
100 /a
\
0 —
-40 —
. 1.7 ¢/E;=0.005 |
\ . - - 9E0 ——— /E;=0.005
- — /
100 N I/ . =000 - - - - g/E;=0
(0] .
!
2 b/R=23.111 \| & I' O 6220‘04 -80 — b/R=23.111 * ©>=0.00
y31=1 v 0 @=0.08 y31=1 O »=0.04
200 | W01 - A @012 | we=01 i -~ =008
_ hy/RERRSS - + =016 hy/Rehy/R=5 e A =012
o =V i w .
R/ =0.00416  + 0 R/(=0.00416 = —
' | ' | . | + ©=0.16 0
-120 T I ; I : I
0 2 4 6
0 2 4 6

(a) (b)
Sekil5.1a) E,/E; =1 durumu; b) E,/E; =10 durumu igin bazi q/E, degerlerinde

(mz)deéi§iminin Gee/P gerilmesine etkisi.

Sekil 5.2’de izotrop (Sekil 5.2 a) ve anizotrop (Sekil 5.2 b) malzemeden hazirlamis
silindirik bosluk iceren kalin plak icin bazi parametre degerlerinde yapidaki éngerilme

yogunlugunun (q/E;) degisiminin, silindirik bosluk sinirnda cee/p gerilmesi

yayihmina etkisi verilmektedir. Grafikten goruldigli UGzere her iki durum icin
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ongerilmenin yogunlugu (q/El) arttikca, bosluk civarinda Gee/p gerilme yayiliminin
siddeti ©<5m/4 igin mutlak degerce diserken, 0> 5m/4 igin mutlak degerce
artmaktadir. Bununla beraber yiklemeye yakin olan bélgedeki (0 <) Gee/p

degerleri, uzak olan bolgedeki gerilme degerlerinden mutlak degerce blyuktir ve

Ggg/p gerilmesi mutlak degerce en biiyik degerini 6 =3n/4’de almaktadir. E,/E,

orany, silindirik bosluk civarindaki gerilme yayilimini distirmektedir.

40 — ocgg/p Spo/P

-40 —

WR=23.111 + g/E=0.000 PR3
50 =l AE/E:;OAOOI Zfl:l : e
1//,=0.1 O g/E{=0.005 e cahm
@/E=0. hy/R=hy/R=5 O ¢/E;=0.005
hy/R=h \/R=5 /E,=0.010 iy
| hu/R=hy 0 q/E=0. R/%,=0.00416 0.q/E=0.010
R/£1=0.00416 =008 ‘ :
©°=0.08 0 1% 0
-120 ‘ I T \ ‘ \ \ \
0 2 4 6 0 2 4 6
(a) (b)

Sekil 5.2a) E, /E; =1 durumu; b) E, /E; =10durumu igin q/E; degisiminin bazi
2/ B 2/ B 1
parametre degerlerinde Gee/P gerilmesine etkisi.

Sekil 5.3'de, izotrop (Sekil 5.3 a) ve anizotrop (Sekil 5.3 b) malzemeden hazirlamis
silindirik bosluk iceren kalin plak icin bazi parametre degerlerinde ve yapida 6ngerilme

olmamasi (q/E; =0) veya olmasi (q/E; =0.005) durumlarinda, silindirik boglugun
Ox; ekseni dogrultusundaki uzunlugunun (b/R) (dolayisiyla boslugun hacminin)

degisiminin silindirik bosluk civarindaki gerilme yigilmasina etkileri verilmektedir.
Sekilde verilen grafiklerden goruldugi Gzere, b/R parametresi degerinin artmasi, ele
alinan durumlarin her ikisinde de silindirik bosluk civarindaki gerilme degerlerini

mutlak degerce arttirmaktadir.
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200 —

RNV ——— ¢/E;=0.005 q/E=0.005
w00 | \\ . ——— - ¢/E;=0.000 W) ~ g/E;=0.000
- !
131=1 o + b/R=44.222 | =l ’ + b/R=44.222
| W0=0.1 C A B/R=37.888 b/6,=0.1 L A b/R=37.888
hyR=hyR=S 1 O /R=31.555 hy/R=hgy/R=S O b/R=31.555
600 — R/=0.00416 | , T b/R=23.111 3007 RIG=0.00416 [] b/R=23.111
=008 ( b/R=10.444 ©=0.08 F CbR=10444 o
w \ \ \ \ ‘ \ \ ‘ \
0 2 4 6 0 2 4 6
(a) (b)

Sekil 5.3 (a) E,/E; =1 durumu, (b) E,/E; =10 durumu igin b/R degisiminin bazi

40 71 Ggg/p

-40 —|

parametre degerlerinde Gee/P gerilmesine etkisi.

b/R=23.111
131=1

(a)

40 —

40 —|

Ggo/P

b/R=23.111
31=1

0 + E,/E=1 h/¢;=0.1 80 + E,/E.=1 h/¢1=0.1
2= o 2l hy/R=h ,/R=5
A EyE=10 hy/R=h,/R=5 A Ey/E =10 U A
O Eo/E;=20 R/(;=0.00416 O Ey/Ey=20 1i/2é1—0.00416
O Ey/E;=50 ©™=0.08 9 0 E,/E{=50 © =0.08 o
-120 T ‘ T ‘ -120 ‘ I ‘ ‘
0 2 6 0 ) . 6

(b)

Sekil 5.4 a) q/E; = 0durumu; b) q/E; =0.005 durumu igin E, /E; degisiminin bazi
parametre degerlerinde Gee/P gerilmesine etkisi.

Sekil 5.4’de Ez/El orani degisiminin cee/p gerilmesi yayihmina etkisi, bazi parametre
degerlerinde q/E; =0 (Sekil 5.4 a) ve q/E;=0.005 (Sekil 5.4 b) durumlari igin

verilmistir. Sekillerden gorildigl Gizere Ez/El orani arttikca gerilme degerleri, mutlak
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degerce 6nemli 6lctide azalmaktadir.

- Goo/p

-200 —

200 -
— q/E;=0.005
— q/E;=0.005

\ / - - - g/E=0 . /
| \\ . ’, ] R /, ---qgE=0
bR=2311T 0 A hy/R=5 bR A hy/R=5
73y=1 b O hy/R=4 ¥3,=1 WV T hy/R=4
-400 — h/f,=0.1 ~\ | O hy/R=3 -400 = hyp=0.1 L O hy/R=3
RI£=000416 | ! % hy/R=2 R/(1=0.00416  * # hy/R=2
©°=0.08 Y 0 ©=0.08
T
0 2‘ Jt 6 0 2 4 6
(b)

(a)
Sekil 5.5 a) E,/E; =1 durumu, (b) E,/E; =10 durumu ve farkli q/E; i¢in hy; /R

degisiminin bazi parametre degerlerinde 649 /p gerilmesine etkisi.

Sekil 5.5’de ele alinan geometrik, malzeme parametre degerleri ile 6ngerilme degerleri
icin yapidaki silindirik boslugun mevcut konumuna paralel kalacak sekilde, biitlintyle
plagin Ust ylzeyine yaklastirilmasinin (yani, hU/R degerinin kictlmesinin), ele alinan
ylikleme durumunda silindirik bosluk yizeyinde olusan gerilme yigilmasina etkisi, yapi
elemaninin izotrop ve anizotrop olmasi ile yapi elemaninda 6ngerilme olmamasi veya
olmasi durumlari icin ayri ayri verilmistir. Silindirik boslugun kalin plagin Ust ylizeyine
yani, ylkleme olan ylzeye yaklastiriimasi silindirik bosluk yizeyindeki gerilme
degerlerini mutlak degerce onemli Olcliide arttirmakta; yapida ongerilmenin varhig

belirtilen gerilme degerlerini mutlak degerce distrmektedir.
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BOLUM 6

SONUC VE ONERILER

Tez kapsaminda, yapisinda silindirik bosluk bulunan dngerilmeli anizotrop malzemeden

yapiimis dikdortgen plagin bazi statik ve dinamik problemlerinin, elastisite teorisinin li¢

boyutlu geometrik lineer olmayan kesin denklemlerinin lineerize edilmesi yardimiyla

elde edilmis olan, Lineerize Edilmis U¢ Boyutlu Elastisite Teorisi (LEUBET) cercevesinde

formilasyonu ve ig¢ boyutlu sonlu elemanlar modellemesi (3D FEM) yardimiyla sayisal

¢O6zimi yapilmistir. Tez cercevesinde yapilan arastirmalar ile bu arastirmalarda elde

edilen sonuclar ve degerlendirme asagida maddeler halinde verilmistir.

Tez cercevesinde yapilan arastirmalar;

1)

2)

3)

4)

Tez cercevesinde ele alinan problemler matematiksel agidan, nonlineer kismi
turevli lic adet diferansiyel denklemden olusan sistemin cesitli sinir kosullar

altinda ¢6zimiini temsil etmektedir,

Cozumi ongorilen nonlineer sinirdeger problemleri, Akbarov vd. (1997) verilen
yontem gibi seri-sinir deger problemlerinin ¢dziimiine doénUstlrilmustir. Bu
seri-sinir deger problemlerinden ilk ikisi kullanilarak aranan buyudklikler

belirlenmistir,

Muhendislik acisindan ele alinan problemler, 6ngerilmeli/6ngerilmesiz
malzemeden yapilmis silindirik bosluk iceren dikdértgen plagin bazi statik ve

dinamik problemlerini temsil etmektedir,

Yapi elemanlarinin olusturulmasinda cesitli teknolojik uyumsuzluklar nedeniyle

veya esas yuklemede avantaj saglamak amaciyla olusmus veya olusturulmus
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olan ongerilmelerin, ele alinan dikdortgen plagin statik veya dinamik

davranisina etkileri pek cok problem parametresi icin incelenmistir,

5) incelemelerde, dikdértgen plagin, karsilikli iki kenarina paralel ve plagin ic
kisminda yer alan bir tane silindirik bosluk icerdigi ve bu silindirik boslugun,

koseleri yuvarlatiimis dikdortgen kesit alanh oldugu kabul edilmistir,

6) Ongerilmeli dikdértgen plagin sahip oldugu &ngerilmelerin, plagin karsihkl iki
kenarindan diizgiin yayili cekme veya basin¢ kuvveti etkisinde olustugu kabul

edilmistir,

7) Yapi elemaninin icerdigi ongerilmelerin, dikdortgen plagin icerdigi silindirik
bosluk nedeniyle, yapi icerisindeki yayihmi homojen olmadigindan, bu yayilimin
belirlenebilmesi icin gerekli matematiksel formulasyon ve (i¢ boyutlu sonlu

elemanlar modellemesi yardimiyla sayisal ¢6zimu yapiimistir,

8) Yapisinda silindirik bosluk bulunan 6ngerilmeli/6ngerilmesiz  anizotrop
dikdortgen plagin egilmesi durumunda, silindirik bosluk civarinda gerilme
yigilmalarinin  belirlenmesine  ait sinirdeger  problemlerinin, LEUBET
cercevesinde matematiksel formiilasyonu ve Ug¢ boyutlu sonlu elemanlar

modellemesi yardimiyla sayisal ¢cozimu yapilmistir,

9) Yapisinda silindirik bosluk bulunan 6ngerilmeli/6ngerilmesiz  anizotrop
dikdortgen plagin dogal titresim frekanslarinin belirlenmesi problemlerinin,
LEUBET cercevesinde matematiksel formilasyonu ve (¢ boyutlu sonlu

elemanlar modellemesi yardimiyla sayisal ¢6zimi yapilmistir,

10) Yapisinda silindirik  bosluk bulunan 6ngerilmeli/6ngerilmesiz  anizotrop
dikdértgen plagin zorlanmis titresimine ait bazi problemlerin, LEUBET
cercevesinde matematiksel formiilasyonu ve Ug¢ boyutlu sonlu elemanlar

modellemesi yardimiyla sayisal ¢6zimu yapilmistir,

11) Tez kapsaminda ele alinan; silindirik bosluk iceren ongerilmeli anizotrop
dikdortgen plagin egilmesi, dogal titresimi ve zorlanmis titresimi problemlerinin
LEUBET cercevesinde i¢ boyutlu matematiksel modellenmesi ve ¢dziilmesi, bu

alanda ilk tesebbdsleri olusturmaktadir,
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12) Tez cercevesinde ele alinan biitlin problemlerin sayisal ¢oéziiminde iki asamal
karisik formilasyon kullanilmistir: 1. asamada; nodlarda bilinmeyen olarak
sadece yerdegistirmeler alinarak, yerdegistirme fonksiyonlari sonlu elemanlar
yontemi yardimiyla belirlenmistir; 2. asamada; birinci asamada bulunan
yerdegistirmeler yardimiyla bulunan gerilmeler ile nodlarda bilinmeyen olarak
gerilmelerin secildigi sonlu eleman yaklasimi arasinda en kiicik kareler yontemi
yardimiyla, ¢6ziim bdlgesinde stirekli gerilme fonksiyonlari belirlenmistir. Ele
alinan problemler icin iki asamali karisik formilasyon bazi acilardan

gelistirilmistir,

13) Tez cercevesinde ele alinan statik ve dinamik problemlerin ¢6zimi, ¢ boyutlu
sonlu elemanlar yontemi yardimiyla ayri ayri modellenmis ve her bir problem

icin algoritma ve programlar tarafimizdan ayri ayri yapilmistir,

14) Sonlu eleman modellemesinde, ¢6zim bolgesindeki silindirik bosluk civarinda 6
nodlu Gggen prizmatik (5 yizl{G) sonlu elemanlar, geri kalan kisimda 8 nodlu
dikdortgen prizmatik sonlu elemanlar kullanilmistir. Daha sonra sayisal
islemlerin kolayhg! acisindan silindirik bosluk civarinda alinan her (ggen
prizmatik sonlu eleman; alt, orta ve st olmak Ulzere 3 adet lggen piramit alt
bolgeye (sonlu elemana) ayrilmis ve sayisal hesaplamalar lg¢gen piramit sonlu

elemanlar icin gerceklestirilmistir,

15) Sonlu elemanlar Gzerindeki sayisal islemler icin, Ug¢gen piramit sonlu
elemanlarda hacim koordinatlari, dikdortgen prizmatik sonlu elemanlarda
normalize edilmis koordinatlar kullanilmistir. Hesaplamalarda karsilasilan
bitlin integraller, 10 Gauss noktasi kullanilarak Gauss karelemesi yardimiyla

sayisal olarak yapiimistir,

16) Tarafimizdan yapilan algoritma ve sonlu eleman programlarindan elde edilen
sayisal sonuclar 6zel durumda, literatlirdeki uygun sonuglar ile karsilastirilarak

test edilmistir,

17) Tez cercevesinde ele alinan her bir problemde, geometrik ve malzeme
parametreleri ile 6ngerilmenin yapinin statik ve dinamik davranisina etkisi genis

bicimde incelenmis ve sayisal sonuglar, ¢cok sayida acik ve anlasilir cizelge ve
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grafik seklinde verilmistir,

18) Tarafimizdan yapilan algoritma ve programlarla Tez cercevesinde ele alinan

bitlin problemler basariyla ¢6ziilmis ve elde edilen sayisal sonuglarin

esaslandiriimasi ve mihendislik agisindan yorumlari yapilmistir,

19) Tez kapsaminda elde edilen sayisal sonuclardan, yapi icerisindeki silindirik

bosluk ile o6ngerilmenin, yapi elemanlarinin statik veya dinamik davranisina

nitelik ve nicelik acisindan 6nemli 6lclide etki gdsterdigi tespit edilmistir.

Elde edilen bu sonuclarin degerlendirmesi asagidaki sekilde 6zetlenebilir:

1)

2)

3)

4)

5)

6)

Yapidaki ongerilmenin degeri arttikca, ilave statik yliklemeden dolayi silindirik
bosluk civarinda olusan gerilmeler ile yerdegistirmelerin degerleri mutlak

degerce azalmaktadir (Sekil 3.7-Sekil 3.13).

Yapi icerisindeki silindirik boslugun hacminin artmasi, ilave statik yiklemeden
dolayi silindirik bosluk civarinda olusan gerilme yigilmalarini mutlak degerce

artirmaktadir (Sekil 3.15-Sekil 3.18).

731253/51 degerinin artmasi (azalmasi), ilave statik yiklemeden dolayi yapida
olusan gerilme ve yerdegistirme degerlerini mutlak degerce arttirmaktadir
(azaltmaktadir) (Sekil 3.28-Sekil 3.33).

Kalin plagin boyutlari arasinda 731253/51 > 6 saglanmasi durumunda elde
edilen sayisal sonuglar ile dizlem sekil degistirme durumunda uygun

problemden elde edilen sayisal sonuclar cakismaktadir (Sekil 3.28-Sekil 3.33).

Dikdortgen plagin cekme (basing) ongerilmesine sahip olmasi, belirtilen yapi

elemaninin dogal frekanslarini artirmaktadir (azaltmaktadir) (Cizelge 4.6).

Dikdortgen plagin icerdigi silindirik boslugun geometrik boyutlarinin artiriimasi
veya silindirik bosluk 6nceki konumuna paralel kalacak sekilde, plagin st
serbest ylizeyine yaklastirilmasi, plagin dogal frekanslarini azaltmakta; plak

malzemesinin EZ/EI orani degisiminin artmasi, plagin dogal frekanslarini
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artirmaktadir (Cizelge 4.3, Cizelge 4.5; Cizelge 4.10; Cizelge 4.4, Cizelge 4.6).

7) Dikdortgen plagin icerdigi silindirik boslugun hacmi kiictildiikce, belirtilen plagin
dogal titresim frekanslari, bosluk icermeyen uygun plagin dogal frekanslarina

yakinsamaktadir (Cizelge 4.2).

8) Zamana gore harmonik degisen ilave dis kuvvetin frekansinin degeri, yapinin

uygun dogal frekans degerinden ki¢lk alinmasi (o << . ) durumunda dis
kuvvetin frekansinin arttirilmasi, silindirik bosluk civarinda oqq /p gerilmesini

mutlak degerce arttirmaktadir (Sekil 5.1).

9) Yapidaki ongerilmenin degeri arttikca, ilave dinamik yilklemeden dolayi
silindirik bosluk civarinda olusan gerilmelerin degerleri mutlak degerce

azalmaktadir (Sekil 5.2).

10) Dikdortgen plagin icerdigi silindirik boslugun geometrik boyutlarinin artiriimasi
veya silindirik bosluk 6nceki konumuna paralel kalacak sekilde, plagin st
serbest ylizeyine yaklastirilmasi, ilave dinamik yiik etkisinde silindirik bosluk
civarinda gerilme yigilmalarini mutlak degerce arttirmakta; plak malzemesine

ait EZ/EI orani degisiminin artmasi, belirtilen gerilme yigilmalari mutlak

degerce azaltmaktadir (Sekil 5.3- Sekil 5.5).

Yukarida ifade edilenlerden baska, tezde teklif edilen ve gelistirilen algoritmalarin ve
programlarin, ongerilmeli/ongerilmesiz  ve/veya c¢esitli formda silindirik bosluk
iceren/icermeyen ve farkli mesnet kosullarina sahip yapi elemanlarinin statik ve
dinamik analizine uygulanabilmesi, tezde yapilan arastirmalarin 6nemini daha da
artirmaktadir. Ayrica, Tezde ele alinan sinir deger problemlerine ait sayisal sonuglar, bu
alanda literatlirde mevcut bircok calismaya ait sayisal sonuglarin kiyaslanmasinda yani,
nitelik ve nicelik acisindan degerlendirilmesinde, yaklasik teorilerin hassasiyet
mertebesinin tespit edilmesinde ve nihayet tasarim uygulamalarinda kullanilabilecek

onemli bir referans olabilecegi dngoriilmektedir.
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