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ÖZET  

 

SİLİNDİRİK BOŞLUK İÇEREN ÖNGERİLMELİ ANİZOTROP KALIN PLAĞIN 
STATİK VE DİNAMİK ANALİZİ 

 
Ülkü (BABUŞCU) YEŞİL 

 
Matematik Mühendisliği Anabilim Dalı  

Doktora Tezi 
 

Tez Danışmanı: Prof. Dr. Nazmiye YAHNİOĞLU 
 
 

Bu tez kapsamında, silindirik boşluk içeren öngerilmeli, basit mesnetli dikdörtgen plak 
için bazı statik ve dinamik problemlerin matematiksel formülasyonu ve çözüm metodu; 
anizotrop malzemeler için üç boyutlu nonlineer elastisite teorisinin kesin denklemleri 
çerçevesinde önerilmiştir. Bahsedilen çözüm metodu 3 boyutlu sonlu elemanlar 
modellemesi kullanılarak geliştirilmiştir. 

Silindirik boşluğun etrafında statik ve dinamik gerilme yığılmasına problem 
parametrelerinin etkisini gösteren sayısal sonuçlar, aynı zamanda doğal frekans 
değerleri sunulmuş ve tartışılmıştır. 

Tez altı bölüm ve Kaynaklardan oluşmaktadır. Birinci bölümünde, konuyla ilgili genel 
bilgiler, tezin amaç ve kapsamı verilmiştir.  

İkinci bölümde, ele alınan problemlerin matematiksel modellemesinde kullanılan 
Lineerize Edilmiş Üç Boyutlu Elastisite Teorisinin denklem ve ifadeleri elde edilmiştir. 

Üçüncü bölümde, üzerinde çalışılan plakta statik gerilme yığılması problemi 
araştırılmıştır. Ek yükleme altında öngerilmeli dikdörtgen plakta silindirik boşluk 
etrafındaki gerilme yığılmalarına ait problemlerin sonlu eleman modellemesi ve sayısal 
sonuçlar verilmiştir. Ayrıca ele alınan problem için sonlu eleman modellemesinde özel 
durumlar ayrıntılı olarak verilmiştir.  

Dördüncü bölümde, silindirik boşluk içeren öngerilmeli dikdörtgen plağın doğal titreşim 
problemine ait matematiksel formülasyon, sonlu eleman modellemesi ve sayısal 
sonuçlar verilmiştir. Sayısal sonuçların analizinden, ele alınan plağın doğal titreşim 
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frekanslarına plağın çeşitli geometrik ve malzeme parametreleri ile silindirik boşluk ve 
öngerilmenin önemli ölçüde etki gösterdiği belirlenmiştir. 

Beşinci bölümde, silindirik boşluk içeren öngerilmeli dikdörtgen plağın zorlanmış 
titreşim problemine ait matematiksel formülasyon, sonlu eleman modellemesi ve 
sayısal sonuçlar verilmiştir. Sayısal sonuçların analizinden, zamana göre harmonik 
değişen ilave dış yükleme altında plağın içerdiği silindirik boşluk civarında oluşan 
gerilme yığılmasına, plağın çeşitli geometrik ve malzeme parametreleri ile silindirik 
boşluk ve öngerilmenin önemli ölçüde etki gösterdiği belirlenmiştir. 

Son bölümde, tez çerçevesinde yapılan araştırmaların değerlendirmesi sunulmuştur.  

Anahtar Kelimeler: silindirik boşluk, öngerilme, gerilme yığılması, doğal titreşim, 
zorlanmış titreşim, dikdörtgen plak, 3B SEY. 
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ABSTRACT 

 
STATIC AND DYNAMIC ANALYSIS OF INITIALLY STRESSED ANISOTROPIC 

THICK PLATE CONTAINING A CYLINDRICAL HOLE 
 

Ulku (BABUSCU) YESIL 
 
 

Department of Mathematical Engineering  
PhD. Thesis 

 
                 Advisor:  Prof. Dr. Nazmiye YAHNIOGLU 

 

In the scope of this thesis, the mathematical formulations and method of solution to 
some static and dynamic problems for the initially stressed simply supported 
rectangular plate which contains a cylindrical hole are proposed in the framework of 
the exact equations of the three dimensional geometrically non-linear theory of 
elasticity for anisotropic bodies. The mentioned method of solution is developed by 
employing the 3D finite element modeling.  

Numerical results on the influence of the problem parameters on the static and 
dynamic stress concentration around the cylindrical hole, as well as on the values of 
the natural frequencies are presented and discussed. 

 The Thesis consists of six chapters and References. In the first chapter, the general 
information on the subject, the aim and the scope of the thesis are given. 

In the second chapter, the equations and expressions of the Three-Dimensional 
Linearized Theory of Elasticity which is used for the mathematical modeling of the 
considered problems, is derived. 

 In the third chapter, the problem on the static stress concentration in the plate under 
consideration is studied. The finite element modeling and the numerical results on the 
concentration of the stresses around the cylindrical hole within the initially stressed 
rectangular plate under the additional static loading are presented. Moreover the 
special cases in the finite element modeling for the considered problems are provided 
in detail. 
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In the fourth chapter, the mathematical formulation, the finite element modeling and 
the numerical results for the problem of the natural vibration of the initial stressed 
rectangular plate containing a cylindrical hole are presented. From the analysis of the 
numerical results it is established that various geometrical and material parameters of 
the plate as well as the cylindrical hole and the initial stresses significantly affect the 
fundamental frequencies of the considered plate. 

In the fifth chapter, the mathematical formulation, the finite element modeling and 
the numerical results for the problem of the forced vibration of the initial stressed 
rectangular plate containing a cylindrical hole are presented. From the analysis of the 
numerical results it is established that the various geometrical and material 
parameters of the plate as well as the cylindrical hole and the initial stresses 
significantly affect the concentration of the stresses around the cylindrical hole 
containing the considered plate under the time harmonic additional forces. 

In the final chapter, the conclusions of the results of the considered investigations in 
the thesis are presented. 

Keywords: cylindrical hole, initial stress, concentration of stress, natural vibration, 
forced vibration, rectangular plate, 3D FEM 
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BÖLÜM 1 

GİRİŞ 

1.1 Literatür Özeti 

Kompozit malzemeler, farklı iki veya daha fazla malzemenin bir bütün oluşturacak 

şekilde ve aralarında kimyasal etki olmaksızın birleştirilmesiyle oluşturulan 

malzemelerdir. Kompozit malzemeyi oluşturan bu farklı malzemelerin her birine 

“bileşen” adı verilmektedir. Bileşenler, güçlendirici veya güçlendirilen (matris) olarak 

ikiye ayrılırlar.   Güçlendiriciler,  kompozit malzeme içerisinde yük taşıma görevini;  

matris malzemesi ise, güçlendiricilerin birliğini ve karşılıklı etkileşimini sağlarlar. 

Kompozit malzemenin bilinen diğer mühendislik malzemelerine göre pek çok avantajı 

vardır, örneğin yüksek özgül mukavemet, yüksek özgül modül, yüksek iletkenlik veya 

yalıtkanlık vb. verilebilir. Kompozit malzemelerin sahip olduğu bu üstün özelliklerinden 

dolayı, üretim teknolojilerinin gelişimine bağlı olarak günden güne kullanım alanları 

artmaktadır.  

Kompozit malzemeler, bu malzemeler ile uğraşan bilim dallarında çeşitli açılardan 

sınıflandırılmaktadır. Bunlardan bazıları; 1) güçlendiricilerinin geometrik formuna göre 

sınıflandırma (tanecikli, lifli ve levhalı), 2) kompoziti oluşturan bileşenlerin 

malzemesine (metal, seramik ve polimer) göre sınıflandırma, 3) güçlendiricilerin 

boyutuna göre sınıflandırma (örneğin, nano kompozitler), 4) güçlendiricinin hacim 

oranına göre sınıflandırma (örneğin seyrek tanecik takviyeli) vb. verilebilir (Sayman ve 

Aksoy [1], Yahnioğlu [2], Talreja ve Manson [3]). Malzemelerin mekaniği açısından 

bakıldığında bu sınıflandırmalardan en çok kullanılanı, güçlendiricilerin geometrik 
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formuna göre yapılan sınıflandırmadır. Dolayısıyla, Tez çerçevesinde ele alınan 

kompozit malzeme, farklı en az iki malzemeden yapılmış çok sayıda levhanın üst üste 

konulmasıyla oluşturulmuş çok katlı-levhalı kompozit malzeme olarak verilebilir. Eğer 

levhalı kompoziti oluşturan her levha, kendi içerisinde lif-matris birliğinden 

oluşturulmuş ise bu kompozit malzemeye lif-levhalı kompozit malzeme adı 

verilmektedir. Bu durumda çok katlı–levhalı kompozit malzemelerin dış etkiye karşı 

gösterdiği tepki, sadece levhaların malzemesine değil, diziliş sırasına (simetrik, anti-

simetrik vb) göre de değişmektedir. Genel olarak ele alındığında kompozit malzemenin 

mekanik özellikleri, 1) Bileşenlerinin (matris ve güçlendirici) mekanik özelliklerine, 2) 

Güçlendiricilerinin geometrik formlarına, yayılımına, doğrultusuna ve kompozit 

içerisindeki hacim oranına ve 3) Matris ve güçlendirici ara yüzeylerindeki temasın 

niteliğine veya içyapıdaki çeşitli kusurlara doğrudan bağımlı olduğu söylenebilir 

(Altenbach vd. [4], Sadowsk ve de Borst [5])  

Tez çerçevesinde plak yapı elemanları ele alınmıştır. Mühendislik alanında yoğun 

şekilde kullanılan plak yapı elemanları, yük taşıma kabiliyeti ve düşük ağırlık gibi 

özelliklerinden dolayı tercih edilirler. Bu yapı elemanları da kendi içerisinde çeşitli 

açılardan sınıflandırılmaktadır. Bu sınıflandırmalardan bazıları, a) geometrik 

özelliklerine (orta düzleminin geometrik formuna, kalınlıklarının ince/kalın veya 

sabit/değişken olmasına) göre,  b) mekanik özelliklerine (izotrop, transversal izotrop 

(enine izotrop), ortotrop vb) göre, c) inceleme yöntemine (Kirchoff, Midlin vb plakları) 

göre vb. sınıflandırmalar olarak verilebilir. Bu sınıflandırmalar göz önüne alındığında 

Tez’de ele alınan yapı elemanı, dikdörtgen, sabit kalınlıklı, kalın ve anizotrop plak olarak 

verilebilir.  

Tez çerçevesinde ele alınan çok katlı kompozit malzemeden hazırlanmış dikdörtgen 

plağa ait problemlerin teorik incelenmesi, sürekli ortamlar mekaniği açısından iki 

model çerçevesinde yapılmaktadır. Bu modeller, parçalı-homojen cisim modeli ve 

eşdeğer-homojen anizotrop cisim modelidir (Christensen [6], Akbarov ve Guz [7]). 

Parçalı-homojen cisim modelinde, levhalı kompozit malzemeyi oluşturan her bir levha 

için gerekli denklemler (denge veya hareket denklemleri) ile levhalar arasında temas 

koşulları göz önüne alınır. Eğer kompozit malzemeyi oluşturan levhaların ve levhalar 
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arasındaki temas özelliklerinin, kompozit plağın dinamik veya statik davranışına 

etkilerinin daha hassas araştırılması istenirse, bu durumda araştırmalar parçalı-

homojen cisim modeli yardımıyla yapılır. Ancak, yapılan incelemeler levha adedi 

arttıkça hayli zorlaşır. Eşdeğer-homojen anizotrop cisim modeli; ele alınan parçalı-

sürekli malzeme yerine mekanik özellikleri bu malzeme ile özdeş ancak, homojen 

anizotrop malzeme alınması esasına dayanır. Bu homojen anizotrop malzemeye 

eşdeğer homojen anizotrop malzeme adı verilir. Parçalı sürekli homojen malzemenin, 

eşdeğer homojen anizotrop malzeme olarak modellenebilmesinde kullanılan çeşitli 

süreklilik teorileri vardır (Christensen [6]). Eşdeğer homojen anizotrop malzemenin 

mekanik sabitlerine normalize edilmiş mekanik sabitler (özellikleri) adı verilir. Bu 

süreklilik teorileri, ele alınan gerçek parçalı sürekli malzemenin ortalaştırılmış gerilme 

ve ortalaştırılmış şekil değiştirme değerleri ile eşdeğer homojen anizotrop malzemenin 

gerilme ve şekil değiştirmelerini birbirine bağlayan ilgileri düzenler ve eşdeğer homojen 

anizotrop malzemeye ait normalize edilmiş mekanik sabitlerin belirlenebilmesini 

sağlar. Bu çalışmada olduğu gibi eğer, kompozit malzemenin statik veya dinamik 

davranışına ait global (bütün olarak) karakteristiklerinin belirlenmesi istenirse, bu 

durumda, eşdeğer homojen anizotrop cisim modeli tercih edilebilir. Belirtelim ki, ele 

alınan kompozit plağın statik veya dinamik davranışının teorik incelenmesinde yaklaşık 

plak teorileri kullanılmamış, incelemeler üç boyutlu elastisite teorisinin kesin 

denklemleri çerçevesinde yapılmıştır. Bu nedenle bu kısımda yaklaşık plak teorilerine 

yer verilmeyecektir. Bu konuda detaylı bilgi Kutuğ [8] kaynağından edinilebilir.   

Bazı durumlarda yapı elemanı oluşturulurken, çeşitli montaj kusurları veya teknolojik 

uyumsuzluklar nedeniyle istemeden veya esas yükleme esnasında avantaj 

sağlayabilmek için amaç yönlü olarak yapı elemanında iç gerilmeler 

oluşturulabilmektedir. Bu iç gerilmelere “öngerilme” adı verilmektedir. Örneğin, 

öngerilmeli yapı elemanlarının kullanıldığı uygulama alanlarından bazıları çeşitli 

kaplamalar, tank zırhları, çelik yelekler, asma köprüler vb. verilebilir. Belirtilen 

öngerilmelerin, bu yapı elemanının kullanımı esnasında çeşitli dış etkilere olan 

davranışını önemli ölçüde etkilediği yapılan teorik ve deneysel çalışmalarla tespit 

edilmiştir. Bununla beraber yapı içerisindeki öngerilmelerin değerinin, belirli değerden 

fazla olması, esas yükleme yapılmadan önce bu yapı elemanında kopma, ezilme vb. gibi 
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istenmeyen durumların oluşmasına sebep olabilmektedir. Bu nedenle gerek 

öngerilmelerin yapı içerisindeki değerinin gerekse, esas yükleme yapıldıktan sonra 

öngerilmelerin yapı elemanının mukavemetine etkilerinin belirlenmesine ihtiyaç vardır. 

Çeşitli dış kuvvetler etkisindeki yapı elemanlarının içerdiği delik veya boşluklar, gerilme 

üretici gibi davranarak, yapı içerisinde gerilme yığılmalarına sebep olmaktadırlar. Bu 

gerilme yığılmaları, yapı elemanlarının mukavemetini önemli ölçüde etkilediğinden yapı 

elemanının işlev ömrünü kısaltmakta veya kullanım esnasında yapı elemanında ciddi 

hasarların oluşmasına sebep olmaktadır. Bu nedenlerden dolayı delik veya boşluklar 

civarında oluşan gerilme yayılımının belirlenmesi problemleri, pek çok mühendislik 

dalında yoğun olarak çalışılan problemler arasındadır. Bu alandaki mevcut teorik ve 

deneysel çalışmalar incelendiğinde, bu çalışmaların belirli açılardan sınıflandırması 

yapılabilir. Örneğin; yapı elemanının geometrik boyutlarına  (sonlu/sonsuz, 2 boyutlu/ 

3 boyutlu  vb.) göre, delik/boşluğun geometrik formuna (dairesel, dikdörtgen vb.) göre, 

yapı elemanının malzemesine (izotrop, anizotrop vb.) göre, matematik modellemede 

kullanılan teorilere (çeşitli yaklaşık plak teorileri vb.) göre, yapı elemanının 

başlangıç/doğal durumundaki mevcut ön etkilerin (öngerilme vb.) göz önüne 

alınmasına göre sınıflandırmalar yapılabilir.  Mevcut deneysel veya teorik araştırmalar, 

ele alınan problemler hakkındaki bilgi birikimine önemli katkılar yapmış ve 

yapmaktadır. Bununla beraber bu çalışmalar, delikler/boşluklar civarında oluşan gerçek 

gerilme yayılımının belirlenebilmesinin, ele alınan problemlerin üç boyutlu cisim ve 

kesin teoriler çerçevesinde modellenmesi ile mümkün olabileceğini göstermektedir. Bu 

yüzden bu alandaki son çalışmalar üç boyutlu problem formülasyonları üzerinde 

yoğunlaşmaktadır. Ancak üç boyutlu problem çözümleri daha çok gayret ve çaba 

gerektirmektedir. Bununla beraber iki boyutlu problem formülasyonları ve çözümlerini 

içeren çalışmaların belirtilen alana katkıları inkar edilemez.  

Çeşitli statik dış kuvvetler etkisinde delikler civarında oluşan gerilme yığılmalarının 

belirlenmesine ait kapsamlı ilk çalışmalar Savin [9] tarafından yapılmıştır. Bu çalışmada, 

sonsuz boyutlu plağın içerdiği çeşitli geometrik formdaki delik/delikler civarında oluşan 

gerilme durumu kompleks fonksiyonlar teorisi ve konform dönüşüm yardımıyla 

çözülmüş ve elde edilen analitik çözümler verilmiştir.  Sonsuz boyutlu plağa sonsuzda 
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etkiyen dış kuvvet etkisinde yapı içerisindeki delik civarında gerilme yayılımının 

belirlenmesi problemlerinin sonlu boyutlu plaklar, karmaşık geometri ve sınır koşulları 

ile çeşitli anizotropi özelliklerinin göz önüne alınabilmesi durumları için öğrenilme 

çabaları sonucunda, analitik çözümlerin yerini sayısal çözümler almaya başlamıştır. 

Sayısal çözümler, bu alanda daha karmaşık yükleme ve malzemelerin göz önüne 

alınabilmesini kolaylaştırmıştır. Bu konuda son yıllarda yapılmış bazı lisansüstü tezleri 

Kaltakçı [10], Dündar [11], Yücel [12] ve Yeşil [13] örnek olarak verilebilir. Bu tezlerde, 

daha önceki senelerde yapılmış çalışmalar ve bu çalışmaların geniş özeti yer 

almaktadır. Belirtilen lisans üstü tezlerinde dairesel veya dikdörtgen delik içeren 

kompozit ince plak veya kompozit şerit-plak formundaki yapı elemanlarının, ele alınan 

yükleme durumunda çeşitli geometrik ve malzeme parametreleri ile çeşitli mesnet 

koşullarının, dış yükleme etkisinde yapıdaki boşluk civarında oluşan gerilme yığılmasına 

etkileri sayısal olarak araştırılmıştır. Benzeri anizotrop ortamlar için çeşitli formdaki 

delik veya delikler içeren şerit-plak veya ince plaklar için yapılan diğer bazı çalışmalar, 

Jong [14], Song ve Kim [15] (1995), Hu vd. [16], Romeo ve Frulla [17], Xu vd. [18], 

Ukadgaonker vd. ([19], [20], [21]), Engels vd. [22], Lei vd. [23], Pan vd. [24], Romeo 

[25], Wu ve Mu [26], Hyde vd. [27], Pandita vd. [28], Kirilyuk [29], Toubal vd. [30], 

Yahnioglu ve Yeşil [31], Chaudhuri ([32], [33]), Jain ve Mittal [34], Yang vd. ([35], [36]), 

Zheng vd. [37] ve Zhen ve Wanji [38] olarak verilebilir.  Belirtilen problemlerin uygun üç 

boyutlu formülasyonlar çerçevesinde geliştirilmesi ve silindirik boşluklar civarında 

gerilme yığılması problemlerinin öğrenilmesine ait bazı çalışmalar, Temiz vd. [39], She 

ve Guo [40], ve Li vd. [41] olarak verilebilir. Ayrıca üç boyutlu plak problemleri ve bazı 

sonuçları hakkında geniş bir özet Shaldyrvan [42] çalışmasında yer almaktadır. Yukarıda 

verilen çalışmalar dışında yapı elemanının kırılması açısından da yapıdaki delik veya 

boşlukların etkisinin araştırıldığı bazı çalışmalara örnek olarak Theocaris ve Petrou [43], 

Suemasu vd. [44], Yao vd. [45] ve  Hutar vd. [46] verilebilir. Bunun dışında az da olsa 

yapı elemanının başlangıçta sahip olduğu ön etkilerin (öngerilme vb.) göz önüne 

alındığı, statik gerilme yığılması problemlerine ait çalışmalardan bazıları Akbarov vd. 

([47], [48]), Khoma ve Kondratenko [49], Yahnioğlu vd. [50], Yahnioğlu ve Yeşil [51], 

Yeşil [52] olarak verilebilir. Bu çalışmalarda kullanılan üç boyutlu sonlu eleman 

modellemesi Demiriz [53], Demiriz ve Akbarov [54]’de verilen formuyla kullanılmış 
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ancak belirtilen sonlu eleman modellemesi, silindirik boşluk civarında sonlu eleman 

modellemesi açısından geliştirilmiştir. 

Delik veya boşluklar yapı elemanının statik davranışına olduğu kadar dinamik 

davranışına da önemli ölçüde etki göstermektedir. Örneğin dikdörtgen, dairesel, eliptik 

vb. formda delik veya deliklerin dikdörtgen ince plağın doğal titreşim frekanslarına 

gösterdiği etkilerin araştırıldığı bazı deneysel ve teorik çalışmalar, Sabir ve Davies [55], 

Laura vd. [56], Huang ve Sakiyama [57], Marchuk ve Piskunov [58], Gutiérrez vd. [59], 

Turvey vd. [60], Sakiyama vd. [61], Singh ve Tanveer [62], Kwaka ve Han [63], Thai ve 

Kim [64] olarak verilebilir. Benzeri etkilerin dairesel ve eliptik ince plaklar için 

araştırılmasına ait bazı çalışmalar Lin ve Tseng [65], Nallim ve Grossi [66] olarak 

verilebilir. Plakların titreşim problemlerinin ele alındığı daha önceki yıllara ait 

çalışmaların özeti Liew vd. [67] çalışmasında verilmiştir. Belirtelim ki yukarıda verilen 

veya belirtilen yayınların kaynaklarında yer alan çalışmalarda yoğun şekilde, çeşitli 

mertebeden yaklaşık plak teorileri kullanılmıştır. Bu alanda üç boyutlu problem 

formülasyonu ile yapılan bazı araştırmalar Sayman ve Aksoy [68], Hufenbach vd. [69], 

ile belirtilen üç boyutlu formülasyon ve öngerilmeli yapı elemanları için doğal titreşim 

problemlerine ait çalışmalara örnek olarak Yahnioğlu ve Yeşil [70] ve Yeşil [71] 

verilebilir.  Yukarıda verilen çalışmalarda silindirik boşluğun hacmi arttıkça doğal 

titreşim frekanslarının önemli ölçüde azaldığı, yapı elemanının bileşenlerine ait 

elastisite modülleri oranı ( 2 1E E ) değişimi arttıkça temel frekansların mutlak değerce 

arttığı tespit edilmiştir. Belirtilen doğal titreşim frekanslarına yapı elemanında önceden 

var olduğu kabul edilen öngerilmelerin etkisi, Yahnioğlu ve Yeşil [70] ve Yesil [71] 

çalışmalarında üç boyutlu problem formülasyonu ve üç boyutlu sonlu elemanlar 

modellemesi yardımıyla detaylı olarak incelenmiş ve sonuçlar tartışılmıştır. Belirtelim 

ki, bu çalışmalarda kullanılan üç boyutlu sonlu eleman modellemesi Akbarov ve Demiriz 

[72], Demiriz [53]’de verilen formuyla ancak, silindirik boşluk civarında belirli açılardan 

geliştirilerek kullanılmıştır.   

Ele alınan ince plak veya şerit-plakların içerdiği delik veya boşlukların, bu yapı 

elemanlarının zorlanmış titreşimine etkilerinin incelenmesine ait bazı çalışmalar 

Marchuk vd. [58] ve bu çalışmaların kaynaklarında yer alan çalışmalar olarak verilebilir. 
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Üç boyutlu problem formülasyonu ve yapı elemanının öngerilmeli olması durumunda 

belirtilen problemlerin geliştirilmesi çalışmalarına örnek olarak Akbarov vd. [73], 

Yahnioglu ve Yeşil [70] ve Yahnioğlu ve Yeşil [74] çalışmaları verilebilir. Belirtilen 

çalışmaların uygun 2 boyutlu problem formülasyonu ve çözümleri Yahnioğlu [75]’de 

verilmiştir. Buradan görüldüğü üzere, yapı elemanının delik/delikler içermesi 

durumunda zorlanmış titreşimine ait çalışmalar kısıtlı sayıdadır. Üç boyutlu  kesin 

teoriler çerçevesinde matematiksel modelleme ve öngerilmelerin göz önüne 

alınabilmesi ancak Yahnioglu ve Yeşil [70] ve Akbarov vd. [73] çalışmalarında 

görülmektedir. Belirtelim ki, bu çalışmalarda kullanılan üç boyutlu sonlu eleman 

modellemesi Demiriz ve Akbarov [54] ile Zamanov [76]’da verilen sonlu eleman 

formülasyonu, silindirik boşluk civarında geliştirilerek kullanılmıştır. 

Literatür araştırmasından tespit edilebildiği kadarıyla, silindirik boşluk içeren anizotrop 

yapı elemanlarının statik ve dinamik karakteristiklerine çeşitli geometrik ve malzeme 

özellikleri ile sınır koşullarının etkisinin belirlenmesi problemlerinin, üç boyutlu kesin 

teoriler çerçevesinde incelenmesi ve özellikle ele alınan yapı elemanının öngerilmeli 

olması durumunda belirtilen karakteristiklerin öğrenilmesinde, literatürde önemli bir 

boşluğun olduğu söylenebilir. Ele alınan Tez’in belirtilen alana önemli katkılar 

yapabileceği öngörülmektedir. 

1.2 Tezin Amacı 

Yapısında silindirik boşluk bulunan öngerilmeli dikdörtgen kompozit plağın statik ve 

dinamik davranışına, yapısındaki silindirik boşluğun, yapı elemanının çeşitli geometrik 

ve malzeme parametreleri ile yapıdaki öngerilmenin etkilerinin,  üç boyutlu lineer 

olmayan elastisite teorisinin lineerize edilmesi ile elde edilen, lineerize edilmiş üç 

boyutlu elastisite teorisi çerçevesinde formülasyonu ve bazı sınırdeğer problemleri 

çerçevesinde incelenmesi tezin amacını oluşturmaktadır. Dikdörtgen kalın plağın bütün 

yanal kenarlarından basit mesnetle tutturulduğu, yapısındaki öngerilmenin karşılıklı iki 

yanal yüzeyinden ( 1 0x   ve 1 1x   ) etkiyen düzgün yayılı normal kuvvet etkisinde 

oluştuğu ve yapıdaki silindirik boşluğun bu yüzeyler arasında ve kalın plağın iç kısmında 

yer aldığı kabul edilmektedir.  Bu amaçla ele alınan yapı elemanının statik ve dinamik 
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davranışına, içerdiği silindirik boşluğun, çeşitli geometrik ve malzeme parametreleri ile 

öngerilmenin etkileri araştırılacaktır. İncelemeler üç boyutlu sonlu elemanlar yöntemi 

yardımıyla sayısal olarak yapılacaktır.   

Yapı elemanlarında dış yüklemeler altında delik veya boşluklar civarında gerilme 

yayılımının daha gerçekçi ve doğru belirlenebilmesi, üç boyutlu problem formülasyonu 

ve ele alınan problemlerin kesin teoriler çerçevesinde modellenmesini 

gerektirmektedir. Belirtilen problemler Tez çerçevesinde silindirik boşluk içeren 

dikdörtgen kalın plaklar için üç boyutlu formülasyon ve elastisite teorisinin kesin 

denklemleri çerçevesinde yapılmıştır. Ancak yapı elemanlarında öngerilmenin var 

olması durumunda, lineer teoriler kullanılarak yapılan problem formülasyonları 

çerçevesinde esas yüklemede yapıda oluşan gerilme yayılımına öngerilmenin etkisinin 

belirlenmesi mümkün değildir. Bu nedenle ele alınan teoriye ait daha genel, lineer 

olmayan formülasyonlar kullanılmalıdır. Bu açıdan ele alınan problemlerin 

matematiksel modellemesi, üç boyutlu lineer olmayan elastisite teorisi çerçevesinde 

yapılmıştır.  

Lineer olmayan denklem içeren sınırdeğer problemlerinin çözümü, belirli açılardan 

hayli güç problemlerdir (Selim, [77]). Tez çerçevesinde ele alınan sınırdeğer problemleri 

ise  üç adet sabit katsayılı lineer olmayan inhomojen kısmı bulunan bir sistemden 

oluşmaktadır. Bu denklem sistemi, düzgün olmayan çözüm bölgesinde (yapısında 

silindirik boşluk bulunan dikdörtgen plak) sağlanmaktadır. Çözüm bölgesinin 

sınırlarında gerilmelere göre (Doğal-Neumann) ve yerdeğiştirmelere göre (Esas-

Dirichlet) sınır koşulları verilmiş ve bunlardan bazıları düzgün olmayan eğri yüzeylerde 

sağlanmaktadır. Ele alınan problem lineer olmayan bir sınır değer problemi olduğu için 

lineerize edilerek, iterasyonlarla çözülebilir. Belirtilen sınır değer probleminin lineerize 

edilmesi sonucunda ortaya çıkan denklem ve ifadeler, Lineerize Edilmiş Üç Boyutlu 

Elastisite Teorisi (LEÜBET) denklem ve ifadeleri ile çakışmaktadır.  Diğer bir değişle 

Tez’de ele alınan problemlerin, LEÜBET çerçevesinde modellenmiş problemler olduğu 

söylenebilir. Bu kapsamda ele alınan problemlerin çözümü iki aşamada yapılacaktır. 

Birinci aşamada, karşılıklı iki kenarından normal doğrultuda etkiyen dış kuvvet 

etkisinde, yapıda oluşan gerilme durumu belirlenecektir. Belirlenen bu gerilmelere 
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öngerilme adı verilecektir. Belirtilen gerilme durumu, plağın içerdiği silindirik boşluk 

nedeniyle, yapı içerisinde inhomojendir, yani noktadan noktaya değeri değişmektedir. 

Daha sonra yani, ikinci aşamada, birinci aşamada belirlenen öngerilmelerin dahil 

edildiği LEÜBET denklem ve ifadelerini içeren sınırdeğer problemlerinin çözülmesiyle, 

ele alınan silindirik boşluk içeren öngerilmeli dikdörtgen plaktaki gerilme durumu 

belirlenmektedir. Her bir aşamaya ait sınır değer problemleri ayrı ayrı matematiksel 

olarak modellenmiş ve çözümü yapılmıştır. Silindirik boşluk içeren öngerilmeli yapı 

elemanlarında silindirik boşluk civarında gerilme durumunun kesin teoriler ve üç 

boyutlu formülasyonu ile öğrenilmesi bu alanda ilk teşebbüsleri oluşturmaktadır. 

Tez çerçevesinde silindirik boşluk içeren öngerilmeli dikdörtgen plaklar için incelenen 

problemleri üç gruba ayırabiliriz. Bunlar, 

1. Serbest üst yüzeyinden etkiyen statik kuvvet etkisinde ele alınan öngerilmeli 

dikdörtgen plağın eğilmesi durumunda, silindirik boşluk civarında oluşan gerilme 

yayılımlarının belirlenmesine ait sınır değer problemlerinin incelenmesi,  

2. Silindirik boşluk içeren öngerilmeli dikdörtgen plağın doğal titreşim frekanslarının 

belirlenmesi, 

3. Silindirik boşluk içeren öngerilmeli dikdörtgen plağın, serbest üst yüzeyinden etkiyen 

zamana bağlı harmonik değişen dış kuvvet etkisinde zorlanmış titreşimi için silindirik 

boşluk civarında oluşan gerilme yayılımının incelenmesi 

olarak verilebilir.  Ele alınan her bir problem için matematiksel formülasyon, sonlu 

eleman modellemesi, LEÜBET çerçevesinde ve üç boyutlu sonlu elemanlar 

modellemesi yardımıyla yapılmıştır. Ayrıca sayısal sonuçların karşılaştırılmasında, 

yapıda silindirik boşluk olmaması veya dairesel kesit alanlı silindirik boşluğun olması 

durumlarının her biri için de matematiksel modelleme, sonlu eleman formülasyonu ve 

sayısal çözümler için gerekli algoritma ve bilgisayar programları da ayrıca (yeniden) 

yapılmıştır. Belirtelim ki, ele alınan sınır değer problemlerinin iki aşamalı çözümündeki 

her bir aşamasına ait sayısal çözüm için aynı sonlu eleman ağı kullanılmıştır. Buna göre 

çözüm bölgesinin ayrıklaştırılmasında, silindirik boşluk civarında 6 düğüm noktalı (NOD) 
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eğri yüzeye sahip üçgen prizmatik sonlu elemanlar, geri kalan kısımda standart 8 nodlu 

dikdörtgen prizmatik sonlu elemanlar kullanılmıştır. Sonlu elemanlar üzerindeki sayısal 

hesaplamaların yapılmasında, üçgen prizmatik sonlu elemanlar için “hacim 

koordinatları”, dikdörtgen prizmatik sonlu elemanlar için “normalize edilmiş 

koordinatlar” kullanılmıştır (Zienkiewicz ve Taylor [78]). Ayrıca sayısal integral 

hesaplamaları için Gauss Karelemesi (Gauss Quadrature) metodu 10 gauss noktası 

kullanılarak yapılmıştır.  

1.3 Orijinal Katkı 

Bu çalışma, köşeleri yuvarlatılmış dikdörtgen kesit alanlı silindirik boşluk içeren 

kompozit malzemeden yapılmış öngerilmeli kalın plağın statik ve dinamik davranışına, 

çeşitli geometrik ve malzeme parametreleri ile silindirik boşluk ve öngerilmenin 

etkisinin, üç boyutlu elastisite teorisinin lineer olmayan kesin denklemleri çerçevesinde 

modellenmesini ve modellenen bu sınırdeğer problemlerinin üç boyutlu sonlu 

elemanlar formülasyonu yardımıyla sayısal olarak çözümünü içermektedir. 

Mühendislik uygulamalarında boşluk içeren yapı elemanları ile sıkça karşılaşılmaktadır. 

Örneğin yapılarda pencere, kapı vb. gibi delikler veya tüneller, tüp geçitler, içerisinden 

tüp geçirilen her türlü yapılar ele alınan problemlere örnek teşkil etmektedir. Çeşitli 

statik veya dinamik yükleme altında, belirtilen delik/boşlukların yapı elemanlarının 

statik veya dinamik davranışına etkileri, mühendisliğin klasik problemlerindendir. Bu 

konuda pek çok çalışma yapılmış ve yapılmaktadır. Teknolojik gelişmelere bağlı olarak, 

uygulamada kullanılan yapı elemanlarının çeşitlenmesi, yeni malzemelerin üretilmesi 

veya yeni çözüm tekniklerinin geliştirilmesi, belirtilen problemlerin çeşitliliğini ve 

adedini daha da artırmıştır. Literatürdeki mevcut çalışmalar incelendiğinde, bu 

çalışmaların yapı elemanının boyutuna (sonlu/sonsuz), boşluğun geometrik formuna 

(daire, elips vb.), yapı elemanının mekanik özelliğine (izotrop/anizotrop), problemin 

matematiksel modelinde kullanılan teoriye (çeşitli yaklaşık teoriler), çözüm tekniğine 

(çeşitli sayısal ve analitik çözüm yöntemleri) ve yapı elemanın başlangıç/doğal 

durumunda ön-etkilerin var olmasına göre çeşitli gruplara ayrılabilir. Yapılan bütün 

araştırmalar delik civarında daha hassas ve gerçeğe yakın sayısal büyüklüklerin, 
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belirlenmesi ihtiyacından doğmaktadır. Bu konuda kapsamlı ilk çalışmalardan biri Savin 

[9] tarafından yapılmıştır. Savin’den günümüze bu alanda pek çok araştırmacının 

çalışmaları mevcuttur. Bu alandaki araştırmalar göz önüne alındığında, delik veya 

boşluklar etrafında gerilme ve şekil değiştirme yayılımlarının gerçeğe daha yakın 

bulunabilmesi, problemin daha gerçekçi ve yeterli modellenmesini yani, kesin teoriler 

çerçevesinde üç boyutlu problem formülasyonunu gerektirmektedir. Ancak, literatürde 

mevcut 3 boyutlu problem formülasyonu çerçevesinde yapılan bir çok araştırmada, 

yaklaşık plak teorilerinin yoğun şekilde kullanıldığı görülmektedir. Ele alınan Tez’de, 

incelenen problemlerin formülasyonu elastisite teorisinin üç boyutlu lineer olmayan 

kesin denklemleri (hareket veya denge denklemleri) çerçevesinde yapıldığından, 

literatürdeki uygun pek çok çalışmaya göre önemli bir üstünlüğe sahiptir. 

Tezde ele alınan problemlerin diğer bir özelliği, ele alınan yapı elemanının öngerilmeli 

olmasıdır. Yani, esas yükleme yapılmadan önce, bu yapı elemanında iç gerilmelerin 

mevcut olması durumudur. Yapı elemanının doğal durumunda ve esas yükleme 

yapılmadan önce sahip olduğu bu gerilmelere, öngerilme adı verilmektedir. Yapı 

elemanı içerisindeki öngerilmeler çeşitli montaj kusurları veya teknolojik 

uyumsuzluklardan oluşabileceği gibi,  esas yüklemede avantaj sağlamak amacıyla isteğe 

bağlı olarak da oluşturulabilmektedir.   Öngerilmeli yapı elemanları çeşitli askeri araç-

gereçlerde, tıbbi cihazlarda, kaplamalarda, asma köprülerde vb. gibi pek çok sahada 

kullanım yeri bulmaktadır. Yapı elemanındaki öngerilmenin olumlu özelliklerinden 

faydalanabilmek için yapı içerisindeki öngerilmenin niceliği ve niteliği ile olayın 

sonucuna etkilerinin detaylı olarak öğrenilmesine büyük ihtiyaç vardır. Şimdiye kadar 

öngerilmeli yapı elemanları ile ilgili yapılan araştırmalar çoğunlukla deneysel 

çalışmalardır, teorik araştırmalar ise sınırlı sayıdadır. Bu araştırmalar yapı elemanının 

içerdiği öngerilmelerin, bu yapı elemanında ilave yüklemeden dolayı ortaya çıkan 

gerilme yayılımını doğrudan ve önemli ölçüde etkilediğini göstermektedir. Açıktır ki, 

öngerilmenin ilave yüklemeden dolayı yapıda oluşan gerilme yayılımına etkisi, her bir 

yüklemenin yapı içerisinde tek başına oluşturduğu etkilerin süperpozisyonu ile elde 

edilemez. Bu nedenle belirtilen etkilerin gözönüne alınabilmesi için bu problemlerin, 

Lineerize Edilmiş Üç Boyutlu Elastisite Teorisi gibi kesin teoriler çerçevesinde 

modellenmesine ihtiyaç vardır. Şimdiye kadar bu teori çerçevesinde yapılmış 
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çalışmaların sayısı çok kısıtlı ve iki boyutlu problemler ile sınırlıdır. Ele alınan çalışmada 

ise, belirtilen problemler, silindirik boşluk içeren anizotrop dikdörtgen kalın plaklar için 

geliştirilmiştir. Belirtelim ki, yapıda silindirik boşluğun bulunması, yapı içerisinde 

öngerilme yayılımını inhomojen yaptığından, bu yapı elemanında öngerilme yayılımının 

belirlenmesi de ilave çabaları gerektirmektedir.  

Yukarıda açıklanan ve Tezde ele alınan sınırdeğer problemlerinin çözümü sayısal olarak, 

üç boyutlu sonlu elemanlar modellemesi yardımıyla yapılmıştır. Sayısal çözümün 

gerektirdiği bütün algoritma ve bilgisayar programları tarafımızdan yapılmıştır. 

Dolayısıyla bu Tez çalışması, sadece ele alınan “özel” sınır değer problemleriyle değil 

aynı zamanda, günümüzde yaygın şekilde kullanılan sonlu elemanlar sayısal çözüm 

yönteminin öğrenilmesi ve ileri düzeyde başarı ile kullanılması açılarından da önemli bir 

bilgi birikimini kapsamaktadır. Buna göre Tez çerçevesinde gösterilen çabaların, sonlu 

elemanlar yönteminin üç boyutlu problemlere uygulanmasının gerektirdiği özel 

durumların öğrenilmesine ve sonraki çalışmalarda başarı ile kullanılabilmesine, bu 

alandaki bilgi birikimini önemli ölçüde artırarak, bundan sonra yapılacak araştırmalara 

da önemli katkılar sağlayabileceği öngörülmektedir. 

Yukarıda verilen açıklamalar neticesinde ele alınan Tez, içerdiği sınırdeğer problemleri, 

bu problemlerin üç boyutlu kesin teoriler çerçevesinde modellenmesi, yapısında 

köşeleri yuvarlatılmış dikdörtgen kesit alanlı silindirik boşluk içeren çok katlı-levhalı 

kompozit malzemeden yapılmış kalın plakların ele alınması ve üç boyutlu sonlu 

elemanlar modellemesi ve çözümünün kullanılması açılarından literatürde bu alandaki 

çalışmalara göre belirli açılardan üstünlüklere sahiptir.  Dolayısıyla Tezde ele alınan 

sınır değer problemlerine ait sayısal sonuçların, bu alanda literatürde mevcut birçok 

çalışmaya ait sayısal sonuçların niteliğinin ve niceliğinin belirlenmesinde, yaklaşık 

teorilerin hassasiyet mertebesinin tespit edilmesinde ve nihayet tasarım 

uygulamalarında kullanılabilecek önemli bir referans olabileceği öngörülmektedir. 

Ayrıca, yapısında silindirik boşluk bulunan öngerilmeli dikdörtgen kompozit kalın plak 

için ele alınan problemler, bu problemlerin modellenmesi, çözümü ve elde edilen 

sayısal sonuçlar belirtilen alanda ilk teşebbüsleri oluşturmaktadır.  
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BÖLÜM 2 

  LİNEERİZE EDİLMİŞ ÜÇ BOYUTLU ELASTİSİTE TEORİSİ 

Bu kısımda, Tez çerçevesinde ele alınan problemlerin matematiksel modellemesinde 

yararlanılan LEÜBET denklem ve bağıntıları verilecektir.    

2.1 Giriş 

Pek çok durumda, kompozit malzemelerden yapılmış yapı elemanlarına ait çeşitli sınır 

değer problemlerinin incelenmesi, Lineerize Edilmiş Üç Boyutlu Elastisite Teorisi 

(LEÜBET) yardımıyla yapılmaktadır. Şekil değiştiren katı cisimler mekaniğinin lineer 

olmayan denklem ve bağıntılarının lineerize edilmesiyle LEÜBET denklem ve bağıntıları 

bulunur. Sürekli Ortamlar Mekaniği açısından, bu teori çerçevesinde ele alınan 

problemlerin sonuçları en kesin sonuçlardır. Dolayısıyla, bu teori kullanılarak incelenen 

problemlerin sayısal sonuçları, literatürde yaklaşık teoriler vb. yardımıyla bulunan diğer 

uygun sayısal sonuçların kıyaslanmasında ve kesinlik derecesinin belirlenmesinde 

önemli bir referans olarak değerlendirilmektedir.  

LEÜBET denklem ve bağıntıları ilk olarak Southwell [79] tarafından, fiziksel yaklaşım 

yardımıyla elde edilmiş ve stabilite problemlerine uygulanmıştır. Ancak belirtilen 

çalışma, stabilite kaybı öncesi yapıdaki gerilme yayılımının homojen olması durumu için 

geçerlidir. Daha sonra, stabilite kaybı öncesi gerilmelerin homojen olmadığı durumlar 

için LEÜBET denklem ve bağıntıları Biezeno ve Hencky [80] tarafından geliştirilmiştir. 

Belirtilen denklemlerin, lineer olmayan elastisite teorisinin kesin denklemlerinin 

lineerize edilmesi yoluyla belirlenmesi, ilk kez Biot ([81], [82]) tarafından yapılmıştır. 

LEÜBET çerçevesinde pek çok mühendislik problemi, mekanik özellikleri zamandan 
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bağımsız olan kompozit malzemeden yapılmış yapı elemanları için Biot [83], Guz 

([84],[85]) v.d. tarafından çözülmüştür. Yapı elemanlarının malzemesinin zamana 

bağımlı olması durumunda, LEÜBET denklem ve bağıntılarının geliştirilmesi Akbarov vd. 

[86] ve öğrencileri tarafından yapılmış ve pek çok somut probleme uygulanmıştır.  

Akbarov ve öğrencileri tarafından geliştirilen yöntem, Biot [83], Guz ([85],[87]) ve diğer 

kaynaklarda açıklanan geleneksel lineerize etme yönteminden farklı, viskoelastisite 

teorisinin kesin geometrik nonlineer denklemlerinin “Sınır Formu Pertürbasyonu” 

yöntemi kullanılarak LEÜBET denklem ve bağıntılarının elde edilmesine dayanmaktadır.  

Guz ve Biot tarafından verilen LEÜBET çerçevesinde modelenen problemlerde yapının 

iki durumu göz önüne alınmaktadır. Bunlardan birincisi, başlangıçtaki (pertürbasyon 

almamış) durumu ve ikincisi, başlangıç durumuna göre pertürbasyon almış durumudur. 

Bu cisme olan etkilerin incelendiği statik veya dinamik durum “cismin durumu” olarak 

nitelendirilecektir. Dolayısıyla şekil değiştiren cisim için bu cismin son durumu; 

ilk/başlangıçtaki (pertürbe almamış) hali ile sonraki durumuna gelebilmek için aldığı 

pertürbasyonların toplamı olarak ifade edilebilir. Bu durumda cismin aldığı 

pertürbasyonların, başlangıç durumundaki uygun değerler ile karşılaştırıldığında küçük 

olduğu kabul edilmektedir. Buna göre başlangıç durumuna ait büyüklükler, diğer 

durumlardaki uygun büyüklüklerden ayrılabilmesi için üst indis (0) ile gösterilecektir. 

Eğer şekil değiştirmeden önceki ve sonraki hacimler arasındaki fark küçük ve ihmal 

edilebilirse, cismin başlangıçtaki hacmi ile pertürbe almış durumundaki hacmi, onun 

doğal durumundaki hacmine eşdeğer olarak alınabilir ve her bir durum için Lagrange 

koordinatları kullanılabilir. Genel halde her bir durumu temsil eden denklem ve 

bağıntılar Sürekli Ortamlar Mekaniği’nin lineer olmayan denklemleri ile formüle 

edilebilir. Pertürbasyonların küçük olduğu kabulü çerçevesinde, başlangıçtaki uygun 

değerler civarında cismin son durumunu temsil eden denklem ve bağıntılar lineerize 

edebilebilir. Bu sayede katı mekaniğinin lineerize denklemleri elde edilebilir. Belirtilen 

durum basit bir örnek üzerinde aşağıda verilmiştir.  Aşağıda verilen denklem Lagrange 

koordinatları ile yazılmış nonlineer katı cisimler mekaniğine ait bir denklem olsun. 

)x(fy                                                                                                                                      (2.1) 
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Cismin başlangıçtaki ve pertürbe almış her iki durumu Lagrange koordinatları ile 

yazılmış aşağıdaki bağıntılar ile verilmiş olsun;  

başlangıçtaki durumu 

)x(fy 00                                                                                                           (2.2) 

ve pertürbe almış durumu 

)xx(fyy 00                                                                                                                    (2.3) 

dir. (2.3)’de x ile y uygun büyüklüklerin pertürbasyonunu göstermektedir. 

Pertürbasyonların küçük olduğu kabulü altında, (2.3) denklemi ( 00 y,x ) durumu 

civarında lineerize edilirse 

0xx
00 dx

dfx)x(fyy








                                                                                                   (2.4) 

bulunur. (2.4) denkleminden başlangıçtaki duruma ait değerler (formül (2.2)) çıkarılırsa, 

cismin aldığı pertürbasyon 

0xxdx
dfx)x(fy









                                                                                                             (2.5) 

ile belirlenebilir. 

2.2 Lineer Olmayan Alan Denklemlerinin Lineerleştirilmesi: Guz ve Biot Yaklaşımı  

Bu kısımda, Tez kapsamında incelenecek problemlerin özel bir durumu için Guz ve Biot 

tarafından verilen LEÜBET denklemlerinin elde edilmesi detaylı olarak verilecektir. Tez 

kapsamında silindirik boşluk içeren anizotrop kalın plağın statik ve dinamik 

davranışlarına çeşitli geometri ve malzeme parametreleri ile öngerilmenin etkilerinin 

belirlenmesi öngörülmektedir. Ancak karşılaştırma maksadıyla tez çerçevesinde boşluk 

içermeyen kalın plaklara ait sayısal hesaplamalara da yer verilmiş olup bu kısımda, özel 

olarak boşluk içermeyen kalın plak (Şekil 2.1) için LEÜBET denklemlerinin elde edilmesi 

verilecektir. 
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Şekil 2.1 Plak geometrisi 

 

Şekil 2.2 Problemin lineerize edilmesinin şematik gösterilimi 

Buna göre; bütün yanal kenarlarından basit mesnetle tutturulmuş öngerilmeli 

malzemeden yapılmış kalın plağın, üst yüzeyine etki eden yoğunluğu p olan düzgün 

yayılı ilave yük etkisinde yapısında oluşan gerilme yayılımının belirlenmesine ait bir sınır 

değer probleminin incelenmesine yönelik matematiksel formülasyon LEÜBET 

çerçevesinde ele alınmış olsun. Belirtelim ki, ele alınan kalın plaktaki öngerilmelerin 

karşılıklı iki yan yüzeyinden, yoğunluğu q olan düzgün yayılı kuvvet etkisinde oluştuğu 

kabul edilmektedir. Bu kısımda basitlik olsun diye kalın plağın malzemesi izotrop 

homojen kabul edilmiştir. Ancak belirtelim ki, bu kısımda yapılacak işlemler genel olup, 

yapı elemanının malzemesinden bağımsızdır. Yukarıda da belirtildiği gibi cismin son 

hali, başlangıçtaki durumu ile son duruma gelmek için aldığı pertürbasyonların toplamı 

olarak ifade edilecektir (Şekil 2.2). Buna göre cismin başlangıç durumu, cismin 

öngerilmeli hali (karşılıklı iki kenarından düzgün yayılı kuvvet etkisindeki durumu) 

olarak, aldığı pertürbasyonlar ise üst yüzeyine etki eden düzgün yayılı ilave basınç yükü 

altında uygun büyüklüklerin aldığı artımlar olarak temsil edilecektir.  

Buna göre qp   koşulu altında verilen bu problem LEÜBET çerçevesinde 

matematiksel olarak modellenebilir. Dolayısıyla, lineer elastik izotrop homojen bir 

cisim için ele alınan dış kuvvetler etkisinde cismin “son durumunu” temsil eden 
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matematiksel model için geometrik lineer olmayan alan denklemleri, bünye 

denklemleri ve geometrik ilişkiler, 

   0u
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n
ijn
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
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n
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2



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2
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
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3333 ;0xn,3

n
3n3;0xn,1

n
1n3 

 
   i=1,2,3 

  321 x,x,x ,   33211 x0,hx0,x0                                      (2.6) 

şeklinde yazılabilir. (2.6)’da bilinen notasyonlar kullanılmıştır. Ayrıca (2.6)’da ij
j
i   

Kronecker sembolü, )(
x

)(
i

i, 



  ve ix  ‘ler Lagrange koordinatlarıdır.  

Guz’un çalışmalarında verildiği gibi, cismin ilave yükleme nedeniyle pertürbe almış son 

durumuna ait büyüklükler “üssü” sembolü ile, pertürbasyonlar üst indissiz ve başlangıç 

durumuna ait büyüklükler üst indis (0) ile gösterilsin. qp   olduğuna göre, 

)0(
ijij  , )0(

ijij  , )0(
ii uu                                                                              (2.7) 

eşitsizliklerinin sağlandığı kabul edilecektir. Buradan,  

 )0(
ijijij'  , )0(

ijijij'  , )0(
iii uu'u                                                          (2.8) 

yazılabilir. )0(
ij , )0(

ij ve )0(
iu  büyüklükleri için klasik lineer elastisite teorisinin alan 

denklemlerinin sağlandığı kabul edilecektir. Burada ij , ij  ve iu ’ler plağın üst 

yüzeyindeki yoğunluğu p olan ilave düzgün yayılı yüklemeden dolayı oluşan gerilme, 
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şekil değiştirme ve yer değiştirme tansörü bileşenlerini; )0(
ij , )0(

ij ve )0(
iu ’ler ise 

cismin başlangıçtaki (pertürbe almamış) durumuna ait gerilme, şekil değiştirme ve yer 

değiştirme tansörü bileşenlerini göstermektedir. (2.8) eşitlikleri (2.6) da kullanılırsa, 

    0uu
x

)0(
n,in,i

n
i

)0(
jnjn

j





,                                                                                   (2.9) 

bulunur. (2.9) denklemi düzenlenerek 
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                                (2.10) 

elde edilir. (2.7)’de verilen eşitsizlikler ile bazı mekaniksel görüşler ve katı cisim 

mekaniği de göz önüne alınarak, 1u )0(
n,i   kabulü ile n

i
)0(
n,i

n
i u   alınabilir. (2.10)’da 

n
i

)0(
n,i

n
i u   ve     0

x
u

x j

)0(
ij)0(

n,i
n
i

)0(
jn

j










 olduğu göz önüne alınırsa, (2.10) 

dan, 

  0uuu
x n,i

)0(
jn

)0(
n,ijnn,ijnij

j





                                                                     (2.11) 

elde edilir. (2.11)’de diğerlerine göre bir mertebe küçük olan terimler ihmal edilirse, 

   0uu
x n,i

)0(
jn

)0(
n,i

n
ijn

j





                                             (2.12) 

bulunur ve incelenen durumda n
i

)0(
n,i

n
i u   olduğu için, 

  0u
x n,i

)0(
jnjn

j





                                             (2.13) 

eşitliği elde edilir. (2.6)’nın ikinci eşitliğinde (2.8) ve yukarıdaki kabuller yardımıyla, 

 i,jj,iij uu
2
1

                                              (2.14) 

ile verilen lineerleştirilmiş geometrik ilgiler ve  
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ijijijij 2                                              (2.15) 

ile verilen Hooke kanunları uygun büyüklüğün pertürbasyonları için elde edilir. 

Belirtelim ki, burada basitlik için izotrop ortamlara ait olan Hooke kanunu verilmiştir. 

Ancak söylenenler genelleştirilmiş Hooke kanunu için de aynen geçerlidir. Ele alınan 

problemin birinci aşamadaki (bu aşamaya ait büyüklükler üst indis (0) ile temsil 

edilmiştir) ve ikinci aşamadaki (bu aşamaya ait büyüklükler üst indissiz olarak 

gösterilmiştir) alan denklemleri ve sınır koşulları ayrı ayrı aşağıda verilmiştir. 

1. aşama; Öngerilmelere ait alan denklemleri ve sınır koşulları  (Şekil 2.2) aşağıdaki 

gibidir.  
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2. aşama; 

  0u
x n,i

)0(
inji

j





, ijijkkij 2 , 























i

j

j

i
ij x

u

x
u

2
1

,  

0u
11 ;0x2  

; 0u
33 ;0x2  

    ,0uu
1111 ;0xn,3

)0(
n313;0xn,1

)0(
n111 

 
 

  2
ihxn,2

)0(
n2i2 pu

2



;   0u

0xn,2
)0(

n2i2
2




, 

    0uu
3333 ;0xn,3

)0(
n333;0xn,1

)0(
n131 

 
   i=1,2,3                                                (2.17) 

olarak elde edilir. 
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2.3 Nonlineer Alan Denklemlerinin Lineerleştirilmesi 

Bu kısımda, LEÜBET denklemleri, Biot [83], Guz ([85], [87]) ve diğer kaynaklarda 

açıklanan lineerize etme yöntemi ile değil, elastisite teorisinin kesin geometrik lineer 

olmayan denklemlerinden Akbarov vd. [86]’dakine benzer işlemlerle elde edilmesi, 

Şekil 2.2’ de verilen öngerilmeli kalın plak için çıkarılmıştır. Belirtelim ki, bu teoride de 

ilave yüklemeden oluşan pertürbasyonların, cismin başlangıç durumundaki uygun 

büyüklüklerin değerinden küçük olduğu kabulu olan (2.7) geçerliliğini korumaktadır. 

İncelemelerde yüklemeden önceki durumda kartezyen koordinatlar ile çakışan 

Lagrange koordinatları kullanılacaktır. 

Bu yöntemde, ele alınan problemin fiziksel yapısından veya matematiksel 

formülasyonundan elde edilebilecek olan küçük bir parametre göz önüne alınır. 

Stabilite problemlerinde bu küçük parametre, yapı elemanının başlangıçta sahip olduğu 

çok küçük eğintinin derecesini gösteren parametre (örneğin  ) olarak seçilmiş ve ilave 

dış kuvvet etkisinde yapı elemanının yüzeylerinin aldığı pertürbasyonlardan (sınır 

formu pertürbasyon yöntemi) yararlanılarak yöntem açıklanmıştır.  

Bu kısımda ele alınan problem için küçük parametrenin seçimi 

qp  veya qp   ve 10                                                                                         (2.18) 

olarak alınabilir. (2.6) ile verilen denklem ve bağıntılarda gerilme, şekil değiştirme ve 

yerdeğiştirme durumuna karşı gelen büyüklükler   parametresinin kuvvet serisi açılımı 

şeklinde,  

    





0m

)m(
i

)m(
ij

)m(
ij

m
iijij u;;u;;                                                                           (2.19) 

aranır. (2.19) ifadeleri (2.6)’ da yerine yazılır,   parametresinin kuvvetlerine göre 

gruplaştırılır ve aynı mertebeden olan m ’lerin katsayıları sıfıra eşitlenirse, herbir m  

için kapalı denklemler takımı yani, seri-sınır değer problemleri elde edilir. Anlaşılır 

olması açısından belirtilen seri-sınırdeğer problemlerinin içerdiği her bir sınırdeğer 

problemi, m ’deki m’nin değerine göre m=0 için “sıfırıncı sınır değer problemi 

(yaklaşım)”, m=1 için “birinci sınır değer problemi (yaklaşım)” vb. olarak 

isimlendirilecektir. Buna göre elde edilen her bir sınır değer problemi, kendisinden 
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önceki tüm yaklaşımlara ait büyüklükleri içermektedir. Belirtelim ki, bünye denklemleri 

lineer olduğundan, herbir m. yaklaşım için sağlanacaktır. (2.6)’ daki geometrik ilişkiler 

ve denge deklemleri non-lineer olduğundan, bunlardan m. yaklaşım için elde edilen 

herbir denkleme önceki yaklaşımlara ait büyüklükler de dahil olacaktır. Böylece 

Akbarov yaklaşımı ile (2.6) geometrik nonlineer sınır değer probleminin 

lineerleştirilmesi ile elde edilmiş olan seri-sınır değer problemlerine ait bazı yaklaşımlar 

aşağıda verilmiştir.  
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bulunur. 
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olur. (2.20) ve (2.21)’den görüldüğü gibi sıfırıncı yaklaşım için elde edilen sınır değer 

problemi nonlineer sınır değer problemidir. Birinci yaklaşım için elde edilen (2.22) ve 

(2.23) sınır değer problemi ise lineer problemdir. (2.20) denklemlerinde n
i

)0(
n,i

n
i u   

alınır ve küçük mertebeden büyüklükler yanında, daha küçük mertebeden büyüklükler 

ihmal edilirse Akbarov vd. [86] ile elde edilen (2.20) ve (2.21) ((2.22) ve (2.23)) sınır 

değer problemi Guz tarafından elde edilen (2.16) ((2.17)) sınır değer problemi ile 

çakışmaktadır. Dolayısıyla Akbarov vd. [86] tarafından önerilen sınır tipli pertürbasyon 

yöntemi yardımıyla elde edilen seri-sınır değer problemlerinin sıfırıncı ve birinci 

yaklaşımı Guz tarafından önerilen LEÜBET denklemleri ile çakışmaktadır. 2. ve daha 

sonraki yaklaşımlara ait olan denklem ve sınır koşulları genel biçimde aşağıdaki formda 

yazılabilir. 
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(2.24)-(2.26)’ ya dahil olan iq  ve iq  fonksiyonlarının ifadeleri çok büyük olduğundan 

burada verilmemiştir. Ancak, bu ifadelerin herbir yaklaşım için elde edilme kuralı 

yukarıda açıklandığı gibidir ve gerekli işlemler sonucunda kolayca elde edilebilir.  

Belirtelim ki, yukarıda verilen Guz yaklaşımına ait matematiksel model ile Akbarov 

tarafından önerilen seri-sınır değer problemlerinin ilk iki yaklaşımına ait matematiksel 

model üst üste çakışmaktadır. Dolayısıyla, ele alınan kalın plak için qp   veya 1  

için Guz tarafından önerilen (2.16) ve (2.17) veya Akbarov tarafından önerilen sıfırıncı 

yaklaşım ((2.20)-(2.21)) ve birinci yaklaşım ((2.22)-(2.23)) çerçevesinde problemlerin 

çözümü aynı sonucu verecektir. Akbarov yaklaşımında 2. ve daha sonraki yaklaşımlar 

yapıdaki gerilme/yer değiştirme yayılımını istenildiği kadar hassaslaştırılmasına imkan 

sağlayacağından, ele alınan problemlerde Kısım 2.2’deki 1  kısıtının, 1  ile yer 

değiştirilebilmesine imkan sağlar. Bu nedenle Akbarov’un önerdiği yöntem, özel 

durumda Guz ve diğerleri tarafından önerilen yöntemi kapsamakla birlikte, Guz ve 

diğerleri tarafından önerilen yöntemin çözemeyeceği problemlerin de çözülebilmesine 

imkan sağlayarak, çözülebilecek problem sınıfını genişletmiştir. 
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                                                                                                                                        BÖLÜM 3 

ÖNGERİLMELİ ANİZOTROP DİKDÖRTGEN KALIN PLAKTA GERİLME 

ANALİZİ 

Bu kısımda, öngerilmesiz/öngerilmeli anizotrop malzemeden yapılmış bütün yanal 

yüzeylerinden düşey doğrultuda yer değiştirme yapamayacak şekilde mesnetlenmiş, 

silindirik boşluk içeren (içermeyen) anizotrop kalın plağın eğilmesi durumunda, 

silindirik boşluk civarında oluşan gerilme yığılması ve bu gerilme yığılmasına çeşitli 

problem parametrelerinin etkisi incelenecektir. Ele alınan sınır değer problemleri kalın 

plağın silindirik boşluk içermesi/içermemesi ile yapı elemanının 

öngerilmeli/öngerilmesiz olması durumları için ayrı ayrı incelenecek ve sayısal sonuçlar 

verilecektir. Ancak bu kısımda, ele alınan sınır değer problemlerinden sadece silindirik 

boşluk içeren öngerilmeli anizotrop kalın plak için matematiksel model verilecektir. 

Diğer sınır değer problemlerine ait matematiksel model, bu problemin özel halleri 

olarak elde edilebildiğinden ayrıca verilmeyecektir.  

3.1 Problemin Matematiksel Modeli 

Bu kısımda yapısında silindirik boşluk bulunan öngerilmeli kalın plağın eğilmesi 

durumunda, silindirik boşluk civarında oluşan gerilme yığılması ele alınan sınır koşulları 

çerçevesinde incelenecektir. İncelenmesi öngörülen sınır değer problemine ait 

matematiksel formülasyon, LEÜBET (Kısım 2) çerçevesinde yapılmıştır. Yapı elemanının 

içerdiği silindirik boşluğun, köşeleri yuvarlatılmış dikdörtgen kesit alanlı olduğu kabul 

edilecektir (Şekil 3.1). Yapı elemanının öngerilmeli malzemeden yapıldığı kabul 

edildiğinden LEÜBET teorisine göre, ele alınan sınır değer problemi iki aşamada 

incelenecektir. Birinci aşamada karşılıklı iki kenarından etki eden düzgün yayılı normal 



25 

 

kuvvet etkisinde yapıda oluşan ön yer değiştirme ve ön gerilmeler belirlenecek daha 

sonra, bu ön etkilerin dahil olduğu LEÜBET denklemleri yardımıyla üst yüzeyinden etki 

eden ilave normal basınç kuvveti etkisinde yapıda oluşan yer değiştirme/gerilme 

yayılımları belirlenecektir. Her iki aşamaya ait matematiksel model aşağıda ayrı ayrı 

verilmiştir. Belirtelim ki, matematiksel formülasyonda birinci aşamaya ait büyüklükler 

üst indis (0), ikinci aşamaya ait büyüklükler üst indis (1) ile gösterilecektir.  

Öncelikle plağa bağlı koordinat takımları Şekil 3.1’de gösterilmektedir. 

 

Şekil 3. 1 Çözüm bölgesi 

Şekil 3.1’de verilen 321 xxOx  kartezyen koordinat sistemi ile 321 'x'x'x'o  kartezyen 

koordinat sistemi ve 321 'x'x'x'o  kartezyen koordinat sistemi ile z'o   silindirik 

koordinat sistemi arasındaki bağıntılar  

)R('xx E11   ; )Rh('xx A22  ; 333 '  xx                                                   (3.1) 

ve 

cos'1 rx  ; sin'2 rx                                                                                                        (3.2) 
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ile verilmektedir.  Dolayısıyla ele alınan sınır değer probleminin çözüm bölgesi;   

D'   

 33211 x0;hx0;x0    

  

2 2 2
1 E 2 A E 1 E

D 2 2 2
1 1 E 2 A 1 E 1 1 E

(x ( R)) (x (h R)) R x R;
;

x ( R) (x (h R)) R ( R) x

           
            

  

     
  

                                                                     







 33A2A x0;Rhxh   

            33A2AE11E x0;Rhxh);R(xR                     (3.3) 

dir. Buna göre; birinci aşamaya ait çözüm bölgesinde sağlanan denklem ve bağıntılar;  

0
x j

)0(
ij 




                           (3.4) 

)0()0( Dεσ                             (3.5) 

dir. (3.5) eşitliğinde aşağıdaki notasyonlar kabul edilmiştir. 
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Ayrıca, (3.5)’deki D matrisi, ele alınan yapı elemanının malzemesinin mekanik 

özelliklerini içeren matris olup, enine izotrop malzeme için 
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olur (Christensen [6]). Şekil değiştirme ve yer değiştirme bağıntıları; 
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ve birinci aşamaya ait sınır koşulları; 
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dır. (3.10)’da DS  yapı elemanının içerdiği silindirik boşluğun yüzeyini, jn  silindirik 

boşluk yüzeyine ait dış birim normalin bileşenlerini göstermektedir. 

İkinci aşamaya ait matematiksel model, aşağıda verilmiştir: 
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bünye denklemleri, geometrik ilgiler sırasıyla  
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 ve ikinci aşamaya ait sınır koşulları;  
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olarak verilebilir. Yukarıda verilen (3.4)-(3.14) denklem ve bağıntılarında m=0,1 için 

)m(
ij gerilme tansörü bileşenlerini; )m(

ij , şekil değiştirme tansörü bileşenlerini ve 

)m(
iu ’ler,  3,2,1j,i   yer değiştirme vektörü bileşenlerini göstermektedir. Buna göre 

ele alınan problemin birinci aşamasına ait matematiksel model (3.4)-(3.10) denklem 

takımı yardımıyla, ikinci aşamasına ait matematiksel model (3.11)-(3.14) denklem 

takımı yardımıyla verilebilir. Eğer ele alınan kalın plakta silindirik boşluk olmadığı kabul 

edilirse, bu durumda bu problemin matematiksel modeli; yukarıda verilen (3.4)-(3.10) 

birinci aşamaya ait sınır değer probleminde (3.10), ikinci aşamaya ait (3.11)-(3.14) sınır 

değer probleminde (3.14) sınır koşulunun ihmal edilmesi ve çözüm bölgesi  ’nün   

ile yer değiştirilmesi ile kolayca elde edilebilir (bakınız Kısım 2). Eğer öngerilmesiz yapı 

elemanı için aynı problemlerin matematiksel formülasyonu verilmek istenirse, bu 

durumda yukarıda verilen 1. aşamaya ait sınır değer problemi göz ardı edilmeli ve ikinci 

aşamaya ait sınır değer probleminin matematiksel formülasyonunda yer alan )0(
in ’ler 

sıfır olarak alınmalıdır.  

3.2   Ele Alınan Problemlerin Varyasyonel Formülasyonu 

Ele alınan problemlerin çözümünde yer değiştirme esaslı Sonlu Elemanlar Yöntemi 

(SEY) kullanılmıştır (Zienkiewicz ve Taylor [78]). Yani, sonlu eleman ayrıklaştırmasında 

nodlarda bilinmeyen olarak sadece yer değiştirmeler alınacaktır. Buna göre Kısım 

3.1’de verilen (3.4)-(3.10) problemi için 
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fonksiyoneli, (3.11)-(3.14) problemi için  
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(3.16)’da,  
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fonksiyonelleri ve Ritz tekniği yardımıyla sonlu eleman çözümü oluşturulacaktır. (3.15) 

ve (3.16)’da DS  silindirik boşluğun yüzeyini, qS  kalın plakta ön gerilmeleri oluşturan 

düzgün yayılı çekme kuvvetinin uygulandığı dış yüzeyleri ve pS  ilave dış kuvvetin etki 

ettiği plağın üst yüzeyini göstermektedir. Belirtelim ki, (3.15) ve (3.16) 

fonksiyonellerinin yer değiştirmelere göre birinci varyasyonunun sıfıra eşitliğinden 

sırasıyla (3.4) denge denklemleri ile (3.11) alan denklemleri ve gerilmelere göre verilen 

sınır koşulları elde edilir (Zienkiewicz ve Taylor [78]). Yani, (3.4)-(3.10) ((3.11)-(3.14)) 

sınır değer problemi )0( (3.15) ( )1(  (3.16)) fonksiyonelinin Euler denklemleridir. 

Belirtelim ki, yapıda silindirik boşluk olmaması durumunda yukarıda verilen )0(  ve 

)1(  fonksiyonellerinde çözüm bölgesi   ile yer değiştirilmeli ve bu iki fonksiyoneldeki 

son terim olan DS  üzerindeki yüzey integrali ihmal edilmelidir.  

3.3   Sonlu Elemanlar Formülasyonu 

Kısım (3.1)’de verilen her iki aşamaya ait sınır değer problemlerinin çözümü, Kısım (3.2) 

de verilen fonksiyoneller ve Ritz tekniği yardımıyla, yer değiştirme esaslı sonlu 

elemanlar yöntemi kullanılarak çözülecektir.  Yani, yukarıda verilen fonksiyonellerde 

aranan fonksiyon sadece yer değiştirme fonksiyonu olarak seçilecektir. Buna göre, 

çözüm bölgesi, sonlu adet alt bölgeye yani, sonlu elemana )(( k , k=1,2,…,M) 



30 

 

ayrıklaştırılır. Sonlu elemanlar, silindirik boşluk çevresinde 6 nodlu üçgen-prizmatik 

sonlu elemanlar, diğer kısımlarda 8 nodlu dikdörtgen-prizmatik sonlu elemanlar olarak 

seçilmiştir (Şekil 3.2).  

 

 

Şekil 3.2  Silindirik boşluk civarında sonlu eleman ağı. 

 

(a)                                                                 (b) 

Şekil.3.3  a) Dikdörtgen prizmatik ve b) Üçgen prizmatik sonlu elemanlarda nodların 
konumu ve nodların koordinatları 

Ele alınan dikdörtgen prizmatik sonlu (örnek) elemanın (Şekil 3.3a) nodlarında 

tanımlanan şekil fonksiyonlarının normalize edilmiş koordinatlardaki )'O(   ifadeleri; 
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     111
8
1

1N  ,             111
8
1

5N  

     111
8
1

2N  ,            111
8
1

6N  

     111
8
1

3N  ,             111
8
1

7N  

     111
8
1

4N  ,             111
8
1

8N                                          (3.18)                                   

dir (Demiriz [53]). 321 xxOx  koordinat takımı ile 'O  normalize edilmiş koordinat 

takımı arasında  




 101 xx
;  




 202 xx
;  




 303 xx
                                                                   (3.19)                       

ilişkileri sağlanmaktadır.  302010 ;; xxx  değerleri, 'OO  vektörünün 321 xxOx  koordinat 

sisteminde koordinat eksenleri üzerindeki bileşenlerini göstermektedir. 

Silindirik boşluk civarında üçgen prizmatik sonlu elemanlar seçilmiş olmasına rağmen, 

sayısal işlemler ve şekil fonksiyonlarının belirlenmesi üçgen piramit için daha kolay 

olduğundan, her bir üçgen prizmatik sonlu eleman üç adet alt üçgen piramit elemana 

bölünmüş ve her bir üçgen piramit sonlu eleman için gerekli işlemler 

gerçekleştirilmiştir. Buna göre örnek bir üçgen piramit sonlu eleman için 321 xxOx  

koordinat sistemine göre nodların koordinatları Şekil 3.4’de verilmiştir. Hacim 

içerisinde hareketli bir )x,x,x(p 321  noktası yardımıyla hacim koordinatları 

iL (i=1,2,3,4) için, 
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Şekil 3.4  Üçgen piramit sonlu eleman 

)k(

)k(
i)k(

i V

V
L                                                                                                                            (3.20) 

olur. (3.20)’de )k(V , k. üçgen piramidin hacmini göstermektedir. Örneğin i=2 seçilirse,  

)k(

)k(
2)k(

2 V

V
L  ,  

34333231

24232221

14131211)k(

xxxx
xxxx
xxxx
1111

6
1V  ; 

3433331

2423221

1413111)k(
2

xxxx
xxxx
xxxx
1111

6
1V                              (3.21) 

olur. (3.20) ve (3.21) ile verilen hacim koordinatları ( 4321 LLLL ) ile 321 xxOx  genel 

Kartezyen koordinat sistemi arasında 

4143132121111 LxLxLxLxx  ;  

2 21 1 22 2 23 3 24 4x x L x L x L x L    ;  

4343332321313 LxLxLxLxx  ; 

4321 LLLL1                                                                                                             (3.22) 
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bağıntıları vardır. Hacim koordinatları ile genel Kartezyen koordinatları arasındaki ilgi 

lineer olduğundan, dört nodlu üçgen piramit sonlu eleman için i. nodun şekil 

fonksiyonu, 

ii LN  , i=1,2,3,4                                                                                                                 (3.23) 

olur. Bu konuda daha detaylı bilgi Kısım 3.5.1’de verilecektir. 

Her iki aşamaya ait sınır değer problemlerinin sonlu eleman çözümünde aynı sonlu 

eleman ayrıklaştırması kullanılmıştır. Çözüm yöntemi gereği, her bir sonlu elemanda 

aranan yer değiştirme fonksiyonu polinom şeklinde kabul edilir. Bu fonksiyonun, 

nodlarda bilinmeyen değerler ile aynı nodlarda tanımlanan şekil fonksiyonları ile 

ifadesi; 

)()()( kkk aNu  ,    k=1,2,…,M                                                                                            (3.24) 

olarak seçilir. Burada (k)a , (k)N  ve  (k)u  matrisleri; 

 T(k)a  (k) (k) (k) (k) (k) (k) (k) (k) (k)
11 21 31 12 22 32 1p 2p 3pu , u , u , u , u , u ....., u ,u , u  

 (k)N

(k) (k) (k)
p1 2

(k) (k) (k)
p1 2

(k) (k) (k)
p1 2

N 0 0 N 0 0 ... N 0 0

0 N 0 0 N 0 ... 0 N 0

0 0 N 0 0 N ... 0 0 N

 
 
   
 
  

 

 T(k)u   (k) (k) (k)
1 2 3 1 2 3 1 2 31 2 3u x , x , x , u (x , x , x ), u (x , x , x )                                       (3.25) 

dır (Zienkiewicz ve Taylor [78], Akbarov ve Guz [7]). (3.24)’ de k  indisi uygun 

büyüklüklerin  k  sonlu elemanına ait olduğunu, )k(a vektörünün bileşenleri ise k  

elemanın nodlarındaki aranan yer değiştirmeleri göstermektedir. Ayrıca p alt indisi 

üçgen prizmatik (dikdörtgen prizmatik) sonlu elemanlar için 6 (8) değerini almaktadır. 

(3.24) ifadesi, birinci aşama için (3.15) fonksiyonelinde, ikinci aşama için (3.16) 

fonksiyonelinde yerine yazılır ve gerekli işlemler yapılırsa; 1. aşamaya ait problemin 

çözümü 
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)0()0()0( raK                                                                                                                       (3.26) 

denklem sisteminin çözümüne, 2. aşamaya ait problemin çözümü 

)1()1()1( raK                                                                                                                         (3.27) 

denklem sisteminin çözümüne indirgenir. (3.26) ve (3.27) eşitliklerinde )1()0( ,KK  

Rijidlik matrisi, )1()0( ,aa  nodlarda bilinmeyenleri içeren matris ve )1()0( ,rr  kuvvet 

veya sağ taraf matrisini göstermektedir (Zienkiewicz ve Taylor [78], Akbarov ve Guz 

[7]). 

(3.26) ve (3.27) cebrik denklem sistemlerinin çözümünden sırasıyla birinci ve ikinci 

aşamaya ait nodlarda yer değiştirme değerleri ve (3.24) yardımıyla bütün bölgede yer 

değiştirme fonksiyonları belirlenir. Ancak birinci aşamaya ait gerilmeler (yani, 

öngerilmeler), ikinci aşamada problemin formülasyonuna dahil olduğundan, birinci 

aşamada yapıda oluşan gerilme yayılımının belirlenmesi gerekmektedir. Gerilme 

yayılımlarının belirlenmesine ait formülasyon sonraki kısımda verilmiştir.  

3.4 Gerilmelerin Belirlenmesi 

Kısım 3.3’de birinci yaklaşım (ikinci yaklaşım) sonucunda bulunan yer değiştirme 

fonksiyonları (3.8) ((3.12)) bünye denklemlerinde yerine yazılarak gerilme fonksiyonları  

Dεσ                                                                                                                                      (3.28) 

formülünden elde edilir. (3.28)’de,  

   121323332211
T ,,,,, σ ,    121323332211

T ,,,,,                  (3.29) 

11 12 13

12 22 23

13 23 33

44

55

66

A A A 0 0 0
A A A 0 0 0
A A A 0 0 0

D
0 0 0 2A 0 0
0 0 0 0 2A 0
0 0 0 0 0 2A

 
 
 
 

  
 
 
 
  
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dir. (3.28)’deki D matrisi enine izotrop malzemeye ait mekanik sabitleri içermektedir. 

(3.28) formülü yardımıyla elde edilen gerilme fonksiyonları sonlu eleman sınırlarında 

süreksiz olurlar. Gerçek fiziksel duruma uygun gelmeyen bu durum, sonlu eleman 

formülasyonundan kaynaklanmaktadır. Yer değiştirme esaslı sonlu elemanlar yöntemi 

kullanıldığından, bütün bölgede yer değiştirme fonksiyonları 0C  sürekliliğine sahiptir. 

Dolayısıyla yer değiştirmelerin türevini içeren gerilme fonksiyonları, sonlu eleman 

sınırlarında süreksiz olurlar. Bu durumu ortadan kaldırmak için çeşitli sonlu eleman 

formülasyonları geliştirilmiştir. Bunlar: a) Karışık  sonlu  eleman  formülasyonu (Mixed  

finite  element  formulations (Zienkiewicz ve Taylor [78]), b) İki aşamalı karışık  sonlu  

eleman  formülasyonu (Hinton ve Campell [88],  Zienkiewicz ve Taylor [78]’dir.  İlk 

modellemede, her bir düğüm noktasında yer değiştirmelerin yanısıra gerilmelerde 

bilinmeyen olarak kabul edilir. Uygun işlemler ile bütün bölgede hem sürekli yer 

değiştirme hem de sürekli gerilme dağılımları birlikte bulunur.  İkinci tip modellemede 

ise;  yer değiştirmeler birinci aşamada bulunduktan sonra, (3.28) yardımıyla elde edilen 

ve eleman sınırlarında süreksiz olan gerilme dağılımlarının, bilinen işlemler dahilinde 

süreklileştirilmesi yoluna gidilir. Bu süreklileştirme işlemine varyasyonel iyileştirme 

(variotional recover) adı verilir (Hinton ve Campell [88], Zienkiewicz ve Taylor [78]). 

Tez kapsamında ikinci tip sonlu eleman formülasyonu kullanılmıştır. Şimdi yapılan 

süreklileştirme işlemlerini ele alalım. (3.28) ifadesi ile elde edilen gerilmeler ̂  ile 

gösterilsin. Daha sonra bütün düğüm noktalarında gerilme değerleri bilinmeyen 

alınarak, gerilme fonksiyonu için nodlarda bilinmeyen gerilmeler ve şekil fonksiyonları 

yardımıyla,  

σNσ σ                                                                                                                                  (3.30)  

burada,  

 121323332211
T ,,,,, σ ;  R321 ,...,,, σ ;  

 r12r13r23r33r22r11r ,,,,, σ , r=1,2,…,R                                                          (3.31)  

      yaklaşımı yapılır. (3.30) ifadesindeki N  şekil fonksiyonları matrisini, rσ  vektörünün 

bileşenleri r. düğüm noktasındaki aranan gerilmeleri ve R toplam düğüm noktası 
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adedini göstermektedir. Ele alınan sonlu elemanlar için N  aşağıdaki gibi yazılabilir. 

 )R()2()1( ,...,,   NNNN , 

   



















)k(

p
)k(

2
)k(

1

)k(
p

)k(
2

)k(
1

)k(
p

)k(
2

)k(
1T)k(T)k(

N00...N00N00

0N0...0N00N0

00N...00N00N

NN

                                                                                                                                                  (3.32) 

rσ  (r=1,2,…,R) vektörünün bileşenleri (yani, gerilme fonksiyonlarının düğüm 

noktalarındaki değerleri) en küçük kareler yöntemi kullanılarak elde edilir. Bu 

durumda,   

 


 dˆQ 2                                                                                                                 (3.33)  

fonksiyoneli ele alınır. Bu fonksiyonelde (3.28) ve (3.30) yerine yazılır ve bilinmeyenlere 

göre türev alınıp sıfıra eşitlenerek, rσ  vektörü bileşenleri için,  

0Q
ijr





, i;j=1,2,3; r=1,2,…,R                                                                                            (3.34) 

denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sistemi daha açık olarak yazılırsa 

 





 









 dd TT DεNNN                                                                                          (3.35) 

olur. (3.34) veya (3.35) denklemlerinin her bir gerilme fonksiyonu için çözülmesi ile 

düğüm noktalarındaki uygun gerilme değerleri ve (3.30) yardımıyla da bütün bölgede 

sürekli gerilme fonksiyonları elde edilir. 

Belirtelim ki, (3.28)-(3.35) formülasyonu yardımıyla, ele alınan ön gerilmeli kalın plak 

probleminin birinci aşamasına ait sürekli ön gerilme yayılımları elde edilmiş olunur. Bu 

ön gerilmeler problemin “ikinci aşama” formülasyonunda yani, ilave yüklemeden 

dolayı yapıda oluşan yer değiştirmelerin bulunması problemine ait formülasyonda 

kullanılır. İkinci aşamanın da sonlu elemanlar yöntemi yardımıyla çözülmesi sonucunda 

bütün bölgede yer değiştirme yayılımı belirlenir. Ancak silindirik boşluk civarında 
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gerilme yığılmasının incelenmesi durumunda, ikinci aşama için (3.28)-(3.35) 

işlemlerinin tekrarlanması ile belirlenebilen Kartezyen koordinatlardaki gerilme 

bileşenleri yerine daha anlaşılır olması açısından silindirik koordinatlardaki gerilme 

bileşenleri kullanılmıştır. Silindirik koordinatlardaki gerilme bileşenlerinin belirlenmesi 

ve özellikleri Kısım 3.5.2’de ele alınmıştır. 

3.5 Sonlu Elemanlar Yöntemi Kullanımının Ele alınan Araştırmadaki Bazı Özellikleri 

Bu kısımda, Tez kapsamında ele alınan sınır değer problemlerine ait bazı özel durumlar 

açıklanacaktır. Bu özel durumlar aşağıda başlıklar halinde sıralanmış ve detaylı olarak 

verilmiştir. 

3.5.1 Üçgen Prizmatik Sonlu Elemanlar Üzerindeki Sayısal İşlemler 

Ele alınan yapı elemanında köşeleri yuvarlatılmış dikdörtgen kesit alanlı silindirik 

boşluğun olduğu kabul edilmektedir. Bu silindirik boşluğun yuvarlatılmış köşeleri 

civarında sonlu eleman seçimi, yapı elemanının geri kalanının ayrıklaştırılmasında 

kullanılan sonlu elemanlardan farklı alınmıştır. Bu farklılık sayısal işlemlerde de ilave 

zorluklara yol açmaktadır.  

Ele alınan problem için silindirik boşluk civarında üçgen prizmatik sonlu elemanlar 

seçilmiştir (Şekil 3.2). Ancak üçgen prizmatik sonlu elemanların nodlarında şekil 

fonksiyonunun belirlenmesi ve üzerinde sayısal işlemler yapılması çeşitli zorluklar 

içermektedir. Literatürde seçilen bu sonlu elemanlar için düzlemde “alan 

koordinatları”, hacim için “hacim koordinatları” adı verilen bir koordinat sistemi 

kullanılmaktadır. Bu koordinat sisteminin kullanımı ve üzerinde sayısal işlemlerin 

yapılması üçgen piramit sonlu elemanlar için daha kolay ve kullanımı yaygındır. Bu 

nedenle silindirik boşluk civarında üçgen prizma şeklinde seçilen her bir sonlu eleman, 

tekrar 3 adet (alt (A), üst (U), orta (O)) alt piramit sonlu elemana ayrılmıştır. Bu 

ayrıklaştırma ve alt üçgen piramit sonlu elemanlar şematik olarak Şekil 3.5’de 

gösterilmektedir. Bu ayrıklaştırma sonucunda her bir alt üçgen piramit sonlu eleman 

için nodlarda şekil fonksiyonlarının belirlenmesi hacim koordinatları yardımıyla (3.20)-

(3.23)’de verildiği gibi yapılmıştır. Hacim koordinatları ile genel Kartezyen koordinatlar 

arasındaki ilişki (3.22)’de verilmektedir. 
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Silindirik boşluk civarında alınan üçgen prizmatik sonlu elemanlar üzerindeki 

integraller, her bir sonlu elemanın tekrar 3 adet piramit elemana ayrılmasından dolayı, 

bu piramitler üzerindeki integrallerin hesaplanmasını gerektirmektedir. Bu integraller 

iL (i=1,2,3, ve 4) hacim koordinatları bileşenleri, (a,b,c,d) bu bileşenlerin dereceleri ve 

V seçilen piramitin hacmi olmak üzere, 

 


V

d
4

c
3

b
2

a
1 V6

)!3dcba(
!d!c!b!adxdydzLLLL                                                                  (3.36) 

formülü yardımıyla hesaplanmaktadır (Zienkiewicz ve Taylor [78]). 

O
Ü

A

O

Ü

A

 

Şekil 3.5 Üçgen prizmatik elemanların alt üçgen piramit sonlu elemanlara ayrılması. 

3.5.2 Silindirik Koordinatlarda Gerilme Bileşenlerinin Belirlenmesi 

Bu kısımda silindirik koordinatlar ve kartezyen koordinatlar arasındaki ilgiden silindirik 

koordinatlarda gerilme bileşenleri belirlenecektir. Şekil 3.6’da verilen 321 xxOx  ile 

zOr  koordinat sistemleri arasındaki dönüşüm 



39 

 

 cosrx1 ,  sinrx2 , zx3                                                                                          (3.37)                                                                  

veya  

2
2

2
1 xxr  , 

1

2
x
xarctan , 3xz                                                                                 (3.38) 

olur. 

 

Şekil 3.6 Silindirik koordinatlar. 

 İki koordinat sistemi birim vektörleri arasında, 

 esinecosi r


                       

 ecosesinj r


            

zek


                                                                                                                                       (3.39)   

veya 

jsinicoser


  

jcosisine


  
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kez


                                                                                                                                     (3.40) 

ilişkileri mevcuttur. Yüzey üzerindeki keyfi bir noktanın her iki koordinat sistemindeki 

bileşenleri cinsinden yer değiştirme vektörü 

zzrr321 eueueukujuiuu


                                                                      (3.41) 

dür. (3.41)’de, (3.37)-(3.40) göz önüne alınırsa, yer değiştirme vektörü bileşenleri için 

 usinucosu r1  

 ucosusinu r2  

z3 uu                                                                                                                                     (3.42) 

veya 

21r usinucosu   

21 ucosusinu   

3z uu                                                                                                                                     (3.43) 

bulunur. (3.42) ((3.43)) bağıntıları, kartezyen koordinatlarda (silindirik koordinatlarda) 

yer değiştirme vektörü bileşenlerinin, silindirik (kartezyen) koordinatlardaki bileşenler 

ile ifadesini göstermektedir. Silindirik koordinatlarda şekil değiştirme tansörü 
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ve gerilme tansörü bileşenleri 
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eşitliklerinden belirlenebilir. 

3.5.3 Sınır Koşullarının Yakınsaklığa Etkisi 

Tez çerçevesinde ele alınan problemlerin sayısal çözümünün belirlenmesinde 

tarafımızdan yapılan sonlu eleman formülasyonu, algoritma ve programların 

doğruluğunun kanıtlanması gerekmektedir. Bu amaçla Tez çerçevesinde elde edilen 

sayısal sonuçların özel durumda (yani, bazı parametre değerlerinde), literatürdeki 

uygun düzlem gerilme/düzlem şekil değiştirme durumlarına ait problemlerin sayısal 

sonuçlarına yaklaşması büyük önem taşımaktadır. Bu kapsamda ele alınan bazı sınır 

koşulları çerçevesinde, yapısında süreksizlik bulunmayan kalın plak (Şekil 2.1) için 

belirtilen yaklaşımın sağlanması araştırılmıştır. Bunun için 3Ox  doğrultusundaki plak 

uzunluğu ( 3 ) çok çok büyültülerek, düzlem şekil değiştirme durumundaki uygun 

problem sonuçlarına yaklaşım test edilmiştir. Ele alınan sınır koşulları için belirtilen 

etkinin durumu Çizelge 3.1’de listelenmiştir. 
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Çizelge 3.1 Test edilen sınır koşulları ve yakınsaklığın (etkinin) durumu. 

(S-Serbest; B-Basit mesnet; R-Rijid (Ankastre) Mesnet) 

 

1Ox  doğrultusundaki sınır 
koşulları 

3Ox  doğrultusundaki 

sınır koşulları 
 

Test 
No 0x1    

yüzeyi 

11x   

yüzeyi 

0x3   

yüzeyi 

33x   

yüzeyi 
 

Yakınsaklık 
durumu 

(etki) 
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Belirtelim ki, örnek test problemlerinde ele alınan kalın plağın farklı sınır koşulları için 

üst yüzeyine etkiyen düzgün yayılı basınç kuvveti etkisinde eğilmesi incelenmiştir. Diğer 

yüzeylerinden plağa herhangi bir kuvvet etki etmediği kabul edilmiştir (Şekil 2.1). Buna 

göre h;0x2   alt (taban) ve üst (tavan) yüzeylerindeki sınır ve yükleme koşulları bütün 

örneklerde aynı alınmıştır. 11 ;0x   ve 33 ;0x   kenar düzlemlerindeki sınır koşulları, 

sadece, farklı doğrultulardaki yüzey yer değiştirmelerinin serbest veya değerinin sıfır 

olması şeklinde çeşitlendirilmiştir. Her bir durum için gerekli bütün algoritma ve 

programlar ayrı ayrı tarafımızdan yapılmış, elde edilen sayısal sonuçlara göre neticeler 

Çizelge 3.1’de verilmiştir. Bu çizelgeye göre karşılıklı iki kenarından ( 11 ;0x  ) basit 

mesnetli (Test No 1) veya ankastre mesnetli (Test No 2 veya 5) kalın plak için, 

3 için düzlem şekil değiştirme durumundaki uygun sayısal değerlere yaklaşım 

sağlanamamıştır. Test No 3 ve Test No 4’de sırasıyla karşılıklı yanal yüzeylerinden basit-

basit mesnetle tutturulmuş ve basit-ankastre mesnetle tutturulmuş kalın plak için 

3  için düzlem şekil değiştirme durumundaki uygun sayısal sonuçlara yaklaşım 

sağlanabilmiştir. Bununla birlikte bütün yanal yüzeylerinden mesnetli olmasına karşın 

Test No 6’da, belirtilen yaklaşım sağlanamamıştır.  Çizelge 3.1’de yer almayan birkaç 

sınır koşulu varyasyonu daha denenmiş ve Tez çerçevesinde çözümü öngörülen sınır 

değer problemlerindeki sınır koşullarının belirlenmesi, Çizelge 3.1’de veriler ve 

belirtilen etkinin sağlandığı durumlar göz önünde bulundurularak yapılmıştır .  

3.6   Sayısal Sonuçlar ve Değerlendirme 

Ele alınan şerit-levhanın, 0x 2   düzlemine paralel olacak şekilde üst üste yerleştirilmiş 

ve birbirini tekrar eden iki izotrop levhadan oluşan çok katlı kompozit malzeme olduğu 

kabul edilmektedir. Çok katlı kompozit malzemenin bileşenlerinden güçlendirici 

malzemeye ait büyüklükler alt indis (2), matris malzemesine ait büyüklükler alt indis (1) 

ile temsil edilmektedir. Buna göre, k  Lamé sabitleri; k  kayma modülleri; kE  

Elastisite Modülü; k  Poisson oranı; k  güçlendirici ve matris malzemelerinin 

kompozit içerisindeki hacim oranlarıdır (k=1,2). (3.7)’de verilen D matrisinin 

elemanları ijA ’ler, çok katlı kompozit malzemeye ait normalize edilmiş mekanik 

sabitlerdir (Christensen [6]). ijA  sabitlerinin açık ifadeleri, 
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


 AA ,    221155  A                                                             (3.46) 

dir. Sayısal çözümlerde, 3.02312  , 5.021  alınmış, diğer parametre 

değerleri şekiller üzerinde verilmektedir.  

Bu kısımda yapıda silindirik boşluk olması durumunda, öngerilmeli malzemeden 

yapılmış kalın plağın, dış kuvvetler etkisinde içerdiği delik civarında oluşan gerilme 

yığılmalarına çeşitli malzeme ve geometrik parametreler ile öngerilmenin etkisini 

gösteren sayısal sonuçlar verilecektir. Ele alınan problemlerin çözümü, yapı elemanı ve 

yüklemenin 2/1x 11   ve 2/1x 33  ’ye göre simetrik olmasından yararlanılarak 

çeyrek (1/4) bölge için yapılmıştır. Bu bölge (Şekil 3.1) 1Ox  doğrultusunda N=30 , 3Ox  

doğrultusunda NZ=40 ve 2Ox  doğrultusunda M=12 dikdörtgen prizmatik sonlu eleman 

ve silindirik boşluk etrafında bir katmanda 16 üçgen prizmatik sonlu eleman olacak 

şekilde toplam, 13.440 dikdörtgen prizmatik, 640 üçgen prizmatik sonlu elemana 

ayrıklaştırılmıştır (Şekil 3.2). Ele alınan durumda sonlu eleman modellemesi 16.605 

düğüm noktası (nod) ve 49.282 serbestlik derecesi (NDOF) içermektedir. Belirtelim ki, 

çözüm bölgesinin sonlu eleman ayrıklaştırması, pek çok sonlu eleman ağı için bulunan 

değerlerin literatürdeki uygun değerlere en iyi yaklaşımının sağlandığı sonlu eleman ağı 

arasından seçilmiştir.  

Şekiller üzerinde silindirik koordinatlardaki yerdeğiştirme bileşenleri olan sırasıyla Or, 
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O  ve Oz doğrultularındaki ru , u  ve zu  değerleri verilmiştir. Bu yerdeğiştirme 

bileşenlerine kartezyen koordinatlarda 321 u,u,u  değerleri karşılık gelmektedir. Bu 

değerlerin boyutsuz ifadeleri 

1

11
p

uEu


 , 
1

21
p

uEv


 , 
131

31
p

uEw


                                                                                    (3.47) 

şeklindedir.  (3.47)’de 1E  matris malzemesinin Elastisite modülü, p, kalın plağın üst 

yüzeyinden etki eden düzgün yayılı basınç yükünün yoğunluğu, 1  kalın plağın 

1Ox doğrultusundaki uzunluğu, 1331  ’dir. Bu kısımda verilen bütün grafikler 

silindirik boşluğun sınırında yani, 
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                                                                                                                                                  (3.48) 

için elde edilmiştir. Diğer parametre değerleri şekiller üzerinde verilmiştir.  

Şekil 3.7’de kalın plağın izotrop  1EE 12   ve anizotrop  10EE 12   olması 

durumlarında öngerilmenin silindirik boşluk civarındaki p  gerilmesi yayılımına 

etkisi bazı parametre değerleri için verilmektedir. Grafikten görüldüğü üzere her iki 

durum için öngerilmenin yoğunluğu  1Eq  arttıkça, boşluk civarında p  gerilme 

yayılımının şiddeti 45  için mutlak değerce düşerken, 45  için mutlak 

değerce artmaktadır. Bununla beraber yüklemeye yakın olan bölgedeki )(   p  

değerleri, uzak olan bölgedeki gerilme değerlerinden mutlak değerce büyüktür ve 

p  gerilmesi mutlak değerce en büyük değerini 43 ’de almaktadır. 2 1E E  

oranı, silindirik boşluk civarındaki gerilme yayılımını düşürmektedir.  

 



46 

 

0 2 4 6

-60

-40

-20

0

q/E1=0.000
q/E1=0.001
q/E1=0.005
q/E1=0.010

p



b/R=23.111

h/1=0.1
hU/R=hA/R=5
R/1=0.00416

 

(a) 
0 2 4 6

-40

-30

-20

-10

0

q/E1=0.000
q/E1=0.001
q/E1=0.005
q/E1=0.010



p

b/R=23.111

h/1=0.1
hU/R=hA/R=5
R/1=0.00416

 

(b) 

Şekil 3.7 a) 1EE 12   durumu; b) 01EE 12   durumu için 1Eq değişiminin bazı 

parametre değerlerinde p  gerilmesine etkisi. 

p  gerilmesinin çeyrek bölgedeki  21x0;21x0 3311    silindirik 

boşluk için silindirik boşluk yüzeyindeki tüm yayılımı Şekil 3.8’de verilmektedir.  Şekilde 

görülen ön yüz 1x 33  , arka yüz 21x 33   düzlemlerini, sol yanal yüz  

R
R2harctan

E

A


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

 

ve sağ yanal yüz  

R
harctan

E

A





  

düzlemlerini göstermektedir. Ön yüz yani, 1x 33   düzlemi aynı zamanda basit 

mesnet sınır koşulu ile tutturulmuş kenardır. Bu kenarda p  gerilmesi değerleri 

genel olarak pozitiftir. Bu kenardan arkaya doğru ilerledikçe p  gerilmesi negatif 

değerler almakta ve mutlak değerce şiddeti büyümektedir. p  gerilmesi mutlak 

değerce en büyük değerini 21x 33   kesitinde aldığı Şekil 3.8’den görülmektedir. 

Belirtelim ki, Şekil 3.7’deki grafikler, Şekil 3.8’deki yüzey grafiğinin 21x 33   

kesitinde elde edilmişlerdir.  



47 

 

Şekil 3.9, Şekil 3.11 ve Şekil 3.13’de kalın plağın izotrop  1EE 12   ve anizotrop 

 10EE 12   olması durumlarında öngerilmenin silindirik boşluk civarındaki sırasıyla 

ru , u  ve zu  yer değiştirmesi yayılımlarına etkisi bazı parametre değerleri için 

verilmektedir. Grafiklerden görüldüğü üzere her iki durum için (izotrop ve anizotrop) 

silindirik boşluk yüzeyinde bütün yer değiştirme değerleri, öngerilmenin  1Eq  

yoğunluğu arttıkça mutlak değerce düşmektedir. Silindirik boşluk civarındaki yer 

değiştirme grafiklerinden zu  yer değiştirmesinin değerleri diğer yerdeğiştirme 

değerlerine göre çok küçüktür (Şekil 3.13). Her üç yer değiştirmenin silindirik boşluk 

yüzeyindeki yüzeysel yayılımları Şekil 3.10, Şekil 3.12 ve Şekil 3.14’de verilmiştir.  
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Şekil 3.8 p  gerilmesinin silindirik boşluk yüzeyindeki genel yayılımı. 
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(b) 

Şekil 3.9 a) 1EE 12   durumu; b) 01EE 12   durumu için 1Eq değişiminin bazı 
parametre değerlerinde ru  yer değiştirmesine etkisi. 
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Şekil 3.10 ru  yer değiştirmesinin silindirik boşluk yüzeyindeki genel yayılımı. 
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 (a) 
0 2 4 6

-20

-10

0

10

q/E1=0.000
q/E1=0.001
q/E1=0.005
q/E1=0.010

u



b/R=23.111

h/1=0.1
hU/R=hA/R=5
R/1=0.00416

 (b) 

Şekil 3.11 a) 1EE 12   durumu; b) 01EE 12   durumu için 1Eq değişiminin bazı 

parametre değerlerinde u  yer değiştirmesine etkisi. 

-18
-16
-14
-12
-10
-8
-6
-4
-2
0
2
4
6
8
10
12

q/E1=0.000
E2/E1=10
b/R=23.111

h/1=0.1
hU/R=5
R/1=0.00416

u

 

Şekil 3.12 u  yer değiştirmesinin silindirik boşluk yüzeyindeki genel yayılımı. 
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0 2 4 6

-0.04

-0.02

0

0.02

q/E1=0.000
q/E1=0.001
q/E1=0.005
q/E1=0.010

uz



b/R=23.111

h/1=0.1
hU/R=hA/R=5
R/1=0.00416

   
(a) 

0 2 4 6

-0.01

0

0.01

q/E1=0.000
q/E1=0.001
q/E1=0.005
q/E1=0.010

uz



b/R=23.111

h/1=0.1
hU/R=hA/R=5
R/1=0.00416

 

(b) 

Şekil 3. 13 a) 1EE 12   durumu; b) 01EE 12   durumu için 1Eq değişiminin bazı parametre 
değerlerinde zu  yer değiştirmesine etkisi. 

-1.2
-1
-0.8

-0.6
-0.4
-0.2
-2.7755575615629E-016

0.2
0.4
0.6
0.8

uz

q/E1=0.000
E2/E1=10
b/R=23.111

h/1=0.1
hU/R=5
R/1=0.00416

 

Şekil 3.14 zu  yer değiştirmesinin silindirik boşluk yüzeyindeki genel yayılımı. 

Şekil 3.15’de izotrop (Şekil 3.15.a, Şekil 3.15.b) ve anizotrop (Şekil 3.15.c, Şekil 3.15.d) 

malzemeden hazırlamış silindirik boşluk içeren kalın plak için bazı parametre 

değerlerinde öngerilmesiz  0Eq 1   ve öngerilmeli  005.0Eq 1   durumda, 

silindirik boşluk sınırında p  gerilmesi yayılımına, silindirik boşluğun  1Ox  
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doğrultusundaki uzunluğunun değişiminin etkisi verilmektedir. Silindirik boşluğun 1Ox  

ekseni doğrultusundaki uzunluğu (b/R) dolayısıyla, boşluğun hacmi arttıkça gerilme 

yayılımı ele alınan kesitte mutlak değerce artmaktadır. Ancak Şekil 3.15’den görüldüğü 

üzere, yapıda öngerilmenin olması, öngerilme şiddetininin değerine bağlı olarak 

gerilme yayılımını önemli ölçüde düşürmektedir. Öngerilmenin gerilme şiddetini ne 

kadar düşürdüğü karşılaştırmalı olarak izotrop durum için Şekil 3.16’da verilmektedir.  

0 2 4 6

-150

-100

-50

0

b/R=44.222
b/R=35.777
b/R=31.555
b/R=23.111
b/R=14.666
b/R=10.444

p



q/E1=0

h/1=0.1
hU/R=hA/R=5
R/1=0.00416

 (a) 
0 2 4 6

-150

-100

-50

0

b/R=44.222
b/R=35.777
b/R=31.555
b/R=23.111
b/R=14.666
b/R=10.444

/p



q/E1=0.005

h/1=0.1
hU/R=hA/R=5
R/1=0.00416

 (b) 

 

0 2 4 6

-80

-40

0

b/R=44.222
b/R=35.777
b/R=31.555
b/R=23.111
b/R=14.666
b/R=10.444

/p



q/E1=0

h/1=0.1
hU/R=hA/R=5
R/1=0.00416

 
(c) 

 

0 2 4 6

-80

-40

0

b/R=44.222
b/R=35.777
b/R=31.555
b/R=23.111
b/R=14.666
b/R=10.444

/p



q/E1=0.005

h/1=0.1
hU/R=hA/R=5
R/1=0.00416

 
(d) 

Şekil 3.15 (a),(b) 1EE 12   durumu,   (c),(d) 01EE 12   durumu için 

R/b değişiminin bazı parametre değerlerinde p  gerilmesine etkisi. 
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0 2 4 6

-150

-100

-50

0

 b/R=44.222
 b/R=35.777
 b/R=31.555
 b/R=23.111
 b/R=14.666
 b/R=10.444

q/E1=0.000
q/E1=0.005

/p




h/1=0.1
hU/R=hA/R=5
R/1=0.00416

 

Şekil 3.16 0Eq 1   ve 005.0Eq 1   durumunda 1EE 12   için R/b değişiminin bazı 

parametre değerlerinde p  gerilmesine etkisi. 

Anizotrop durumda,  b/R parametresi değişiminin ru  ve zu  yer değiştirmesi yayılımına 

etkisi sırasıyla Şekil 3.17, Şekil 3.18’de öngerilmeli ve öngerilmesiz durumda 

verilmektedir. Şekil 3.17’den görüldüğü üzere 555.31R/b   için yer değiştirme 

yayılımlarının b/R parametre değişiminden çok etkilenmediği söylenebilir. 

0 2 4 6

-15

-10

-5

0

5

10

(1)

(6)

(1) b/R=44.222
(2) b/R=35.777
(3) b/R=31.555
(4) b/R=23.111
(5) b/R=14.666
(6) b/R=10.444

ur




h/1=0.1
E2/E1=10
hU/R=hA/R=5
R/1=0.00416

(1)

(6)

 
(a) 

0 2 4 6

-15

-10

-5

0

5

10

(1) b/R=44.222
(2) b/R=35.777
(3) b/R=31.555
(4) b/R=23.111
(5) b/R=14.666
(6) b/R=10.444

(1)

(1)

(6)

(6)


h/1=0.1
E2/E1=10
hU/R=hA/R=5
R/1=0.00416

ur



 
(b) 

Şekil 3.17 a) 0Eq 1  durumu; b) 005.0Eq 1  durumu için R/b değişiminin bazı 
parametre değerlerinde ru  yer değiştirmesine etkisi. 
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0 2 4 6

-0.04
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0.02

b/R=44.222
b/R=35.777
b/R=31.555
b/R=23.111
b/R=14.666
b/R=10.444
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

E2/E1=10

h/1=0.1
hU/R=hA/R=5
R/1=0.00416

 
(a) 

0 2 4 6

-0.04

-0.02

0

0.02

b/R=44.222
b/R=35.777
b/R=31.555
b/R=23.111
b/R=14.666
b/R=10.444

uz



E2/E1=10

h/1=0.1
hU/R=hA/R=5
R/1=0.00416

 
(b) 

Şekil 3.18 a) 0Eq 1   durumu; b) 005.0Eq 1   durumu için R/b değişiminin bazı parametre 
değerlerinde zu  yer değiştirmesine etkisi. 
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-40

-20
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E2/E1=1
E2/E1=5
E2/E1=10
E2/E1=20
E2/E1=50
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b/R=23.111

h/1=0.1
hU/R=hA/R=5
R/1=0.00416

 
(a) 
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-40
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E2/E1=1
E2/E1=5
E2/E1=10
E2/E1=20
E2/E1=50

/p



b/R=23.111

h/1=0.1
hU/R=hA/R=5
R/1=0.00416

 
(b) 

Şekil 3.19 a) 0Eq 1   durumu; b) 005.0Eq 1   durumu için 12 EE  değişiminin bazı parametre 

değerlerinde p  gerilmesine etkisi. 
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Şekil 3.19’da 2 1E E  oranı değişiminin p  gerilmesi yayılımına etkisi bazı 

parametre değerlerinde 0Eq 1   ve 005.0Eq 1   için verilmiştir. Şekillerden 

görüldüğü üzere 2 1E E  oranı arttıkça gerilme değerleri mutlak değerce önemli ölçüde 

düşmektedir. Aynı etki Şekil 3.20, Şekil 3.21 ve Şekil 3.22’de verilen sırasıyla ru , u  ve 

zu  yer değiştirme yayılımlarında da görülmektedir. Yani 12 EE değerinin artması ve 

öngerilmenin olması, silindirik boşluk yüzeyindeki gerilme ve yer değiştirme değerlerini 

düşürmektedir. Ayrıca 2 1E E  oranı arttıkça, öngerilmeli ve öngerilmesiz durumda elde 

edilen gerilme/yer değiştirme değerleri arasındaki fark azalmaktadır (Şekil 3.20). 

0 2 4 6

-40

0

40

q/E1=0.000

q/E1=0.005
 E2/E1=1
 E2/E1=5
 E2/E1=10
 E2/E1=20
 E2/E1=50
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

b/R=23.111

h/1=0.1
hU/R=hA/R=5
R/1=0.00416

 

Şekil 3.20 0Eq 1   durumu; b) 005.0Eq 1   durumu için 12 EE  değişiminin bazı 
parametre değerlerinde ru  yer değiştirmesine etkisi. 
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-40
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
h/1=0.1
hU/R=hA/R=5
R/1=0.00416

 
(a) 
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-40
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E2/E1=1
E2/E1=5
E2/E1=10
E2/E1=20
E2/E1=50
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

b/R=23.111

h/1=0.1
hU/R=hA/R=5
R/1=0.00416

 
(b) 

Şekil 3.21 a) 0Eq 1   durumu; b) 005.0Eq 1   durumu için 12 EE  değişiminin bazı 

parametre değerlerinde u  yer değiştirmesine etkisi. 
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-0.02
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E2/E1=1
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E2/E1=10
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

b/R=23.111

h/1=0.1
hU/R=hA/R=5
R/1=0.00416

 
(a) 
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E2/E1=1
E2/E1=5
E2/E1=10
E2/E1=20
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b/R=23.111

h/1=0.1
hU/R=hA/R=5
R/1=0.00416

 
(b) 

Şekil 3.22 a) 0Eq 1   durumu; b) 005.0Eq 1   durumu için 12 EE  değişiminin bazı 
parametre değerlerinde zu  yer değiştirmesine etkisi. 

Şekil 3.23-Şekil 3.27’de ele alınan malzeme parametre değerleri ile öngerilme değeri 

için yapıdaki silindirik boşluğun mevcut konumuna paralel kalacak şekilde, bütünüyle 

plağın üst yüzeyine yaklaştırılmasının (yani, RhU değerinin küçülmesi), ele alınan 

yükleme durumunda silindirik boşluk yüzeyinde oluşan gerilme ve yer değiştirme 
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yayılımına etkisi verilmiştir. Silindirik boşluğun kalın plağın üst yüzeyine yani, yükleme 

olan yüzeye yaklaştırılması, silindirik boşluk yüzeyindeki gerilme ve yer değiştirme 

değerlerini mutlak değerce önemli ölçüde artırmaktadır. 

0 2 4 6

-200

-150

-100

-50

0

E2/E1=1
E2/E1=10



  hU/R=5
  hU/R=4
  hU/R=3
  hU/R=2

/p

q/E1=0.005
b/R=23.111

h/1=0.1
R/1=0.00416

 

Şekil 3.23 1EE 12   ve 10EE 12   durumu için Rh U değişiminin bazı parametre 

değerlerinde p  gerilmesine etkisi. 

0 2 4 6

-160

-120

-80

-40

0

q/E1=0
q/E1=0.005

  hU/R=5
  hU/R=4
  hU/R=3 
  hU/R=2

/p



E2/E1=10
b/R=23.111

h/1=0.1
R/1=0.00416

 

Şekil 3.24 0Eq 1   ve 005.0Eq 1   durumu için Rh U değişiminin bazı parametre 

değerlerinde p  gerilmesine etkisi. 
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E2/E1=10
b/R=23.111

h/1=0.1
R/1=0.00416
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(3)
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u



(1) hU/R=5
(2) hU/R=4
(3) hU/R=3
(4) hU/R=2

 
(a) 

0 2 4 6

-40

-20

0

E2/E1=10
b/R=23.111

h/1=0.1
R/1=0.00416

(1)

(2)

(3)

(4)

u



(1) hU/R=5
(2) hU/R=4
(3) hU/R=3
(4) hU/R=2

 
(b) 

Şekil 3.26 a) 0Eq 1   durumu; b) 005.0Eq 1   durumu için Rh U değişiminin bazı 

parametre değerlerinde u  yer değiştirmesine etkisi. 
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10

(1)
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
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b/R=23.111

h/1=0.1
R/1=0.00416

 
(a) 0 2 4 6
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E2/E1=10
b/R=23.111

h/1=0.1
R/1=0.00416

(1) hU/R=5
(2) hU/R=4
(3) hU/R=3
(4) hU/R=2

(1)
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(3)

(4)

(4)
(3)

(2)
(1)

ur



 
(b) 

Şekil 3.25 a) 0Eq 1   durumu; b) 005.0Eq 1   durumu için Rh U değişiminin bazı 

parametre değerlerinde ru  yer değiştirmesine etkisi. 
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h/1=0.1
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(a) 
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b/R=23.111

h/1=0.1
R/1=0.00416

uz



 
(b) 

Şekil 3.27 a) 0Eq 1   durumu; b) 005.0Eq 1   durumu için Rh U değişiminin bazı parametre 

değerlerinde zu  yer değiştirmesine etkisi. 
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-40

-20
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b/R=23.111
h/1=0.1
E2/E1=1
hU/R=hA/R=5
R/1=0.00416
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

 31=6
 =4
 =3
 =2
 =1.5
 =1
 =0.8
 =0.6
 =0.4
 =0.2

 

(a) 
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b/R=23.111
h/1=0.1
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hU/R=hA/R=5
R/1=0.00416

 31=6
 =4
 =3
 =2
 =1.5
 =1
 =0.8
 =0.6
 =0.4
 =0.2

 

(b) 

Şekil 3.28 a) 0Eq 1  durumu; b) 005.0Eq 1   durumu ve 1EE 12   için 

1331  değişiminin bazı parametre değerlerinde p  gerilmesine etkisi. 
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 =2
 =1.5
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 =0.8
 =0.6
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 =1
 =0.8
 =0.6
 =0.4
 =0.2

 /p



 

(b) 

Şekil 3.29 a) 0Eq 1  durumu; b) 005.0Eq 1   durumu ve 01EE 12   için 

1331  değişiminin bazı parametre değerlerinde p  gerilmesine etkisi. 
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(b) 

Şekil 3.30 a) 0Eq 1  durumu; b) 005.0Eq 1   durumu ve 1EE 12   için 

1331  değişiminin bazı parametre değerlerinde ru  yer değiştirmesine etkisi. 



60 

 

0 2 4 6

-30

-20

-10

0

10

20

30

 31=6
 =4
 =3
 =2
 =1.5
 =1
 =0.8
 =0.6
 =0.4
 =0.2

b/R=23.111
h/1=0.1
E2/E1=10
hU/R=hA/R=5
R/1=0.00416

ur



 

(a) 

0 2 4 6

-20

0

20

 31=6
 =4
 =3
 =2
 =1.5
 =1
 =0.8
 =0.6
 =0.4
 =0.2

b/R=23.111
h/1=0.1
E2/E1=10
hU/R=hA/R=5
R/1=0.00416

ur



 

(b) 

Şekil 3.31 a) 0Eq 1  durumu; b) 005.0Eq 1   durumu ve 01EE 12   için 

1331  değişiminin bazı parametre değerlerinde ru  yer değiştirmesine etkisi. 
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(b) 

Şekil 3.32 a) 0Eq 1  durumu; b) 005.0Eq 1   durumu ve 1EE 12   için 

1331  değişiminin bazı parametre değerlerinde u  yer değiştirmesine etkisi. 
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(b) 

Şekil 3.33 a) 0Eq 1  durumu; b) 005.0Eq 1   durumu ve 01EE 12   için 

1331  değişiminin bazı parametre değerlerinde u  yer değiştirmesine etkisi. 

 

Şekil 3.28 -Şekil 3.33’da izotrop ( 1EE 12  ) / anizotrop ( 10EE 12  ) ve öngerilmesiz 

( 0.0Eq 1  ) / öngerilmeli ( 005.0Eq 1  ) durumlarında p  gerilmesi ile kutupsal 

yer değiştirme grafikleri, farklı 1331  parametre değerlerinde silindirik boşluğun 

ele alınan kesiti için verilmiştir. 1331   parametresinin değişimi, fiziksel anlam 

olarak ele alınan kalın plağın 3Ox  (veya Oz ) ekseni doğrultusundaki boyutunun 

değişimini göstermektedir. 1331   parametresinin değeri büyüdükçe (küçüldükçe), 

plağın belirtilen eksen doğrultusundaki uzunluğu büyümekte (küçülmekte)’dir. Buna 

göre bu parametre değişimi sonucunda düzlem şekil değiştirme ( 31 3 1 1    ) veya 

düzlem gerilme ( 31 3 1 1    ) durumlarında elde edilebilecek limit değerlere 

yaklaşım sağlanabilecektir. Bütün grafiklerde  1331   değerinin artması (azalması) 

ele alınan büyüklüğün değerini mutlak değerce arttırmakta (azaltmakta)’dır. 

1331   değeri büyüdükçe bütün şekillerdeki grafikler kendisine özgü belirli bir 

değere yakınsamakta olduğu belirlenmiş ancak, 1331   küçüldükçe böyle bir 

yakınsama tespit edilememiştir. Bunun sonucu olarak 1331   büyüdükçe ele 
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alınan büyüklüğün düzlem şekil değiştirmede elde edilebilecek uygun değere 

yakınsadığı ancak, 1331   küçüldükçe kalın plağın bütün yanal yüzeylerinden basit 

mesnetle tutturulması nedeniyle düzlem gerilme durumunun oluşmaması sebebiyle 

belirtilen yakınsamanın elde edilemediği belirlenmiştir. Aynı zamanda bu şekillerden 

kalın plağın boyutları arasındaki oranların 31 3 1 6     için düzlem şekil değiştirme 

varsayımını gerçeklediği belirlenmiş olunur.  
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BÖLÜM 4 

ÖNGERİLMELİ ANİZOTROP DİKDÖRTGEN KALIN PLAĞIN SERBEST 

TİTREŞİM ANALİZİ 

Bu bölümde, köşeleri yuvarlatılmış dikdörtgen kesit alanlı silindirik boşluk içeren 

öngerilmeli kalın plağın doğal titreşim frekanslarına, öngerilmenin etkisi incelenecektir. 

Ancak bu incelemeler, ele alınan kalın plağın üst yüzeyinde normal doğrultuda zamana 

göre periyodik değişen dış kuvvet etkisindeki zorlanmış titreşim problemi yardımıyla 

yapılacaktır. Kalın plağın üst yüzeyine etki eden dinamik yüklemeden doğan yer 

değiştirme/gerilme yayılışına yapıdaki öngerilme etki gösterdiğinden, bu etki yapıdaki 

öngerilmeye sebep olan yükleme ile ilave dış yüklemenin ayrı ayrı etkilerinin 

superpozisyonu ile belirlenememektedir. Bu nedenle bu problemin matematik modeli 

Lineerize Edilmiş Üç Boyutlu Elastisite Teorisi (LEÜBET) çerçevesinde yapılacaktır. 

Bölüm 2 ve Bölüm 3’de verildiği gibi çözüm iki aşamada belirlenecektir. I. Aşamada 

yapıda öngerilmenin yayılışı, ikinci aşamada; ele alınan kalın plağın doğal titreşimine 

birinci aşamada bulunan yapıdaki öngerilmelerin etkisi incelenecektir. Belirtelim ki, ele 

alınan sınır değer problemine ait aşağıda verilen matematiksel modellemede; birinci 

aşamaya ait büyüklükler üst indis (0), ikinci aşamaya ait büyüklükler üst indis (1) ile 

gösterilecektir. 

4.1 Problemin Matematiksel Modeli 

Bu kısımda yapısında silindirik boşluk bulunan öngerilmeli malzemeden yapılmış kalın 

plağın serbest titreşimi, ele alınan sınır koşulları çerçevesinde incelenecektir. 

İncelenmesi öngörülen sınır değer problemine ait matematiksel formülasyon LEÜBET 

(Kısım 2) çerçevesinde yapılmıştır. Yapı elemanının içerdiği silindirik boşluğun, köşeleri 
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yuvarlatılmış dikdörtgen kesit alanlı olduğu kabul edilecektir (Şekil 3.1). Ele alınan 

problemin çözüm bölgesi   (3.3)’dür. Bu bölgede sağlanan alan denklemleri, bünye 

denklemleri, geometrik ilgiler ve sınır koşulları aşağıda, her bir aşama için ayrı ayrı 

verilmiştir. 

Yapıda öngerilme yayılımının belirlenmesi problemine (birinci aşamaya) ait çözüm 

bölgesinde sağlanan denge ve bünye denklemleri;  

0
x j

)0(
ij 




                           (4.1) 

)0()0( Dεσ                             (4.2) 

dir. (4.2) eşitliğinde aşağıdaki notasyonlar kabul edilmiştir. 
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                                                                                                                                                    (4.3)                                            

Ayrıca, (4.2)’deki D matrisi, ele alınan yapı elemanının malzemesinin mekanik 

özelliklerini içeren matris olup, enine izotrop malzeme için 
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olur (Christensen [6]). Şekil değiştirme ve yer değiştirme bağıntıları; 
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ve birinci aşamaya ait sınır koşulları; 
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0n
DSj

)0(
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dır. (4.7)’de, DS  yapı elemanının içerdiği silindirik boşluğun yüzeyini, jn  silindirik 

boşluk yüzeyine ait dış birim normalin bileşenlerini göstermektedir.  

İkinci aşamaya ait matematiksel model, aşağıda verilmiştir. 

Çözüm bölgesinde sağlanan alan denklemleri, bünye denklemleri ve geometrik ilgiler 

sırasıyla, 
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 ve ikinci aşamaya ait sınır koşulları;  
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olarak verilebilir. Yukarıda verilen (4.1)-(4.12) denklem ve bağıntılarında m=0,1 için 

)m(
ij gerilme tansörü bileşenlerini; )m(

ij , şekil değiştirme tansörü bileşenlerini ve 

)m(
iu ’ler,  3,2,1j,i   yer değiştirme vektörü bileşenlerini göstermektedir. Buna göre 

ele alınan problemin birinci aşamasına ait matematiksel model (4.1)-(4.7) denklem 

takımı yardımıyla; ikinci aşamasına ait matematiksel model, (4.8)-(4.12) denklem takımı 

yardımıyla verilebilir. Belirtelim ki, ele alınan titreşim problemleri titreşim olayının 

başlangıcından yeterince uzak bir zaman diliminde yani titreşim olayı “stabil” olduğu 

durumda inceleneceğinden, zaman parametresine göre başlangıç koşulları 

verilmemiştir.  

Buna göre yukarıda verilen birinci aşamaya ait (4.1)-(4.7) sınır değer problemi ele 

alınan kalın plağın karşılıklı 11 ;0x   düzlemlerinden düzgün yayılı çekme kuvveti 

etkisinde yapıda oluşan yer değiştirme/gerilme yayılışının belirlenmesini; (4.8)-(4.12) 

sınır değer problemi öngerilmeli (öngerilmeler )0(
ij ile gösterilmektedir) kalın plağın üst 

yüzeyine etkiyen ve zamana göre harmonik değişen düzgün yayılı dış kuvvet etkisinde, 

anizotrop kalın plağın dinamik davranışının belirlenmesini temsil etmektedir. Bilindiği 

üzere, bu tür problemlere zorlanmış titreşim problemleri adı verilmektedir. Zorlanmış 

titreşim problemlerinin çözümlerinden yararlanılarak, aynı yapı elemanının serbest 

titreşim problemlerine ait büyüklükler belirlenebilirmektedir (Akbarov ve Guz [7]). 

(4.8)-(4.10) ve (4.12)’deki denklem ve ifadelerin yapısından görüldüğü gibi aranan 

büyüklüklerin zamana bağımlılığı aşağıdaki biçimde seçilebilir. 
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(4.13)’de )1(
ij

)1(
ij ,  ve )1(

iu ’ler uygun büyüklüklerin genliğini,   dış kuvvetin frekansını 

ve i ( 1i2  ) kompleks (sanal) büyüklüğü göstermektedir. (4.13) ifadeleri (4.8)-

(4.12)’de yerine yazılır, gerekli düzenlemeler yapılır ve basitlik açısından genlikleri 
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gösteren sembollerdeki üst çizgiler ihmal edilirse, (4.8)’den genlikler için aşağıdaki 

denklem elde edilir. 
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.                                                                                                            (4.14) 

(4.9)-(4.10) ve (4.12)’deki denklem ve ifadeler aranan büyüklüklerin genlikleri için de 

aynen sağlanmaktadır. (4.11) sınır koşulu ise 

p
hx

)1(
22

2
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
                                                                                                                         (4.15) 

haline dönüşür. Böylece ele alınan plağın zorlanmış titreşimlerinin araştırılması (4.14), 

(4.9) denklem ve bağıntılarının, (4.10), (4.12) ve (4.15) sınır koşulları çerçevesinde 

incelenmesine getirilir. Eğer (4.15)’de 0p   kabul edilirse (4.14), (4.9), (4.10), (4.12) ve 

(4.15) sınır değer problemi, ele alınan plağın serbest titreşim frekanslarının 

belirlenmesine ait özdeğer problemine dönüşmüş olur. Bu durumda bu bölümde ele 

alınacak olan problemlerin matematiksel formülasyonu tamamlanmış olur. 

Eğer ele alınan kalın plakta silindirik boşluk olmadığı kabul edilirse, problemin 

matematiksel modeli; yukarıda verilen (4.1)-(4.7) birinci aşamaya ait sınır değer 

probleminde (4.7), ikinci aşamaya ((4.14), (4.9), (4.10), (4.12) ve (4.15)) ait sınır değer 

probleminde (4.12) sınır koşulunun ihmal edilmesi ve çözüm bölgesi  ’nün   ile yer 

değiştirilmesi ile kolayca elde edilebilir. Eğer öngerilmesiz yapı elemanı için aynı 

problemlerin matematiksel formülasyonu verilmek istenirse, bu durumda yukarıda 

verilen 1. aşamaya ait sınır değer problemi göz ardı edilmeli ve ikinci aşamaya ait sınır 

değer probleminin matematiksel formülasyonunda yer alan )0(
ij ’ler (öngerilmeler) 

sıfır olarak alınmalıdır.  

4.2   Ele Alınan Problemlerin Varyasyonel Formülasyonu 

Ele alınan problemlerin çözümünde yer değiştirme esaslı Sonlu Elemanlar Yöntemi 

(SEY) kullanılmıştır (Zienkiewicz ve Taylor [78]). Yani, sonlu eleman ayrıklaştırmasında 

nodlarda bilinmeyen olarak sadece yer değiştirmeler alınacaktır. Buna göre Kısım 

4.1’de verilen (4.1)-(4.7) sınır değer problemi için 



68 

 

  
 Dq S

Dijij
S

qijijijij
)0( dSundSund

2
1

, i;j=1,2,3                                  (4.16) 

fonksiyoneli, (4.14), (4.9), (4.10), (4.12) ve (4.15) sınır değer problemi için  

  
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            (4.17) 

(4.17)’de,  

n

)1(
i)0(

ij
)1(

ijij x
u

T



                                                                                                           (4.18) 

fonksiyonelleri ve Ritz tekniği yardımıyla sonlu eleman çözümü oluşturulacaktır. (4.16) 

ve (4.17)’de   ele alınan plak malzemesinin yoğunluğunu,   dış kuvvetin frekansını, 

DS  silindirik boşluk yüzeyini, qS  kalın plakta ön gerilmeleri oluşturan düzgün yayılı 

çekme kuvvetinin uygulandığı dış yüzeyleri, pS  zamana göre harmonik değişen ilave dış 

kuvvetin etki ettiği plağın üst yüzeyini, jn  ele alınan yüzeyin dış birim normalini, )1(
ij  

( )1(
iu ) gerilme (yer değiştirme) tansörü bileşenlerinin genliklerini (amplitüdlerini) ve 

)0(
ij  yapıdaki öngerilme tansörü bileşenlerini göstermektedir. Belirtelim ki, (4.16) ve 

(4.17) fonksiyonellerinin yer değiştirmelere göre birinci varyasyonunun sıfıra 

eşitliğinden sırasıyla (4.1) denge denklemleri ile (4.14) alan denklemleri ve gerilmelere 

göre verilen sınır koşulları elde edilir (Zienkiewicz ve Taylor [78]). Yani, (4.1)-(4.7) 

((4.14),(4.9), (4.10), (4.12) ve (4.15)) sınır değer problemi )0( (4.16) ( )1(  (4.17)) 

fonksiyonelinin Euler denklemleridir (Yahnioğlu [2], Yücel [12]). 

Belirtelim ki, yapıda silindirik boşluk olmaması durumunda yukarıda verilen )0(  ve 

)1(  fonksiyonellerinde çözüm bölgesi   ile yer değiştirilmeli ve bu iki fonksiyoneldeki 

son terim olan DS  üzerindeki yüzey integrali ihmal edilmelidir. 
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4.3   Sonlu Elemanlar Formülasyonu 

Kısım (4.1)’de verilen her iki aşamaya ait sınır değer problemlerinin çözümü, Kısım 

(4.2)’de verilen fonksiyoneller ve Ritz tekniği yardımıyla, Kısım 3.3’de verilen sonlu 

eleman  formülasyonlarının aynen kullanılması ile gerçekleştirilir. Kısım 3.3’de verilen 

sonlu eleman ayrıklaştırması ve sonlu eleman ağı kullanılarak, her sonlu elemanda 

yerdeğiştirme fonksiyonu (3.24)’ de verildiği gibi yani, 

)()()( kkk aNu  ,    k=1,2,…,M                                                                                            (4.19) 

ile tanımlanır. )(ku ,  )(kN  ve )(ka matrisleri Kısım 3.3’de verildiği gibidir. (4.19) ifadesi 

(4.16) ve (4.17) fonsiyonellerinde yerine yazılır ve gerekli düzenlemeler yapılırsa; 1. 

aşamaya ait problemin çözümü 

)0()0()0( raK                                                                                                                       (4.20) 

cebirsel denklem sisteminin çözümüne, 2. aşamaya ait problemin çözümü 

  )1()1()1()1( raMωK 2                                                                                                     (4.21) 

cebirsel denklem sisteminin çözümüne indirgenir. (4.20) ve (4.21) eşitliklerinde 

)1()0( ,KK  Rijidlik matrisi, )1(M kütle matrisi, )1()0( ,aa  nodlarda bilinmeyenleri içeren 

vektör ve )1()0( ,rr  kuvvet (sağ taraf) matrisini göstermektedir (Zienkiewicz ve Taylor 

[78], Akbarov ve Guz [7]). Bu matrislerin, k. sonlu eleman ( k ) için değerleri, 

  k
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i
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j
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



k

ki
T
j

)1(
ijk dNNM                                                                                                            (4.24) 

den belirlenir. Belirtelim ki, (4.21)’deki )1(K  matrisinin elemanlarının hesaplanmasına 

ait formül burada verilmemiştir. Ancak (4.17) fonksiyonelinde 0)0(
ij   alınırsa )1(

ijkK  

ifadesi, )0(
ijkK  (4.22) ile çakıştığı söylenebilir.  

(4.20) ((4.21)) cebrik denklem sisteminin çözümünden sırasıyla birinci aşamaya (ikinci 

aşamaya) ait nodlardaki yer değiştirme (yer değiştirmenin amplitüdlerinin) değerleri 

belirlenir. Ancak birinci aşamaya ait gerilme değerleri ikinci aşamadaki problemin 

formülasyonuna dahil olduğundan, birinci aşamada yapıda oluşan gerilme yayılımının 

belirlenmesi gerekmektedir. Gerilme yayılımlarının belirlenmesine ait formülasyon 

Kısım 3.4’de verilmiştir.  

Eğer, dış kuvvetin frekansının değeri, yapının kritik doğal frekans değerine yaklaştırılırsa 

yani, .cr  için (4.21)’in çözümünde yer değiştirmeler sonsuza gider. Bu kısımda 

verilen ve ele alınan yapının kritik doğal frekanslarını gösteren sayısal sonuçlar bu 

özellikten yararlanılarak belirlenmiştir.  

4.4   Sayısal Sonuç ve Değerlendirme 

Plak malzemesinin birbirini tekrarlayan iki izotrop, homojen levhadan oluşmuş çok katlı 

kompozit malzeme olduğu kabul edilmektedir. Bu malzemelerin sırayla Lame sabitleri 

21, ; kayma modülleri 21, ; Young Modülleri 1E , 2E  ve Poisson oranları 21,  ile 

gösterilmiştir. Problemin ve yükleme durumunun 2x 11   ve 2x 33  ’ye göre 

simetri özelliğinden yararlanılarak, çözüm bölgesi 1x  yönünde 20, 2x  yönünde 12, 3x  

yönünde 20 dikdörtgen prizmatik sonlu eleman ve silindirik boşluk etrafında bir 

katmanda 16 üçgen prizmatik (48 üçgen piramit) sonlu eleman olacak şekilde toplam, 

4760 dikdörtgen prizmatik, 320 üçgen prizmatik (960 üçgen piramit) sonlu elemana 

ayrıklaştırılmıştır (Şekil 3.2, Şekil 3.3 ve Şekil 3.5). Ele alınan durumda sonlu eleman 

modellemesi 5880 düğüm noktası (nod) ve 16.568 serbestlik derecesi (NDOF) 

içermektedir. Belirtelim ki, çözüm bölgesinin sonlu eleman ayrıklaştırması, pek çok 
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sonlu eleman ağı için bulunan değerlerin literatürdeki uygun değerlere en iyi 

yaklaşımın sağlandığı sonlu eleman ağı arasından seçilmiştir. Ayrıca, çizelgeler üzerinde 

boyutsuz büyüklükler ve değerleri verilmiş olup boyutsuz doğal frekans 
2

2 1

22A
 


 
 
 


 

ile gösterilecektir.  

Ele alınan problem için yapı elemanının malzemesi, simetri ekseni 2Ox olan enine 

izotrop malzeme olarak modellenmiştir. Bu durumda (4.4)’de verilen D matrisi 

elemanları olan kompozit malzemenin normalize edilmiş mekanik sabitleri, aşağıda 

verilen, bilinen formüller yardımı ile elde edilir (Christensen [6], Akbarov ve Guz [7]). 
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Çizelge 4.1’de, bazı 12 EE  ve 13   değerleri için birinci doğal frekans  ( 2
I.cr ) 

değerleri verilmiştir. Çizelgedeki verilerden her bir 12 EE değeri için, 13   oranı 

arttıkça elde edilen doğal frekans değerinin, düzlem şekil değiştirme durumunda elde 

edilen Akbarov ve Guz [7] kaynağındaki uygun değerlere yakınsadığı görülmektedir. Bu 

sonuçlara dayanarak, tarafımızdan yapılan algoritma ve programlardan bulunan 

sonuçlara güven sağlanmaktadır.  
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Çizelge 4.1 Boşluk içermeyen kalın plak için 2
I.cr  parametresinin 

farklı 12 EE  ve 13   için değerleri. ( 1.0h 1  ) 

13   

12 EE
 1 2 3 4 

Düzlem şekil 
değiştirme 

durumu 
(Akbarov ve 

Guz[7]) 

1 0.23 0.09 0.08 0.07 0.06 

10 0.56 0.24 0.21 0.19 - 

20 0.93 0.41 0.35 0.33 0.31 

50 1.92 0.8 0.7 0.67 0.62 

 

Çizelge 4.2’de izotrop durumda faklı VVB (boşluğun hacmi/ boşluksuz plak hacmi) 

değerleri (veya boşluğun yarı yatay uzunluğunun yarıçapa oranı-b/R) için bulunan 2
I.cr  

değerleri verilmiştir. Tabloda verilen son satır, yapıda boşluk olmadığı durumda, 

yapının doğal frekansını göstermektedir. Buna göre, tablodaki verilerden boşluğun 

hacminin artmasının 2
I.cr  kritik doğal frekans değerlerini önemli ölçüde etkilediği 

görülmektedir.  
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Çizelge 4.2 2
I.cr  değerlerine yapıdaki boşluğun hacmi ( BV )’nin etkisi. 

( 12/HR,R5hh,1EE,1,1.0h UA12131   ) 

b/R  2
B 10*VV   2

I.cr  

26.777 8.0947 0.193 

20.333 6.1255 0.220 

13.888 4.1564 0.238 

10.666 3.1718 0.242 

8.200 2.4181 0.243 

6.400 1.8681 0.243 

4.600 1.3181 0.242 

2.800 0.7681 0.241 

1.720 0.4381 0.240 

1.360 0.3281 0.240 

1.000 0.2181 0.239 

0.0 0.0 0.238 

 

Çizelge 4.3’de yapıda silindirik boşluk olmaması ( VVB =0)  ve boşluk olması 

( 0VVB  ) durumlarında 12 EE değişimlerinin 2
I.cr  kritik doğal frekansına etkisi 

verilmektedir. Çizelgeye göre 12 EE değerinin artmasının 2
I.cr  değerini önemli ölçüde 

arttırdığı, boşluk hacminin artmasının ise ilgili değeri önemli ölçüde düşürdüğü 

görülmektedir.  
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Çizelge 4.3 Öngerilmesiz durumda 2
I.cr  değerlerine )10(*VV 2

B
  ve 12 EE  

parametre değişimlerinin etkisi. 

( 12/HR,R5hh,1,1.0h UA131   ) 

12 EE  
 2

B 10*VV   
1 10 20 50 

0.0 0.238 0.566 0.939 1.920 

5.8060 0.220 0.496 0.792 1.541 

7.6687 0.193 0.432 0.689 1.340 

  

Çizelge 4.4 2
I.cr  değerlerine 3113.9)10(*VV 2

B   olması durumunda 1Eq  ve 

12 EE  parametre değişimlerinin etkisi. 

 ( 12/HR,R5hh,1,1.0h UA131   ) 

12 EE  1Eq  

 1 5 10 20 

0 0.161 0.245 0.363 0.580 

0.005 0.223 0.282 0.396 0.610 

 

Çizelge 4.4’de yapıda silindirik boşluk olması durumunda farklı 12 EE değerlerinde 

öngerilmeli ve öngerilmesiz durumlar için 2
I.cr  birinci doğal frekans değerleri 

verilmiştir. Çizelgeye göre 12 EE değerinin artmasının 2
I.cr  değerini önemli ölçüde 

arttırdığı, öngerilmenin  2
I.cr  değerini arttırdığı görülmektedir. 
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Çizelge 4.5  VVB , 12 EE  ve  1Eq  değerleri değişiminin 2
I.cr  değerlerine etkisi. 

( 3
1UA131 10*333.8R,R5hh,1,1.0h   ) 

 2
B 10*VV   

1Eq  12 EE  
12.8178 10.7688 8.7198 6.6707 0 

1 0.122 0.151 0.183 0.213 0.238 
0 

10 0.288 0.345 0.411 0.479 0.566 

1 0.136 0.164 0.196 0.225 0.245 
0.001 

10 0.294 0.351 0.417 0.485 0.570 

1 0.190 0.217 0.245 0.271 0.274 
0.005 

10 0.319 0.376 0.441 0.508 0.586 

1 0.257 0.281 0.307 0.328 0.311 
0.010 

10 0.349 0.407 0.471 0.536 0.606 

 

Çizelge 4.5’de yapı elemanının içerdiği silindirik boşluğun hacminin büyümesinin ele 

alınan kalın plağın doğal frekanslarına etkisi, plağın izotrop ( 12 EE =1) ve anizotrop 

( 12 EE =10) olması durumu ve farklı öngerilme değerleri için verilmiştir. Çizelgedeki 

verilerden boşluk hacminin ( BV ) büyümesi birinci doğal frekans değerini düşürmekte, 

2 1E E  oranı ve öngerilmenin değerinin artması doğal frekans değerlerini 

arttırmaktadır. 

Çizelge 4.6’da plağın izotrop ( 12 EE =1) ve anizotrop ( 12 EE =10) olması durumlarında 

farklı öngerilme değerleri için plağın ilk üç doğal frekans değerleri verilmiştir. Yapıda 

çekme öngerilmesi ( 0Eq 1  ) (basınç öngerilmesi ( 0Eq 1  )) olması, plağın doğal 

frekans değerlerini, öngerilme olmaması ( 0Eq 1  ) durumuna göre önemli ölçüde 

arttırmaktadır (düşürmektedir).   
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Çizelge 4.6 1Eq  parametre değişiminin 2
.cr  değerlerine etkisi. 

( 3
1131 10*333.8,5,1,1.0   RRhhh UA ,  2

B 10*VV  =6.6707) 

1Eq  12 EE  
2

I.cr  

(1.mod) 

2
II.cr  

(2.mod) 

2
III.cr  

(3.mod) 

1 0.096 0.316 2.423 
-0.010 

10 0.421 1.304 4.190 

1 0.155 0.503 2.674 
-0.005 

10 0.450 1.402 4.346 

1 0.202 0.648 2.854 
-0.001 

10 0.473 1.479 4.471 

1 0.213 0.684 3.326 
0 

10 0.479 1.499 4.502 

1 0.225 0.720 3.413 
0.001 

10 0.485 1.518 4.533 

1 0.271 0.861 3.761 
0.005 

10 0.508 1.595 4.657 

1 0.328 1.033 4.189 
0.010 

10 0.536 1.691 4.812 

 

Çizelge 4.7’de farklı öngerilme değerlerinde ele alınan kalın plağın silindirik boşluk 

içermesi ve içermemesi durumlarında ilk üç doğal titreşim frekans (mod) değerleri 

verilmiştir. Çizelgedeki verilerden silindirik boşluğun olmasının, olmaması durumuna 

göre yapının doğal titreşim frekanslarını çok etkilediği karşılaştırmalı olarak 

görülmektedir. 
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Çizelge 4.7  1Eq  ve 12 EE  parametre değişimlerinin 2
.cr  değerlerine etkisi.  









icinplak icermeyen bosluk 

icin  plak iceren bosluk  silindirik

 
( )6707.6)10(*V/V,10*333.8R,R5hh,1,1.0h 2

B
3

1UA131    

1Eq  12 EE  1.mod 2.mod 3.mod 

1 
238.0
213.0

 
389.1
684.0

 
014.5
326.3

 

0 

10 
566.0
479.0

 
099.3
499.1

 
335.10
502.4

 

1 
245.0
225.0

 
418.1
720.0

 
080.5
413.3

 

0.001 

10 
570.0
485.0

 
153.3
518.1

 
372.10
533.4

 

1 
274.0
271.0

 
535.1
861.0

 
344.5
761.3

 

0.005 

10 
586.0
508.0

 
217.3
595.1

 
518.10
657.4

 

1 
311.0
328.0

 
682.1
033.1

 
676.5
189.4

 

0.010 

10 
606.0
536.0

 
298.3
691.1

 
700.10
812.4

 

 

Çizelge 4.8’de silindirik boşluk içeren ve içermeyen kalın plak için kalın plağın 2Ox  

doğrultusundaki kalınlığının arttırılması durumuna ait 1. mod ( 2
I.cr ) değerleri 

verilmiştir. Buna göre 1h  oranı arttıkça doğal titreşim frekansları artmaktadır. 2 1E E  

oranının ve öngerilmenin etkileri daha önce açıklandığı gibidir. 
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Çizelge 4.8 Bazı 1Eq  ve 12 EE  değerleri için 1h   parametresi değişiminin  

2
I.cr   değerine etkisi. 








icinplak icermeyen bosluk 

icin  plak iceren bosluk  silindirik
 

( 3
1UA13 10*333.8R,R5hh,1    2

B 10*VV  =9.7443) 

1h   

1Eq  12 EE  

0.10 0.12 0.15 0.20 

1 
232.0
161.0

 
321.0
219.0

 
469.0
317.0

 
742.0
501.0

 

0 

10 
552.0
363.0

 
760.0
495.0

 
107.1
716.0

 
731.1
117.1

 

1 
269.0
223.0

 
357.0
279.0

 
505.0
373.0

 
778.0
552.0

 

0.005 

10 
572.0
396.0

 
780.0
527.0

 
127.1
746.0

 
751.1
145.1

 

 

Çizelge 4.9’da yapıda silindirik boşluk olmaması ( VVB =0)  ve boşluk olması 

( 0VVB  ) durumlarında 1h  değişimlerinin 2
I.cr  kritik doğal frekansına etkisi 

verilmektedir. Bu çizelgeden, 12 EE ve 1h   değerlerinin artmasının 2
I.cr değerini 

önemli ölçüde arttırdığı, boşluk hacminin artmasının ise ilgili değeri önemli ölçüde 

düşürdüğü görülmektedir.  
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Çizelge 4.9 2
I.cr  değerlerine, )10(*VV 2

B
 , 12 EE  ve  1h   parametre 

değişimlerinin etkisi. ( R5hh,1 UA13  ) 

1h   
12 EE

 
 2

B 10*VV 

 
0.1 0.15 0.20 

0.0 0.238 0.474 0.747 

5.8060 0.220 0.430 0.667 1 

7.6687 0.193 0.375 0.585 

0.0 0.939 1.814 2.759 

5.8060 0.792 1.502 2.250 20 

7.6687 0.689 1.304 1.954 

Çizelge 4.10 Bazı 1Eq  ve 12 EE  değerleri için  Rh U  parametresi değişiminin 

2
I.cr   değerine etkisi. 

( 3
113 10*333.8,5,1   RRhh UA ,  2

B 10*VV  =9.7443) 

 

Rhu  1Eq  12 EE  

5 4 3 2 

1 0.161 0.161 0.158 0.145 0 

10 0.363 0.362 0.353 0.308 

1 0.223 0.220 0.217 0.211 0.005 

10 0.396 0.393 0.385 0.354 

 

Çizelge 4.10’da farklı öngerilme ve 12 EE değerleri için silindirik boşluğun konumu, 

önceki konumuna paralel kalacak şekilde, plağın üst yüzeyine yaklaştırılması 
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durumunda 2
I.cr  değerleri verilmiştir. Çizelgedeki verilerden boşluk üst yüzeye 

yaklaştıkça yani, RhU oranı küçüldükçe 2
I.cr  değerleri küçülmektedir. 
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BÖLÜM 5 

ÖNGERİLMELİ ANİZOTROP DİKDÖRTGEN KALIN PLAĞIN ZORLANMIŞ 

TİTREŞİM ANALİZİ 

Bu bölümde, köşeleri yuvarlatılmış dikdörtgen kesit alanlı silindirik boşluk içeren 

öngerilmeli kalın plağın zorlanmış titreşimine, öngerilmenin etkisi incelenecektir. Kalın 

plağın üst yüzeyine etki eden dinamik yüklemeden doğan yer değiştirme/gerilme 

yayılışına yapıdaki öngerilme etki gösterdiğinden, bu etki yapıdaki öngerilmeye sebep 

olan yükleme ile ilave dış yüklemenin ayrı ayrı etkilerinin superpozisyonu ile 

belirlenememektedir. Bu nedenle bu problemin matematik modeli Lineerize Edilmiş Üç 

Boyutlu Elastisite Teorisi (LEÜBET) çerçevesinde yapılacaktır. Önceki bölümlerde 

verildiği gibi çözüm iki aşamada belirlenecektir. I. aşamada yapıda öngerilmenin 

yayılışı, ikinci aşamada; ele alınan kalın plağın üst yüzeyine normal doğrultuda etki 

eden ve zamana göre harmonik değişen dinamik yük etkisinde yapının dinamik 

davranışına, birinci aşamada bulunan yapıdaki öngerilmelerin etkisi incelenecektir. Bu 

kısımda da ele alınan sınır değer problemine ait aşağıda verilen matematiksel 

modellemede; birinci aşamaya ait büyüklükler üst indis (0), ikinci aşamaya ait 

büyüklükler üst indis (1) ile gösterilecektir. 

Belirtelim ki, ele alınan sınır değer probleminden elde edilen verilerle karşılaştırılması 

amacıyla yine, bu kısımda yapıda öngerilmenin ve/veya silindirik boşluğun olmaması 

durumlarına ait sayısal sonuçlar da verilecektir. Ancak bu sayısal sonuçların elde 

edilmesinde kullanılan matematiksel model ve sonlu eleman formülasyonu ele alınan 

sınır değer probleminin özel durumları olduğundan bu kısımda ayrıca verilmeyecektir.  
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5.1 Problemin Matematiksel Modeli 

Bu kısımda yapısında silindirik boşluk bulunan öngerilmeli malzemeden yapılmış kalın 

plağın zorlanmış titreşimi, ele alınan sınır koşulları çerçevesinde incelenecektir. 

İncelenmesi öngörülen sınır değer problemine ait matematiksel formülasyon LEÜBET 

(Kısım 2) çerçevesinde yapılmıştır. Yapı elemanının içerdiği silindirik boşluğun, köşeleri 

yuvarlatılmış dikdörtgen kesit alanlı olduğu kabul edilecektir (Şekil 3.1). Ele alınan 

problemin çözüm bölgesi   (3.3)’dür. Bu bölgede sağlanan alan denklemleri, bünye 

denklemleri, geometrik ilgiler ve sınır koşulları aşağıda, her bir aşama için ayrı ayrı 

verilmiştir. 

Yapıda öngerilme yayılışının belirlenmesine ait birinci aşama için çözüm bölgesinde 

sağlanan denge ve bünye denklemleri;  

0
x j

)0(
ij 




                                                                                                                                 (5.1) 

)0()0( Dεσ                             (5.2) 

dir. (5.2) eşitliğinde aşağıdaki notasyonlar kabul edilmiştir. 

   )0(
12

)0(
13

)0(
23

)0(
33

)0(
22

)0(
11

T)0( ,,,,, σ ,    )0(
12

)0(
13

)0(
23

)0(
33

)0(
22

)0(
11

T)0( ,,,,,                        

                                                                                                                                                    (5.3) 

Ayrıca, (5.2)’deki D matrisi, ele alınan yapı elemanının malzemesinin mekanik 

özelliklerini içeren matris olup, enine izotrop malzeme için 

11 12 13

12 22 23

13 23 33

44

55

66

A A A 0 0 0
A A A 0 0 0
A A A 0 0 0

D
0 0 0 2A 0 0
0 0 0 0 2A 0
0 0 0 0 0 2A

 
 
 
 

  
 
 
 
  

                          (5.4) 

olur (Christensen [6]). Şekil değiştirme ve yer değiştirme bağıntıları; 
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

























i

)0(
j

j

)0(
i)0(

ij x

u

x
u

2
1

                          (5.5) 

ve birinci aşamaya ait sınır koşulları; 

0uu
3311 ;0x

)0(
2;0x

)0(
2 

 
, i

1
;0x

)0(
i1 q

11


 
,  

0
h;0x

)0(
i2

2



, 0

33 ;0x
)0(

i3 
 

,                           (5.6) 

0n
DSj

)0(
ij  , i;j=1,2,3                          (5.7) 

dır. (5.7)’de, DS  yapı elemanının içerdiği silindirik boşluğun yüzeyini, jn  silindirik 

boşluk yüzeyine ait dış birim normalin bileşenlerini göstermektedir. 

İkinci aşamaya ait matematiksel model, aşağıda verilmiştir: 

Çözüm bölgesinde sağlanan alan denklemleri, bünye denklemleri ve geometrik ilgiler 

sırasıyla, 

2

)1(
i

2

n

)1(
i)0(

in
)1(

ji
j t

u
x
u

x 


























,                          (5.8) 

)1()1( Dεσ     

























i

)1(
j

j

)1(
i)1(

ij x

u

x
u

2
1

                          (5.9) 

 ve ikinci aşamaya ait sınır koşulları;  

0uu
3311 ;0x

)1(
2;0x

)1(
2 

 
, 0n

x
u

0x

j
n

)1(
i)0(

in
)1(

ji

2






















, 
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0n
x
u

n
x
u

1;01x
j

n

)1(
3)0(

n3
)1(

3j

1;01x
j

n

)1(
1)0(

n1
)1(

1j 




























 

,  

 0n
x
u

n
x
u

3333 ;0x

j
n

)1(
3)0(

n3
)1(

3j
;0x

j
n

)1(
1)0(

n1
)1(

1j 




































 

,                      (5.10)            

k
2

ti

hx

j
n

)1(
k)0(

kn
)1(

jk pen
x
u

2


















 



,                          (5.11) 

0n
x
u

S

j
n

)1(
i)0(

in
)1(

ji 
















  i;j=1,2,3.                            (5.12) 

olarak verilebilir. Yukarıda verilen (5.1)-(5.12) denklem ve bağıntılarında m=0,1 için 

)m(
ij gerilme tansörü bileşenlerini; )m(

ij , şekil değiştirme tansörü bileşenlerini ve 

)m(
iu ’ler,  3,2,1j,i   yer değiştirme vektörü bileşenlerini göstermektedir. Buna göre 

ele alınan problemin birinci aşamasına ait matematiksel model (5.1)-(5.7) denklem 

takımı yardımıyla, ikinci aşamasına ait matematiksel model (5.8)-(5.12) denklem takımı 

yardımıyla verilebilir. Belirtelim ki, ele alınan titreşim problemleri titreşim olayının 

başlangıcından yeterince uzak bir zaman diliminde yani titreşim olayı “stabil” olduğu 

durumda inceleneceğinden, zaman parametresine göre başlangıç koşulları 

verilmemiştir.  

Buna göre, birinci aşamaya ait (5.1)-(5.7) sınır değer problemi ele alınan kalın plağın 

karşılıklı 11 ;0x   düzlemlerinden düzgün yayılı çekme kuvveti etkisinde yapıda oluşan 

yer değiştirme/gerilme yayılışının belirlenmesini; (5.8)-(5.12) sınır değer problemi 

öngerilmeli (öngerilmeler )0(
ij ile gösterilmektedir) kalın plağın üst yüzeyine etkiyen ve 

zamana göre harmonik değişen düzgün yayılı dış kuvvet etkisinde, anizotrop kalın 

plağın dinamik davranışının belirlenmesini temsil etmektedir.  

(5.8)-(5.10) ve (5.12)’deki denklem ve ifadelerin yapısından görüldüğü gibi aranan 
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büyüklüklerin zamana bağımlılığı aşağıdaki biçimde seçilebilir: 

     tiexpu,,u,, )1(
i

)1(
ij

)1(
ij

)1(
i

)1(
ij

)1(
ij  , i;j=1,2,3                                                        (5.13) 

(5.13)’de )1(
ij

)1(
ij ,  ve )1(

iu ’ler uygun büyüklüklerin genliğini,   dış kuvvetin frekansını 

ve i ( 1i2  ) kompleks (sanal) büyüklüğü göstermektedir. (5.13) ifadeleri (5.8)-

(5.12)’de yerine yazılır, gerekli düzenlemeler yapılır ve basitlik açısından genlikleri 

gösteren sembollerdeki üst çizgiler ihmal edilirse, (5.8)’den genlikler için aşağıdaki 

denklem elde edilir. 

0u
x

)1(
i

2

j

)1(
ij 




                                                                                                             (5.14) 

(5.9)-(5.10) ve (5.12)’de ki denklem ve ifadeler aranan büyüklüklerin genlikleri için de 

aynen sağlanmaktadır. (5.11) sınır koşulu ise 

p
hx

)1(
22

2



                                                                                                                         (5.15) 

haline dönüşür. Böylece ele alınan plağın zorlanmış titreşimlerinin araştırılması (5.14), 

(5.9) denklem ve bağıntılarının, (5.10), (5.12) ve (5.15) sınır koşulları çerçevesinde 

incelenmesine getirilir.  

Eğer ele alınan kalın plakta silindirik boşluk olmadığı kabul edilirse, problemin 

matematiksel modeli; yukarıda verilen (5.1)-(5.7) birinci aşamaya ait sınır değer 

probleminde (5.7), ikinci aşamaya ((5.14), (5.9), (5.10), (5.12) ve (5.15)) ait sınır değer 

probleminde (5.12) sınır koşulunun ihmal edilmesi ve çözüm bölgesi  ’nün   (3.3) 

ile yer değiştirilmesi ile kolayca elde edilebilir. Eğer öngerilmesiz yapı elemanı için aynı 

problemlerin matematiksel formülasyonu verilmek istenirse, bu durumda yukarıda 

verilen 1. aşamaya ait sınır değer problemi göz ardı edilmeli ve ikinci aşamaya ait sınır 

değer probleminin matematiksel formülasyonunda yer alan )0(
ij ’ler (yani, 

öngerilmeler) sıfır olarak alınmalıdır.  
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5.2   Ele Alınan Problemlerin Varyasyonel Formülasyonu 

Ele alınan problemlerin çözümünde yer değiştirme esaslı Sonlu Elemanlar Yöntemi 

(SEY) kullanılmıştır (Zienkiewicz ve Taylor [78]). Yani, sonlu eleman ayrıklaştırmasında 

nodlarda bilinmeyen olarak sadece yer değiştirmeler alınacaktır. Buna göre Kısım 

5.1’de verilen (5.1)-(5.7) sınır değer problemi için 

  
 Dq S

Dijij
S

qijijijij
)0( dSundSund

2
1

, i;j=1,2,3                                  (5.16) 

fonksiyoneli, (5.14), (5.9), (5.10), (5.12) ve (5.15) sınır değer problemi için  
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(5.17)’de,  

n

)1(
i)0(

ij
)1(

ijij x
u

T



                                                                                                           (5.18) 

fonksiyonelleri ve Ritz tekniği yardımıyla sonlu eleman çözümü oluşturulacaktır. (5.16) 

ve (5.17)’de   ele alınan plak malzemesinin yoğunluğunu,   dış kuvvetin frekansını, 

DS  silindirik boşluk yüzeyini, qS  yapıdaki ön gerilmeleri oluşturan düzgün yayılı çekme 

kuvvetinin uygulandığı dış yüzeyleri, pS  zamana göre harmonik değişen ilave dış 

kuvvetin etki ettiği plağın üst yüzeyini, jn  ele alınan yüzeyin dış birim normalini, )1(
ij  

( )1(
iu ) gerilme (yer değiştirme) tansörü bileşenlerinin amplitüdlerini ve )0(

ij  yapıdaki 

öngerilme tansörü bileşenlerini göstermektedir. Belirtelim ki, (5.16) ve (5.17) 

fonksiyonellerinin yer değiştirmelere göre birinci varyasyonunun sıfıra eşitliğinden 

sırasıyla (5.1) denge denklemleri ile (5.14) alan denklemleri ve gerilmelere göre verilen 

sınır koşulları elde edilir. Yani, (5.1)-(5.7) ((5.14),(5.9), (5.10), (5.12) ve (5.15)) sınır 

değer problemi )0( (5.16) ( )1(  (5.17)) fonksiyonelinin Euler denklemleridir 

(Yahnioğlu [2], Yücel [12]). 
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Belirtelim ki, yapıda silindirik boşluk olmaması durumunda yukarıda verilen )0(  ve 

)1(  fonksiyonellerinde çözüm bölgesi   (3.3) ile yer değiştirilmeli ve bu iki 

fonksiyoneldeki son terim olan DS  üzerindeki yüzey integrali ihmal edilmelidir. 

5.3   Sonlu Elemanlar Formülasyonu 

Kısım 5.1’de verilen her iki aşamaya ait sınır değer problemlerinin çözümü, Kısım 5.2’de 

verilen fonksiyoneller ve Ritz tekniği yardımıyla, Kısım 3.3’de verilen sonlu eleman  

formülasyonlarının aynen kullanılması ile gerçekleştirilir. Kısım 3.3’de verilen sonlu 

eleman ayrıklaştırması ve sonlu eleman ağı kullanılarak, her sonlu elemanda 

yerdeğiştirme fonksiyonu (3.24)’ de verildiği gibi yani, 

)()()( kkk aNu  ,    k=1,2,…,M                                                                                            (5.19) 

ile tanımlanır. )(ku ,  )(kN  ve )(ka matrisleri Kısım 3.3’de verildiği gibidir. (5.19) ifadesi 

(5.16) ve (5.17) fonsiyonellerinde yerine yazılır ve gerekli düzenlemeler yapılırsa; 1. 

aşamaya ait problemin çözümü 

)0()0()0( raK                                                                                                                       (5.20) 

cebirsel denklem sisteminin çözümüne, 2. aşamaya ait problemin çözümü 

  )1()1()1()1( raMωK 2                                                                                                     (5.21) 

cebirsel denklem sisteminin çözümüne indirgenir. (5.20) ve (5.21) eşitliklerinde 

)1()0( ,KK  Rijidlik matrisi, )1(M kütle matrisi, )1()0( ,aa  nodlarda bilinmeyenleri içeren 

matris ve )1()0( ,rr  kuvvet (sağ taraf) matrisini göstermektedir. Bu matrislerin, k. sonlu 

eleman ( k ) için değerleri: 

  k
)k(

i
)k(T)k(

j
)0(

ijk dBDB
k

 


K ,  
M,...,2,1k
p,...,2,1j;i




                                                              (5.22) 
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B ,  j=1,2,…,p                                       (5.23) 





k

ki
T
j

)1(
ijk dNNM                                                                                                            (5.24) 

dir. (5.22) ve (5.23)’de p alt indisi, üçgen prizmatik (dikdörtgen prizmatik) sonlu 

elemanlar için 6 (8) değerini almaktadır. Belirtelim ki, (5.21)’deki )1(K  matrisinin 

elemanlarının hesaplanmasına ait formül burada verilmemiştir. Ancak (5.17) 

fonksiyonelinde 0)0(
ij   alınırsa )1(

ijkK  ifadesi, )0(
ijkK  (5.22) ile çakışmaktadır.  

(5.20) ((5.21)) cebirsel denklem sisteminin çözümünden sırasıyla birinci (ikinci) 

aşamaya ait nodlardaki yer değiştirmeler (nodlardaki yer değiştirmelerin amplitüdleri) 

belirlenir. Ancak birinci aşamaya ait gerilme dağılımı ikinci aşamada problemin 

formülasyonuna dahil olduğundan, birinci aşamada yapıda oluşan gerilme yayılımının 

belirlenmesi gerekmektedir. Gerilme yayılımlarının belirlenmesine ait formülasyon 

Kısım 3.4’de verilmiştir.  

Belirtelim ki, yapının zorlanmış titreşimine ait sayısal hesaplamalarda dış kuvvetin 

frekansının ( ) değeri, yapının uygun doğal frekans ( .cr ) değerinden küçük alınarak 

)( .cr , silindirik boşluk civarındaki gerilme yığılmaları incelenmiştir.  

5.4   Sayısal Sonuç ve Değerlendirme 

Plak malzemesinin birbirini tekrarlayan iki izotrop, homojen levhadan oluşmuş çok katlı 

kompozit malzeme olduğu kabul edilmektedir. Bu malzemelerin sırayla Lame sabitleri 

21, ; kayma modülleri 21, ; Young Modülleri 1E , 2E  ve Poisson oranları 21,  ile 

gösterilmiştir. Problemin ve yükleme durumunun 2x 11   ve 2x 33  ’ye göre 

simetri özelliğinden yararlanılarak, çözüm bölgesi 1x  yönünde 30, 2x  yönünde 12, 3x  

yönünde 40 dikdörtgen prizmatik sonlu eleman ve silindirik boşluk etrafında bir 
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katmanda 16 üçgen prizmatik (48 üçgen piramit) sonlu eleman olacak şekilde toplam, 

13.440 dikdörtgen prizmatik, 640 üçgen prizmatik (1920 üçgen piramit) sonlu elemana 

ayrıklaştırılmıştır (Şekil 3.2, Şekil 3.3 ve Şekil 3.5). Ele alınan durumda sonlu eleman 

modellemesi 16.605 düğüm noktası (nod) ve 49.282 serbestlik derecesi (NDOF) 

içermektedir. Belirtelim ki, çözüm bölgesinin sonlu eleman ayrıklaştırması, pek çok 

sonlu eleman ağı için bulunan değerlerin literatürdeki uygun değerlere en iyi 

yaklaşımın sağlandığı sonlu eleman ağı arasından seçilmiştir. Ayrıca, şekiller üzerinde 

boyutsuz büyüklükler ve değerleri verilmiştir. Buna göre boyutsuz doğal frekans 

2
2 1

22A
 


 
 
 


 dir.  

Ele alınan problem için yapı elemanının malzemesi, simetri ekseni 2Ox olan enine 

izotrop malzeme olarak modellenmiştir. Bu durumda (5.4)’de verilen D matrisi 

elemanları olan kompozit malzemenin normalize edilmiş mekanik sabitleri, aşağıda 

verilen, bilinen formüller yardımı ile elde edilir (Christensen [6], Akbarov ve Guz [7]) 

 2221113311 )2()2( AA
122211

2
21

21 )2()2(
)(




  

 )( 2121221132212312   AAAA
122211
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)2()2(
)2()2(



, 

 22113113 AA
122211

2
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21 )2()2(
)(




  

 22211122 )2()2(A
122211

2211
21 )2()2(

)2()2(



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4466 




 AA , 221155  A                                                                 (5.25)   

Bu kısımda verilen bütün grafikler silindirik boşluğun sınırında yani, 

   sinR2hr A 












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






 icin
2

R2harctan,
R
R2harctan

E

A

E

A


; 
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                                                                                                                                                  (5.26) 

için elde edilmiştir. Diğer parametre değerleri şekiller üzerinde verilmiştir.  

Şekil 5.1’de kalın plağın izotrop  1EE 12   ve anizotrop  10EE 12   olması 

durumları ve 005.0;0Eq 1   için dış kuvvetin frekansının )( 2  değişiminin silindirik 

boşluk civarındaki p  gerilmesi yayılımına etkisi bazı parametre değerleri için 

verilmektedir. Grafikten görüldüğü üzere her iki durum için yapıda öngerilmenin 

olmaması )0Eq( 1  veya olması )005.0Eq( 1   durumlarında ilave periyodik dış 

kuvvetin frekans değerinin )( 2  artırılması, silindirik boşluk civarında p  gerilmesi 

değerlerini mutlak değerce arttırmaktadır.   

0 2 4 6

-200

-100

0

100

q/E1=0.005
q/E1=0

p

  =0.00
  =0.04
  =0.08
  =0.12

  =0.16


b/R=23.111

h/1=0.1
hU/R=hA/R=5
R/1=0.00416
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q/E1=0

  =0.00
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  =0.08
  =0.12

  =0.16

b/R=23.111

h/1=0.1
hU/R=hA/R=5
R/1=0.00416

p



 

(b) 

Şekil 5.1 a) 1EE 12   durumu; b) 01EE 12  durumu için bazı 1Eq  değerlerinde  

 2 değişiminin p  gerilmesine etkisi. 

Şekil 5.2’de izotrop (Şekil 5.2 a) ve anizotrop (Şekil 5.2 b) malzemeden hazırlamış 

silindirik boşluk içeren kalın plak için bazı parametre değerlerinde yapıdaki öngerilme 

yoğunluğunun )Eq( 1  değişiminin, silindirik boşluk sınırında p  gerilmesi 

yayılımına etkisi verilmektedir. Grafikten görüldüğü üzere her iki durum için 
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öngerilmenin yoğunluğu  1Eq  arttıkça, boşluk civarında p  gerilme yayılımının 

şiddeti 45  için mutlak değerce düşerken, 45  için mutlak değerce 

artmaktadır. Bununla beraber yüklemeye yakın olan bölgedeki )(   p  

değerleri, uzak olan bölgedeki gerilme değerlerinden mutlak değerce büyüktür ve 

p  gerilmesi mutlak değerce en büyük değerini 43 ’de almaktadır. 2 1E E  

oranı, silindirik boşluk civarındaki gerilme yayılımını düşürmektedir.  
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(b) 

Şekil 5.2 a) 1EE 12   durumu; b) 01EE 12  durumu için 1Eq  değişiminin bazı 

parametre değerlerinde p  gerilmesine etkisi. 

Şekil 5.3’de, izotrop (Şekil 5.3 a) ve anizotrop (Şekil 5.3 b) malzemeden hazırlamış 

silindirik boşluk içeren kalın plak için bazı parametre değerlerinde ve yapıda öngerilme 

olmaması )0Eq( 1   veya olması )005.0Eq( 1   durumlarında, silindirik boşluğun 

1Ox  ekseni doğrultusundaki uzunluğunun (b/R) (dolayısıyla boşluğun hacminin) 

değişiminin silindirik boşluk civarındaki gerilme yığılmasına etkileri verilmektedir. 

Şekilde verilen grafiklerden görüldüğü üzere, b/R parametresi değerinin artması, ele 

alınan durumların her ikisinde de silindirik boşluk civarındaki gerilme değerlerini 

mutlak değerce arttırmaktadır.    
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(b) 

Şekil 5.3 (a) 1EE 12   durumu,   (b) 01EE 12   durumu için Rb  değişiminin bazı 

parametre değerlerinde p  gerilmesine etkisi. 

Şekil 5.4’de 2 1E E  oranı değişiminin p  gerilmesi yayılımına etkisi, bazı parametre 

değerlerinde 0Eq 1  (Şekil 5.4 a) ve 005.0Eq 1   (Şekil 5.4 b) durumları için 

verilmiştir. Şekillerden görüldüğü üzere 2 1E E  oranı arttıkça gerilme değerleri, mutlak 

/p
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(b) 

Şekil 5.4 a) 0Eq 1  durumu; b) 005.0Eq 1   durumu için 12 EE  değişiminin bazı 

parametre değerlerinde p  gerilmesine etkisi. 
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değerce önemli ölçüde azalmaktadır. 

Şekil 5.5’de ele alınan geometrik, malzeme parametre değerleri ile öngerilme değerleri 

için yapıdaki silindirik boşluğun mevcut konumuna paralel kalacak şekilde, bütünüyle 

plağın üst yüzeyine yaklaştırılmasının (yani, RhU değerinin küçülmesinin), ele alınan 

yükleme durumunda silindirik boşluk yüzeyinde oluşan gerilme yığılmasına etkisi, yapı 

elemanının izotrop ve anizotrop olması ile yapı elemanında öngerilme olmaması veya 

olması durumları için ayrı ayrı verilmiştir. Silindirik boşluğun kalın plağın üst yüzeyine 

yani, yükleme olan yüzeye yaklaştırılması silindirik boşluk yüzeyindeki gerilme 

değerlerini mutlak değerce önemli ölçüde arttırmakta; yapıda öngerilmenin varlığı 

belirtilen gerilme değerlerini mutlak değerce düşürmektedir.  
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(b) 

Şekil 5.5 a) 1EE 12   durumu,   (b) 01EE 12   durumu ve farklı 1Eq  için Rh U  
değişiminin bazı parametre değerlerinde p  gerilmesine etkisi. 
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BÖLÜM 6 

SONUÇ VE ÖNERİLER 

Tez kapsamında, yapısında silindirik boşluk bulunan öngerilmeli anizotrop malzemeden 

yapılmış dikdörtgen plağın bazı statik ve dinamik problemlerinin, elastisite teorisinin üç 

boyutlu geometrik lineer olmayan kesin denklemlerinin lineerize edilmesi yardımıyla 

elde edilmiş olan, Lineerize Edilmiş Üç Boyutlu Elastisite Teorisi (LEÜBET) çerçevesinde 

formülasyonu ve üç boyutlu sonlu elemanlar modellemesi (3D FEM) yardımıyla sayısal 

çözümü yapılmıştır. Tez çerçevesinde yapılan araştırmalar ile bu araştırmalarda elde 

edilen sonuçlar ve değerlendirme aşağıda maddeler halinde verilmiştir. 

 

Tez çerçevesinde yapılan araştırmalar;  

1) Tez çerçevesinde ele alınan problemler matematiksel açıdan, nonlineer kısmi    

türevli üç adet diferansiyel denklemden oluşan sistemin çeşitli sınır koşulları 

altında çözümünü temsil etmektedir, 

2) Çözümü öngörülen nonlineer sınırdeğer problemleri, Akbarov vd. (1997) verilen 

yöntem gibi seri-sınır değer problemlerinin çözümüne dönüştürülmüştür. Bu 

seri-sınır değer problemlerinden ilk ikisi kullanılarak aranan büyüklükler 

belirlenmiştir, 

3) Mühendislik açısından ele alınan problemler, öngerilmeli/öngerilmesiz 

malzemeden yapılmış silindirik boşluk içeren dikdörtgen plağın bazı statik ve 

dinamik problemlerini temsil etmektedir,  

4) Yapı elemanlarının oluşturulmasında çeşitli teknolojik uyumsuzluklar nedeniyle 

veya esas yüklemede avantaj sağlamak amacıyla oluşmuş veya oluşturulmuş 
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olan öngerilmelerin, ele alınan dikdörtgen plağın statik veya dinamik 

davranışına etkileri pek çok problem parametresi için incelenmiştir, 

5) İncelemelerde, dikdörtgen plağın, karşılıklı iki kenarına paralel ve plağın iç 

kısmında yer alan bir tane silindirik boşluk içerdiği ve bu silindirik boşluğun, 

köşeleri yuvarlatılmış dikdörtgen kesit alanlı olduğu kabul edilmiştir,  

6) Öngerilmeli dikdörtgen plağın sahip olduğu öngerilmelerin, plağın karşılıklı iki 

kenarından düzgün yayılı çekme veya basınç kuvveti etkisinde oluştuğu kabul 

edilmiştir, 

7) Yapı elemanının içerdiği öngerilmelerin, dikdörtgen plağın içerdiği silindirik 

boşluk nedeniyle, yapı içerisindeki yayılımı homojen olmadığından, bu yayılımın 

belirlenebilmesi için gerekli matematiksel formülasyon ve üç boyutlu sonlu 

elemanlar modellemesi yardımıyla sayısal çözümü yapılmıştır, 

8) Yapısında silindirik boşluk bulunan öngerilmeli/öngerilmesiz anizotrop 

dikdörtgen plağın eğilmesi durumunda, silindirik boşluk civarında gerilme 

yığılmalarının belirlenmesine ait sınırdeğer problemlerinin, LEÜBET 

çerçevesinde matematiksel formülasyonu ve üç boyutlu sonlu elemanlar 

modellemesi yardımıyla sayısal çözümü yapılmıştır, 

9) Yapısında silindirik boşluk bulunan öngerilmeli/öngerilmesiz anizotrop 

dikdörtgen plağın doğal titreşim frekanslarının belirlenmesi problemlerinin, 

LEÜBET çerçevesinde matematiksel formülasyonu ve üç boyutlu sonlu 

elemanlar modellemesi yardımıyla sayısal çözümü yapılmıştır, 

10) Yapısında silindirik boşluk bulunan öngerilmeli/öngerilmesiz anizotrop 

dikdörtgen plağın zorlanmış titreşimine ait bazı problemlerin, LEÜBET 

çerçevesinde matematiksel formülasyonu ve üç boyutlu sonlu elemanlar 

modellemesi yardımıyla sayısal çözümü yapılmıştır, 

11) Tez kapsamında ele alınan; silindirik boşluk içeren öngerilmeli anizotrop 

dikdörtgen plağın eğilmesi, doğal titreşimi ve zorlanmış titreşimi problemlerinin 

LEÜBET çerçevesinde üç boyutlu matematiksel modellenmesi ve çözülmesi, bu 

alanda ilk teşebbüsleri oluşturmaktadır, 
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12) Tez çerçevesinde ele alınan bütün problemlerin sayısal çözümünde iki aşamalı 

karışık formülasyon kullanılmıştır: 1. aşamada; nodlarda bilinmeyen olarak 

sadece yerdeğiştirmeler alınarak, yerdeğiştirme fonksiyonları sonlu elemanlar 

yöntemi yardımıyla belirlenmiştir; 2. aşamada; birinci aşamada bulunan 

yerdeğiştirmeler yardımıyla bulunan gerilmeler ile nodlarda bilinmeyen olarak 

gerilmelerin seçildiği sonlu eleman yaklaşımı arasında en küçük kareler yöntemi 

yardımıyla, çözüm bölgesinde sürekli gerilme fonksiyonları belirlenmiştir. Ele 

alınan problemler için iki aşamalı karışık formülasyon bazı açılardan 

geliştirilmiştir, 

13) Tez çerçevesinde ele alınan statik ve dinamik problemlerin çözümü, üç boyutlu 

sonlu elemanlar yöntemi yardımıyla ayrı ayrı modellenmiş ve her bir problem 

için algoritma ve programlar tarafımızdan ayrı ayrı yapılmıştır, 

14) Sonlu eleman modellemesinde, çözüm bölgesindeki silindirik boşluk civarında 6 

nodlu üçgen prizmatik (5 yüzlü) sonlu elemanlar, geri kalan kısımda 8 nodlu 

dikdörtgen prizmatik sonlu elemanlar kullanılmıştır. Daha sonra sayısal 

işlemlerin kolaylığı açısından silindirik boşluk civarında alınan her üçgen 

prizmatik sonlu eleman; alt, orta ve üst olmak üzere 3 adet üçgen piramit alt 

bölgeye (sonlu elemana) ayrılmış ve sayısal hesaplamalar üçgen piramit sonlu 

elemanlar için gerçekleştirilmiştir, 

15) Sonlu elemanlar üzerindeki sayısal işlemler için, üçgen piramit sonlu 

elemanlarda hacim koordinatları, dikdörtgen prizmatik sonlu elemanlarda 

normalize edilmiş  koordinatlar kullanılmıştır. Hesaplamalarda karşılaşılan 

bütün integraller, 10 Gauss noktası kullanılarak Gauss karelemesi yardımıyla 

sayısal olarak yapılmıştır, 

16) Tarafımızdan yapılan algoritma ve sonlu eleman programlarından elde edilen 

sayısal sonuçlar özel durumda, literatürdeki uygun sonuçlar ile karşılaştırılarak 

test edilmiştir, 

17) Tez çerçevesinde ele alınan her bir problemde, geometrik ve malzeme 

parametreleri ile öngerilmenin yapının statik ve dinamik davranışına etkisi geniş 

biçimde incelenmiş ve sayısal sonuçlar, çok sayıda açık ve anlaşılır çizelge ve 
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grafik şeklinde verilmiştir, 

18) Tarafımızdan yapılan algoritma ve programlarla Tez çerçevesinde ele alınan 

bütün problemler başarıyla çözülmüş ve elde edilen sayısal sonuçların 

esaslandırılması ve mühendislik açısından yorumları yapılmıştır, 

19) Tez kapsamında elde edilen sayısal sonuçlardan, yapı içerisindeki silindirik 

boşluk ile  öngerilmenin, yapı elemanlarının statik veya dinamik davranışına 

nitelik ve nicelik açısından önemli ölçüde etki gösterdiği tespit edilmiştir.  

 

Elde edilen bu sonuçların değerlendirmesi aşağıdaki şekilde özetlenebilir: 

 

1) Yapıdaki öngerilmenin değeri arttıkça, ilave statik yüklemeden dolayı silindirik 

boşluk civarında oluşan gerilmeler ile yerdeğiştirmelerin değerleri mutlak 

değerce azalmaktadır (Şekil 3.7-Şekil 3.13). 

2) Yapı içerisindeki silindirik boşluğun hacminin artması, ilave statik yüklemeden 

dolayı silindirik boşluk civarında oluşan gerilme yığılmalarını mutlak değerce 

artırmaktadır (Şekil 3.15-Şekil 3.18).  

3) 1331  değerinin  artması (azalması), ilave statik yüklemeden dolayı yapıda 

oluşan gerilme ve yerdeğiştirme değerlerini mutlak değerce arttırmaktadır 

(azaltmaktadır) (Şekil 3.28-Şekil 3.33). 

4) Kalın plağın boyutları arasında 61331    sağlanması durumunda elde 

edilen sayısal sonuçlar ile düzlem şekil değiştirme durumunda uygun 

problemden elde edilen sayısal sonuçlar çakışmaktadır (Şekil 3.28-Şekil 3.33). 

5) Dikdörtgen plağın çekme (basınç) öngerilmesine sahip olması, belirtilen yapı 

elemanının doğal frekanslarını artırmaktadır (azaltmaktadır) (Çizelge 4.6).  

6) Dikdörtgen plağın içerdiği silindirik boşluğun geometrik boyutlarının artırılması 

veya silindirik boşluk önceki konumuna paralel kalacak şekilde, plağın üst 

serbest yüzeyine yaklaştırılması, plağın doğal frekanslarını azaltmakta; plak 

malzemesinin 2 1E E  oranı değişiminin artması, plağın doğal frekanslarını 
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artırmaktadır (Çizelge 4.3, Çizelge 4.5; Çizelge 4.10; Çizelge 4.4, Çizelge 4.6). 

7) Dikdörtgen plağın içerdiği silindirik boşluğun hacmi küçüldükçe, belirtilen plağın 

doğal titreşim frekansları, boşluk içermeyen uygun plağın doğal frekanslarına  

yakınsamaktadır (Çizelge 4.2). 

8) Zamana göre harmonik değişen ilave dış kuvvetin frekansının değeri, yapının 

uygun doğal frekans değerinden küçük alınması  )( .cr  durumunda dış 

kuvvetin frekansının arttırılması, silindirik boşluk civarında  p/ gerilmesini 

mutlak değerce arttırmaktadır (Şekil 5.1). 

9) Yapıdaki öngerilmenin değeri arttıkça, ilave dinamik yüklemeden dolayı 

silindirik boşluk civarında oluşan gerilmelerin değerleri mutlak değerce 

azalmaktadır (Şekil 5.2). 

10) Dikdörtgen plağın içerdiği silindirik boşluğun geometrik boyutlarının artırılması 

veya silindirik boşluk önceki konumuna paralel kalacak şekilde, plağın üst 

serbest yüzeyine yaklaştırılması, ilave dinamik yük etkisinde silindirik boşluk 

civarında gerilme yığılmalarını mutlak değerce arttırmakta; plak malzemesine 

ait 2 1E E  oranı değişiminin artması, belirtilen gerilme yığılmaları mutlak 

değerce azaltmaktadır (Şekil 5.3- Şekil 5.5). 

 

 Yukarıda ifade edilenlerden başka, tezde teklif edilen ve geliştirilen algoritmaların ve 

programların, öngerilmeli/öngerilmesiz  ve/veya çeşitli formda silindirik boşluk 

içeren/içermeyen ve farklı mesnet koşullarına sahip yapı elemanlarının statik ve 

dinamik analizine uygulanabilmesi, tezde yapılan araştırmaların önemini daha da 

artırmaktadır. Ayrıca, Tezde ele alınan sınır değer problemlerine ait sayısal sonuçlar, bu 

alanda literatürde mevcut birçok çalışmaya ait sayısal sonuçların kıyaslanmasında yani, 

nitelik ve nicelik açısından değerlendirilmesinde, yaklaşık teorilerin hassasiyet 

mertebesinin tespit edilmesinde ve nihayet tasarım uygulamalarında kullanılabilecek 

önemli bir referans olabileceği öngörülmektedir.  
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