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OZET

ADOMIAN AYRISIM METODU ILE ISI TRANSFERI
MODELLEMESI

Yasemin KARAGOZ

Matematik Miihendisligi Anabilim Dali

Yiksek Lisans Tezi

Tez Danigmani: Prof. Dr. Fatih TASCI
Es Danisman: Yrd. Dog. Dr. Ali SAHIN

Bu calismada, fonksiyonel derecelendirilmis malzemelerde reaksiyon difiizyon
denklemi Adomian Ayristm Metodu (AAM) kullanilarak incelenmistir. Lineer ve lineer
olmayan denklemlere uygulanabilen AAM detayli bir sekilde calisildi ve farkl
uygulama 6rnekleri verildi. Ayrica 1s1 transferi olayindan da bahsedildi. Bu ¢alismanin
asil amaci, fonksiyonel derecelendirilmis malzemeler olarak bilinen homojen olmayan
bir malzemede degisken katsayili reaksiyon difiizyon denklemine AAM’yi
uygulamaktir. Ik olarak, fonksiyonel derecelendirilmis malzemeyi temsilen
malzemenin iletkenligi ve malzemenin homojenligini belirleyen parametre degisken

olarak tanimlandi. Reaksiyon parametresini, p(x,f), igeren kismin sabit oldugu
durumda AAM ile ¢6ziim i¢in bir iterasyon bulundu. Daha sonra, malzemenin
homojenligini belirleyen parametrenin farkli durumlar: i¢in 6rnekler verilmisdi. Elde

edilen bazi1 sonuglar grafik ve cizelgeler ile ifade edilerek daha onceki c¢alismalarla
karsilagtirildi.

Anahtar Kelimeler: Adomian ayrisim metodu, Adomian polinomlari, fonksiyonel
derecelendirilmis malzemeler, reaksiyon diflizyon denklemi.

YILDIZ TEKNIiK UNIiVERSITESI FEN BiLIMLERI ENSTITUSU
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ABSTRACT

HEAT TRANSFER MODELING WITH ADOMIAN
DECOMPOSITION METHOD

Yasemin KARAGOZ

Department of Mathematical Engineering
MSec. Thesis

Advisor: Prof. Dr. Fatih TASCI
Co-Advisor: Asisst. Prof. Dr. Ali SAHIN

In this study, the reaction diffusion equation in the functionally graded materials
(FGMs) is examined by using Adomian Decomposition Method (ADM). ADM can be
applied to linear and non-linear equations and different examples of applications were
studied in details. In addition, the heat transfer event mentioned. The main purpose of
this study is to apply ADM for the reaction diffusion equation with variable coefficients
in the non-homogeneous material known as functionally graded materials. First,
conductivity of the material is defined as a function of space variable and a non-
homogeneity parameter that represents the effect of functionally graded materials. In the

case, which portion of the reaction parameter, p(x,t), is fixed, an iteration model is
found for solution via ADM. Then, examples are given for the different states of the

nonhomogeneity parameter of the material. Results are plotted and given in figures and
compared with previous studies.

Key words: Adomian decomposition method, Adomian polynomials, functionally
graded materials, reaction diffusion equation.
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BOLUM 1

GIRiS

1.1 Literatiir Ozeti

Matematik, fizik, biyoloji, kimya ve miihendislik gibi uygulamali alanlarda problemler,
lineer veya lineer olmayan denklem veya denklem sistemleri ile ifade edilir. Bu
problemlerin ¢oziimiinde farkli bircok yontem kullanilir. Bu yontemlerden biri de
1980’11 yillarin baginda George ADOMIAN [1] tarafindan tanitilan Adomian Ayrisim
Metodudur (AAM). Lineer veya lineer olmayan adi ve kismi diferensiyel denklemler ile
cebirsel, integral, integro-diferensiyel denklemler ve denklem sistemlerine kolaylikla
uygulanabilmesi ve ¢0ziime ulagsmada  gosterdigi  yakmsaklik ~AAM’nin
avantajlarindandir [2]. Ayrica bu yOntemde dogrusallastirmaya, kisitlamaya ve
pertiirbasyona gerek yoktur. AAM ile ¢oziim yakmsak kuvvet serisi olarak verilir.
Serinin her terimi analitik fonksiyonun kuvvet serisine agilmasiyla elde edilen
polinomlarla belirlenir. Bununla birlikte lineer olmayan durumlarda karsilasilan

Adomian polinomlar1 [1] 4, ile gosterilir.

Cherruault [3] AAM’nin yakinsakligini inceleyen ve bu metodunun genel ilkelerini
dogrulayan ilk bilim insanidir. Cherrault bu ¢alismasinda fonksiyonel denklemler i¢in
sabit nokta teoremini kullanmis ve AAM’nin yakinsakligin1 gostermistir. Cherruault ve
Adomian [4] yontemi yakinsakligi icin yeni bir c¢alisma daha yapmuislardir. Bu
calismada AAM’nin hizli yakinsadigma dair sonuclara ulasilmistir. Ayrica, Abbaoui ve
Cherruault [5], [6] calismalarinda diferensiyel denklemleri ele almiglardir. Sabit nokta
teoremini kullanarak diferensiyel denkleminin ¢6ziimii ve lineer olmayan fonksiyonun
koklerinin bulunmasi ile AAM’nin yakinsakligini ispatlamislardir. Bu ispatin ancak
uygun baslangic ve sinir kosullar1 altinda lineer, yar1 lineer ve lineer olmayan

problemlere uygulanabilirligine dair baz1 6rnekler vermislerdir. Metodun yakinsakligina
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iligkin bir baska calisma da El- Kalla [7] tarafindan yapilmistir. El-Kalla ikinci tiir
Volterra integral denklemi icin belirledigi doniisiimle AAM’nin yakimsakligini

gostermistir.

AMM’nin yakmsakligmin arastirilmasi disinda, metodunun daha hizli yakinsamasi,
kullanim alaninin arttirilmasit ve islem yiikiiniin daha da azaltilmasi i¢in bazi
diizenlenmeler yapilmistir. AMM icin ilk diizenleme Wazwaz [8] tarafindan yapilan
Modifiye Adomian Ayrisim Metodudur (MAAM). Bu calismada, Adomian polinomlar1
kullanilmadan sadece iki iterasyonla ¢oziime ulasilan bazi O6rnekler verilmistir. Bu
metodun lineer olmayan bazi durumlarda standart AAM’den daha az islem yiikii ile
daha hizli yakinsadigi sonucuna varimistir. AAM’nin diizenlenmesine ait diger bir
calisma Wazwaz ve El-Sayed [9] tarafindan gelistirilen Gelistirilmis Adomian Ayrisim
Metodudur (GAAM). Gelistirilen bu yontemin bazi 6rneklerde oldukca etkili oldugu ve
lineer olmayan bazi Orneklerde de Adomian polinomlarmna ihtiyag duyulmaksizin
sadece iki iterasyonla sonuca varildigi gosterilmistir. Iki-Adim Adomian Ayrisim
Metodu (IAAM) olarak adlandirilan diger bir diizenleme de Luo’ya [10] aittir. Bu metot
standart AAM’nin iki adima ayrilmasma dayanir. Luo vd. [11] standart AAM’yi uygun
dontistimler altinda homojen olmayan siir kosullar1 iceren problemlere uygulamistir.

IAAM nin bu problemlerde oldukca etkili oldugunu vurgulamislardir.

Adomian polinomlarmin elde edilmesiyle ilgili de c¢alismalar yapilmistir. Adomian
polinomlari, ilk olarak Adomian [2] tarafindan genellestirilmis Taylor serileri
kullanilarak verilmistir. Zhu vd. [12] Adomian polinomlarmin hesaplanmasinda
parametrizasyon yontemini kullanmislardir. Bu yontemde Adomian tarafindan verilen
yonteme gore daha az formiile ihtiya¢ duyulmaktadir. Ayrica, Pourdarvish [13]
Adomian polinomlarini Neumann serilerini kullanarak elde etmeyi denemis ve basarili
olmustur. Bu yoOntemin bilgisayar programlar1 uygulamalarinda da kullanabildigini

gostermistir.

AAM’nin lineer ve lineer olmayan denklemlere kolaylikla uygulanabilmesi ve hesap
yiikiiniin az olmasi ve sonuca hizli olan yakinsamasi sayesinde bir¢ok akademisyenin
ilgisini cekti. Ornegin, Wazwaz [14] calismasinda kismi diferensiyel denklemler ile
lineer olmayan Klein-Gordon ve Lane-Emden denklemlerini MAAM ile ¢ozdii. Biazar
[15] integro-diferensiyel denklem sistemlerine AAM’yi uygulamistir. Metodunun bazi
sistemlere ne kadar kolay uygulandigina dair birka¢ 6rnek vermistir. Rach [16] AAM ile

Picard metodunu karsilastrmis ve AAM’nin daha {istiin bir yontem oldugu sonucunu
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vermistir. Bu c¢alisma gibi bircok calisma, AAM ile klasik bazi metotlarin
karsilagtirilmasini igerir. Abbasbandy [17] integral denklemin ¢6ziimii i¢in Homotopy
Pertiirbasyon Metot (HPM) ile AAM’yi karsilastirmis ve AAM’nin de bir homotopy
oldugunu ve basarili bir metot oldugunu goéstermistir. Geyikli [18] genellestirilmis
Korteweg-deVries (KdV) denklemlerinin ¢6ziimii icin AAM ile sonlu elemanlar
yontemini karsilastrmistir. EI-Gamel [19] ise baslangi¢ ve sinir deger problemlerinin
¢Oziimiinde AAM ile wavelet-Galerkin metodunu karsilastirmistir. Tiim bu ¢alismalar
AAM’nin genis bir yelpazede kullanilan giiclii bir yontem oldugunun gdostergesidir.
Ayrica fen ve miihendislik gibi uygulamali alanlarda 6nemli bir yere sahip olan 1s1
denklemi ve 1s1 denkleminin modellerinin AAM ile ¢Oziimiine ait ¢alismalar da vardir.
Jang [20] bir boyutlu degisken katsayili homojen olmayan parabolik denklemde
AAM’yi ¢alisti. Gorguis ve Benny Chan [21] AAM ve degiskenlerine ayristirma
yontemini kullanarak 1s1 denklemleri iizerinde ¢alisma yaptilar. Daha Onceki
calismalardaki sonuglar hem analitik hem de sayisal olarak karsilastirildi. Bu
karsilagtrmalar sonucunda, AMM’nin etkili ve gilivenilir bir yontem oldugunu

acgikladilar.

Is1 denklemi ve modellerine AAM’yi uygulamak Daniel Lesnic’in de ilgisini g¢ekti.
Lesnic [22] calismalarina ilk olarak, periyodik smir sartlari i¢eren, 1s1 denkleminde
AAM’nin yakinsakligii gostererek basladi. Bir boyutlu durumda AAM, diferensiyel
iterasyon metodu ile ayni sonuglar1 verdi. Fakat AAM’nin yakimsamas1 diferensiyel
iterasyon metoduna gore daha hizliydi. Lesnic daha sonra karisik tiirevler iceren 1s1
denklemi i¢in AAM’yi kulland1 ve sonuca ulast1 [23]. Ayrica, kimya ve biyoloji gibi
alanlarda kullanilan ve 1s1 denklemi modellerinden olan Cauchy Adveksiyon Diflizyon
denkleminin AAM ile ¢6ziimii de Lesnic [24] tarafindan calisildi. Akis hizinin sabit
oldugu durumda tiirevler kolaylikla alinabilirken akis hizinin degisken oldugu
durumlarda sembolik sayisal hesaplamalara ihtiya¢ duyuldu. Bu basarili c¢alisma
AAM’nin hassas drnekleri arasindadir. Lesnic [25] farkli bir 1s1 modeli olan Reaksiyon
Diflizyon denklemini de ele aldi. Bu calismada reaksiyon parametresi sadece zamana
bagli oldugu durumda tiirevler kolaylikla hesaplanirken diger durumlarda yine sembolik
sayisal hesaplamalara ihtiya¢ duyuldu. Verilen 6rneklerde hicbir kisitlama ve yaklagima
gerek kalmadan sadece birkag iterasyonla ¢éziime ulasilmast AAM’nin bir kez daha

basarin1 ortaya koymustur. Lesnic tarafindan incelenen bu denklemler sabit katsayili



orneklerdir. Oysaki gelisen bilim ve teknolojik calismalar bizi degisken katsayili

denklemlere yonlendirmektedir.

Havacilik, uzay, savunma ve otomotiv gibi endiistrilerdeki hizli teknolojik gelisim ve
artan rekabet, yliksek performansa sahip iirlinlerin tasarlanmasina, bu durum da hafif
ama ayni zamanda gerilmelere ve sicakliklara karst mukavemeti yiiksek malzemelere
olan ihtiyaci ortaya koymaktadir. Bu ihtiyaca cevap vermek iizere, mekanik 6zellikleri
metallere gore daha {istiin olan kompozit malzemeler {iretilmeye baslanmistir. Yiiksek
sicakliga maruz kalan kompozit malzemelerde dis ve i¢ ylizeylerinde farkli sicaklik
degerlerine ulagsmaktadir. Bu yiiksek sicaklik farkindan dolayi, metaller iizerine gesitli
tekniklerle olusturulan homojen seramik kaplamalar, metali korozyona, oksitlenmeye ve
asmmaya kars1 korusa da sistem yiiksek sicakliklarda 1sil gerilme sorunuyla karsi
karsiya kalmaktadir. Yiiksek sicakliklarin bulundugu ortamlarda ani ve biiytlik sicaklik
degisimlerinin olmasiyla seramik ve metal malzemelerin 1s11 genlesme katsayilarinin
farkliliklarindan dolay1 yapilarinda keskin gerilme dagilimlar1 olusmaktadir. Bu gerilme
yigilmalar1 ara yiiz ¢atlak ve kirik olusumunun da 6nde gelen sebeplerinden biridir [26].
Bu sorunun ¢6ziimii olarak, 1984’de Japonya’da bir uzay mekigi projesi sirasinda ¢ok
yiiksek sicaklik araligina dayanabilecek bir 1s1l bariyer malzemesi Onerisi ile
Fonksiyonel Derecelendirilmis Malzemeler (FDM) konsepti ortaya ¢cikmistir. FDM’ler
birbirinden farkli 6zelliklere sahip homojen iki malzemeden olusan ve malzeme
ozellikleri bir ylizeyden digerine bir konum fonksiyonuna bagl olarak siirekli veya
kademeli bir degisim gosteren yiiksek 1s1l direng kapasitesine sahip ileri teknoloji

malzemeleridir.

FDM’ler, sicakligin yiliksek oldugu yiizeyi seramik ve sicakligin diisiik oldugu yiizeyi
metal olacak sekilde ve seramikten metale dogru kademeli veya devaml
derecelendirilmis bir gegise sahip bigimde tasarlanmis malzemelerdir. Bu tasarim
sayesinde, iki malzeme arasinda farkli 1s1l genlesme katsayilarindan dolay1 olusan 1s1l
gerilmelerle birlikte, fiziksel ve kimyasal Ozelliklerdeki ani degisimlerden dolay1
meydana gelebilecek olan diger olumsuzluklar da minimuma indirilmis olur. Ayrica, bu
malzemelerin bilesen, mikroyapt ve bazi mekaniksel Ozelliklerinin yap1 boyunca
yumusak bir degisiminin tasarimciya istenen mekanik ve 1sil ozellikte bir malzeme
iiretimi konusunda biiylik yararlar sagladigi goriilmiistiir. Bu durum FDM’lerin birgok

uygulamada tercih edilme sebebi olmaktadir [27].



Is1 transferi uygulamalarinda da FDM gittikce 6nem kazanmaktadir. Sahin ve Karatay
[28] FDM’lerde bir boyutlu 1s1 (diflizyon) denklemini AAM ile ¢Ozmiistiir. Bu
calismada genellestirilmis Fourier serilerinden yararlanilmistir. Ayrica ayni denklemi
ozfonksiyon acilim metodunu kullanarak da ¢dzmiislerdir. iki metotta da bulunan

¢Ozlimler tamamen ayni sonucu vermis ve basarili olmustur.

1.2 Tezin Amaci

Bu calismanin amaci; homojen olmayan, fonksiyonel derecelendirilmis, malzemelerde
Reaksiyon Diflizyon denkleminin Adomian ayristm metodu ile ¢o6zilebildigini

gostermektir.

1.3 Hipotez

Homojen malzemede Reaksiyon Diflizyon denklemi g6z Oniine alimsm. Bu denklemde
malzemenin iletkenligi konumun bir fonksiyonu olsun. Bu durumda elde edilen yeni

denklem Adomian ayrigim metodu ile ¢oziilebilirdir.



BOLUM 2

ISI TRANSFERI ANALIZI

Bu boliimde, 1s1 transferi olayi, 1s1 transferi sekilleri ve bu transfer sekillerinin
matematiksel ifadeleri incelenecektir. Is1 transferi, hayatin her alaninda yaygm olarak
karsilagilan bir konudur. Enerjinin oldugu her yerde 1s1 transferi olaymdan
bahsedilebilir. Is1 transferine verilebilecek en basit 6rnek viicudumuzdur: Yazin sicak
ortama kars1 daha ince ve acik renkli giysiler, kisin ise kalin ve koyu renkli giysiler
giyilir. Bunun nedeni, viicuttan ortama verilen veya ortamdan viicuda kazanilan 1s1y1

giysiler yardimiyla kontrol ederek viicudun 1s1l dengesini saglamaktir.

Is1 transferi kimya, niikleer, metaliirji, elektrik ve makine miihendisligi gibi birgok
uygulamali alanin ilgi odagindadir. Ayrica evlerde kullanilan televizyon, buzdolabi,
firin, 1sitma-sogutma ve havalandirma sistemleri, oto radyatorleri, buhar kazanlari, 1s1
degistiricileri, gii¢ santralleri, ucaklar, uzay mekikleri, buhar borulari, sicak su isiticilari,
glines toplayicilar, duvar, ¢ati, tavan, pencere yalitimlar: ve pek cok kimyasal yontemler
1s1 transferi uygulamalarina ornek olarak gdsterilebilir. Biitiin bu uygulamalarmn yapilip
yapilamayacaginin, kullanilabilirliginin ve ekonomikliginin tahmin edilmesi detayl1 bir

1s1 transferi analizinin yapilmasim gerektirir [29].

2.1 Genel Bilgiler

Isi, sicaklik farki nedeniyle enerjinin maddeden maddeye gegebilen seklidir. Iki sistem
veya bir sistem ile gevresi arasinda sicaklik farki nedeniyle enerji transferini arastiran
bilim dali, 1s1 transferi olarak adlandirilir. Is1 ile enerjinin bigimleri arasindaki iligkileri
inceleyen bilim dalina termodinamik denir. Termodinamik dengedeki sistemlerle
ilgilenir ve denge durumundaki degisiklik i¢in gerekli olan enerji miktarmi hesaplar.
Fakat denge konumu i¢in gerekli 1smin nasil transfer edildigi, yani sicaklik farki

nedeniyle olan enerji transferinin fiziki mekanizmasi, hakkinda bir fikir vermez.



Halbuki, 1s1 transferi termodinamigin temel yasalarindan yararlanarak sadece enerjinin
nasil transfer edilecegini degil, ayn1 zamanda belirli sartlar altinda enerji degisim hizina

da aciklik getirir.

Is1 transferi analizlerinde sicaklik farki, cismin geometrisi ve Ozellikleri arasindaki
iligkiler gdz Oniine alinarak, calismalar teorik ve deneysel ortak temeller iizerine
oturtulur. Teorik kisim belli kabuller altinda, bir veya daha fazla fiziksel yasaya dayanur.

Tamm 2.1 Fiziksel yasa uygulamada ortamdan bagimsiz ise bu yasaya genel yasa denir.
Tamim 2.2 Fiziksel yasa uygulamada ortama bagh ise bu yasaya 6zel yasa denir.

Is1 transferi ile ilgili tiim analizlerde dort genel yasadan yararlanilir. Bu yasalar:

. Kiitle Korunumu Yasast

o Enerji Korunumu Yasas1 (Termodinamigin Birinci Yasast)

o Entropinin Artis1 Yasas1 (Termodinamigin Ikinci Yasasi)

o Momentumun Korunumu Yasas1 (Newton’un Ikinci Hareket Yasasi)

olarak bilinir. Termodinamigin Ikinci Yasas1 geregi, 1s1 gecisi sicakligi yiiksek olan

ortamdan sicakligi diisiik olan ortama dogrudur.

Is1 transferinde bu genel yasalara ek olarak, asagida verilen lic 6zel yasadan da

yararlanilir. Bu 6zel yasalar:

. Fourier Is1 {letim Yasasi

o Newton’un Soguma Yasasi

o Stefan-Boltzmann Isima Yasasi
seklindedir.

Is1 transferinin fiziki mekanizmasi1 ortam sicakliklarindaki farka baglh oldugu kadar,
ortamin ve ylizeylerin 6zelliklerine de baglidir. Bu nedenle, 1s1 transferi mekanizmasini

birbirinden farkli ii¢ temel baslik altinda incelemek gerekir. Bunlar:
. Is1 Iletimi (Kondiiksiyon)

o Is1 Tagmimi (Konveksiyon)

. Is1 Istnim1 (Radyasyon)

seklindedir.



Daha once verilen dort genel yasa “siirekli ortam” kavrami dikkate alinarak ifade
edilmistir. Siirekli ortam kavraminda madde siirekli gibi goriilmekle birlikte sabit,
hareketli ve ¢arpisan molekiiller, atomlar ve elektronlardan meydana gelir. Is1 transferi
bu parcaciklarin aralarinda gerceklestirilen kinetik enerji degisimi sonucu ortaya ¢ikar.
Is1 transferi uygulamalarinin ¢ogunda maddenin molekiiler davranigi yerine siirekli
ortamda davranigmin nasil olacag1 dikkate alinir. Is1 iletimi i¢in bu yaklasim basit olup,

ele alinan problemin ¢oziimiinii i¢cin gerekli kolaylig1 saglar.

2.2 TIsi iletimi (Kondiiksiyon)

Is1 iletimi, ayn1 ortamdaki (kati, sivi veya gaz) farkli bolgeler arasinda veya dogrudan
fiziki temas durumunda bulunan farkli ortamlar arasinda, pargaciklarin (atom veya
molekiil) fark edilebilir bir yer degistirmesi olmaksizin, dogrudan temasa bagli olarak
sicaklik farki nedeniyle olusan enerji transferidir. Kinetik teori geregi, bir maddenin
sicakligr bu maddeyi meydana getiren pargaciklarin ortalama kinetik enerjileri ile
orantihidir. Ortam icerisinde bir bolgede sicakligin yiiksek olmasi o bdlgedeki
molekiillerin ortalama kinetik enerjilerinin yiiksek oldugunu gosterir. Ortalama kinetik
enerjileri yliksek olan molekiiller daha hizli hareket ederler. Ortalama kinetik enerjileri
yiiksek olan molekiiller ile ortalama kinetik enerjileri diisiik olan molekiiller rastgele
carpisirlar. Bu ¢arpigsmalar sonucunda ortalama kinetik enerjileri yliksek olan
molekiiller enerjilerinin bir kismini ortalama kinetik enerjileri diisiik olan komsu
bolgedeki molekiillere iletir. Carpisma sayist ne kadar ¢ok olursa o kadar 1yi 1s1 transfer

edilir.

Is1 iletimi sivilarda ve gazlarda molekiillerin birbirini takip eden rastgele ¢arpismalari
veya diflizyonlar1 (yaymma) ile olur. Katilarda ise, molekiillerin veya maddenin
yapisini olusturan kafeslerin titresimleri veya serbest elektronlarin hareketi sonucu 1s1
iletimi olur (Sekil 2.1).

Tanim 2.3 Is1 iletiminde genel olarak birim zamanda birim alandan transfer edilen 1s1

miktarina 1s1 akisi denir. Ist akisinin birimi Watt (W) ’dir.

Is1 akis1 sicakliga ve sicaklik basamagina (gradyanina) baghidir.
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Sekil 2.1 Maddenin farkli hallerinde 1s1 iletimi [30]

Tanim 2.4 Ortamin tiim noktalarina ait anlik sicakliklarin anlik degerine sicaklik alani

veya sicaklik dagilimi denir.

Sicaklik en genel durumda yere ve zamana baghdir.

T=T(F1) (2.1)

burada, 7 =?x~|—j'y+l€z ve ?,f,l? da swrastyla x,y,z yoniindeki birim vektorlerdir.

Denklem (2.1) sicaklik alanmmin matematiksel ifadesidir. Eger sicaklik zamana gore

degismez ise, siirekli bir sicaklik alam1 s6z konusudur. Bu durumda, aa—T: 0
t
olacagindan

T=T(F) (2.2)

seklinde yazilabilir.
Stirekli veya stireksiz sicaklik alani bir veya iki boyutlu olarak asagidaki gibi ifade

edilebilir.

oT oT

T: ,t, _:_:0’ 23

(x:1) oy oz @3)

T=(xy0), L. (2.4)
Oz



Tamm 2.5 Bir sicaklik alaninda ayni sicakliktaki noktalarin birlestirilmesi ile olusan

yiizeylere es sicaklik ylizeyleri veya izotermal ylizeyler denir.

Farkli sicaklikta olmalar1 nedeniyle, es sicaklik yiizeyleri birbirleriyle kesismezler. Sekil

2.2°de es sicaklik diizlemlerinden bir grup goriilmektedir.

T+ AT

~ Is1 akis yolu

Sekil 2.2 Kati bir cisimde es sicaklik yiizeyleri

Bu sistem igerisinde en biiyilik sicaklik basamagi (gradyani) es sicaklik yiizeyine dik

yondedir. Buna gore sicaklik basamagi,

lim ﬂ]:‘?—T (2.5)
An—0 on

An

olarak tanimlanir. Sicaklik basamagi es sicaklik diizlemine dik bir vektordiir. Is1 akis1

ile sicaklik gradyani arasindaki iligkiyi ifade etmek icin Sekil 2.2 g6z 6niine alinsin.

L
\" T;

Ax i

Sekil 2.3 Diizlem duvarda 1s1 iletimi
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Sekil 2.3’de yiizey sicakliklar1 7 ve T, (7, >T,), kalmhgr Ax=L ve yiizey alan1 A
olan sonsuz diizlem duvar s6z konusudur. Farkli 7; ve 7, sicakliklarinda bu duvar
tizerinde yapilan deneyler, AT =T, —T, sicaklik farki duvarin dzelliklerini degistirecek
biiytikliikte degilse, sicaklik da zamanla degismiyorsa 1s1 akisinin

O T,-T
Ewle (2.6)

seklinde oldugunu gostermistir. Denklem (2.6)’da gosterildigi gibi 1s1 akisi, sicaklik

farki ve yilizey alaniyla dogru orantili, kalinlikla ters orantilidir. Orant1 sabiti & , (2.6)

denklemi i¢ine yerlestirilirse 1s1 transferi,

h=h _ 48T (2.7)
L Ax

Qiletim = kA

seklinde ifade edilir. Burada & malzemenin bir 6zelligi olup, 1s1 iletim katsayisi veya 1s1

iletkenligi olarak adlandirilir.

Ax — 0 limiti durumunda, (2.7) denklemi asagidaki diferensiyel forma indirgenir:

Qiletim = _kA%- (2.8)
Denklem (2.8) homojen, izotropik (1s1 iletkenligi her noktada ve biitiin yonlerde ayni)
ortamlar icin Fourier Is1 Iletim Kanunu admi alir. Bu kanun ilk defa Fransiz bilim adami1
J. B. Fourier [31] tarafindan 1822 yilinda Onerilmistir. Burada d7'/dx, x yOniinde
sicaklik gradyamidir. Is1 akisi sicakligin azaldig1 yonde oldugu i¢in sicaklik farki ile 1s1
akis1 ters isaretlidir. Pozitif yonde 1s1 transferi elde etmek icin (2.7) ve (2.8)

denklemlerinin 6niine (—) isareti konulmustur.

2.2.1 Isi iletkenligi

Farkli malzemeler farkli miktarlarda 1s1 depolarlar. Bir malzemenin enerji depolama
yeteneginin Olciisli, ¢, 0zgiil 1s1 olarak adlandirilir. Benzer sekilde 1s1 iletim katsayisi,
k , bir malzemenin 1s1 iletebilme yeteneginin 6lglisidiir. Her malzemenin 1s1 iletebilme

yetenegi farkli oldugundan & sayis1 da malzemeden malzemeye degisir.

Sabit kosullar altinda 1s1 akist i¢in verilen (2.8) denklemi, 1s1 iletkenligi icin de

belirleyici denklemdir. Buradan,

11



_(0/4]
k= (oT 789 (2.9)

olarak yazilabilir. Is1 iletim katsayis1 birim kalinlikta sicaklik artisi icin iletilen 1s1

transfer hizidir. Is1 akisinin birimi Watt(W) , 1s1 transferi olan ylizeyin alaninin birimi

(mz), sicaklik gradyani ("K/rn) veya ("C/m) seklinde ifade edilir. £ 1s1 iletkenliginin

birimi (W/m« °K) veya (W/rn« OC) "dir. Is1 iletkenligi sicaklikla degisir. Basinca gore
degisimi, sicakliga gore degisiminden az olmasi nedeniyle, ihmal edilebilir.

Is1 iletkenligi degerinin yiiksek olmasi malzemenin iyi bir 1s1 iletkeni oldugunu gosterir.
Aksine, 1s1 iletkenligi degerinin diisiik olmasi da malzemenin zayif bir 1s1 iletkeni veya
yalitkan oldugunu gosterir. Bazi malzemelerin 1s1 iletkenlikleri Cizelge 2.1°de
verilmistir. Cizelge 2.1°den de anlasilacagi gibi malzemenin yapisi ne kadar diizenli ise
1s1 iletkenligi de o denli yiiksektir. Bunun bir sonucu olarak bir maddenin 1s1 iletkenligi

kat1 halde en ytiksek, gaz halde en diisiiktiir.

Cizelge 2.1 Bazi malzemelerin 0°C ’de 1s1 iletkenlikleri

Malzeme Is1 iletkenlik Katsayisi,
W/m-°C
Elmas 2300
Glimiis 410
Bakir 385
Altin 317 (oda sicaklig)
Alliminyum 202
Nikel 93
Demir 73
Krom-Nikel Celik 16.3
Civa 8.21
Cam 0.78
Su 0.556
Ahsap 0.17
Helyum 0.141
Cam yiinli 0.03
Hava 0.024

12



Gazlarin 1s1 iletkenliginin mutlak sicakligin karekokii ile dogru orantili, mol agirliginin
karekokii ile ters orantili oldugu deneylerle gdzlenmistir. Ornegin, mol agirligi 4 olan
Helyumun 1s1 iletkenligi, mol agwrhigi 29 olan Havanin 1s1 iletkenliginden daha

yiiksektir (Cizelge 2.1).

Stvilarm 1s1 iletkenlikleri genellikle katilar ile gazlarin arasindadir. Gazlarda oldugu gibi
swvilarda da malzemenin mol agirlig: arttikca 1s1 iletkenligi azalir. Ancak gazlarin

aksine, su harig, stvilarin 1s1 iletkenlikleri sicaklik arttikga azalir.

Katilarda 1s1 iletkenligi yapisindaki kafes bilesenlerine elektronik bilesenlerinin ilavesi
ile elde edilir. Saf metallerin ytiksek 1s1 iletkenlikleri nispeten elektronik bilesenlerine
baghdir. Saf metallerin 1s1 iletkenliklerinin yiiksek olmasi, bu metallerin alasimlarmin
1s1 iletkenliklerinin yiiksek olmasimi gerektirmez. Cizelge 2.1°de verildigi gibi 0°C ’de
Nikelin 1s1 iletkenligi 93 W/m- °C iken Krom-Nikel alagimi ¢eligin 1s1 iletkenligi 0°C
’de 16.3 W/m- °C ’dir. Goriildigii gibi saf maddede eser miktarda yabanci molekiil o

maddenin 1s1 iletkenligini etkiler. Ayrica 1s1 iletkenligi, malzemenin nem oranma da

baghdir. Nem orani arttikca 1s1 iletkenligi de artar.

2.2.2 Is1 Yayinim
Is1 transferi analizlerinde sik rastlanan pc ifadesi, bir maddenin 1s1 kapasitesi olarak
adlandirilir. p malzemenin yogunlugudur. Ozgiil 1s1 ¢ birim kiitlede, 1s1 kapasitesi pc

birim hacimde ne kadar 1s1 (enerji) depolanabilecegi hakkinda bilgi verir.

Bir malzemede iletilen 1s1 miktarmnm birim hacimde depolanan 1s1 miktarma orani, 1s1
yaymimi, malzemenin ne kadar hizla 1s1 yaydigini gosterir. Is1 yaymim (diflizyon)

katsayis1

_ Isiiletim katsayis1 &

a, = (2.10)

Depolanan 1s1 pc
seklinde ifade edilir. Birimi (m2 / s) ’dir. Burada, & 1s1 iletim katsayisi1 bir malzemenin

ne kadar 1s1 ilettigini, pc 1s1 kapasitesi de malzemede birim hacimde ne kadar 1s1

depolandigini ifade eder. Is1 yaymiminin yiiksek olmasi, malzemenin 1s1 iletkenligin

yiiksek oldugunu veya malzemenin 1s1 depolama kapasitesinin diisiik oldugunu gosterir.

Bazi malzemelerin 20°C ’deki 1s1 yaymim katsayilar1 Cizelge 2.2°de verilmistir. Benzer
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ozellige sahip malzemelerin 1s1 yaymnim katsayilar1 da birbirine yakindir. Ornegin etin
yan1 sira su orani yiiksek olan taze sebze ve meyvelerin de 1s1 yaymim katsayilar1 suyun

1s1 yaymim katsayisina yakindir.

Cizelge 2.2 Bazi malzemelerin 20°C ’deki 1s1 yaymim katsayilar1

Malzeme Is1 Yaymimmi Katsayisi, «
m/s’
Giimiis 149%10°°
Altin 127x10°°
Bakir 113x10°°
Aliiminyum 97.5%107°
Demir 22.8x10°°
Civa 4.7%10°°
Cam 0.34%10°°
Cam vyiinii 0.23x10°°
Su 0.14x10°°
Et 0.14x10°°
Ahsap 0.13x10°°

Ist iletim denklemi aym zamanda difiizyon denklemi olarak da bilinmektedir. Ug

boyutlu iletim (diflizyon) denklemi,

9
Ox

Oy

or\ o(. or) of(, or or
or PACA LA PR P 2.11
ax] [ ay] az[ az] 1= P, -11)

ile ifade edilir. Burada ¢ malzemede birim hacme diisen enerji miktaridir. (2.11)

denkleminde gereken islemler yapilirsa,

T 9T 9T ¢ 10T
2T 52 +I=—"2 (2.12)
0x dy 0z k «aor

denklemi elde edilir.

2.3 Is1 Tasimimu (Konveksiyon)

Is1 tasinim1 (konveksiyon), sicakliklar1 farkli kat1 bir yiizey ile bu yilizeyi ¢evreleyen

akiskan (s1v1 veya gaz) arasinda gerceklesen enerji transferidir.
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Tamim 2.6 Bir yiizey iizerindeki akigkan hareketi, sicaklik farki nedeniyle yogunluk

farkindan olusuyorsa buradaki tasimnima dogal (serbest) tasinim denir.

Dogal tasinimin temel dayanak noktasi, 1sman akiskanin daha yukari (yiizeye) ¢ikmaya
yatkin hale gelmesi, yani yiikselmesi ve daha soguk akiskanin asagi (dibe) hareket
etmesidir. Isman sicak havani radyator yiizeyinden yukari yiikselmesi bu duruma bir
ornektir. Ayrica, yercekimi ve santrifiij gibi ivme alanlar1 i¢inde c¢esitli sicakliklarda,
sicaklik degisimi nedeni ile, gaz veya sivi genisleme ya da kisilmaya ugradiginda dogal
tasinim meydana gelir. Yercekimi olmadiginda, ylikselme faktorii olmayacagindan,

dogal taginim olusmaz.
Kaynama ve yogunlagma da 1s1 tasinim mekanizmasina dahil olmaktadir.

Tanmm 2.7 Bir yiizey iizerindeki akiskan hareketi uygulanan basin¢ farki nedeniyle

olusuyorsa buradaki tagiima zorlanmis taginim denir.

Zorlanmis taginimda akiskan hareketi fan, pompa ya da riizgar gibi disaridan bir kaynak

yardimiyla olur. Sekil 2.4 zorlanmig ve dogal taginim i¢in basit bir 6rnektir.

Zorlanmis Tasinim Dogal Tasinim

Hava

b oA
Fan / f \\ w,

- - -
B - } £ ’
Sicak - \ Sicak "
yumurea - yumurta
—- —— -

Hava

Sekil 2.4 Zorlanmis taginim ve dogal taginim

Newton 1701 senesinde, kat1 bir yilizeyle temasta olan hareketli bir akiskan arasindaki

181 transferi i¢in,

Qtasmlm :hA(T; _Too) (213)
ifadesini onermistir. Bu ifade Newton’un Soguma Yasasi olarak adlandirilir. Bu ifadede

A 1s1 transferinin gerceklestirildigi ylizey alanimni, 7 yiizey sicakligini ve 7. ylizeyden
yeteri kadar uzakta akiskan sicakligini ve % taginim katsayisini ifade etmektedir. 4

taginim katsayisimin birimi (W/m2 . OC) veya (W/rn2 . OK) dir.
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Yiizey ile akiskan arasindaki tasinim mekanizmasi olduk¢a karmasiktir. Bu yiizden 1s1
tasimim katsayisin1 belirlemek de zordur. Isi taginim katsayisi ylizey lizerinde yerel
olarak farkli degerler aldigindan uygulamada yiizey boyunca ortalama taginim katsayis1

kullanilir. Ortalama tagmim katsayzsi,

— 1

h=— | hdA 2.14
y f (2.14)

ifadesinden hesaplanilir. Ayrica, 1s1 tasiim katsayisi ylizey geometrisine, akiskanin
fiziki ozelliklerine ve akiskan ile yiizey arasindaki sicaklik farkina baghdir. Bazi tipik

181 taginim katsayis1 degerleri Cizelge 2.3°de verilmistir.

Cizelge 2.3 Is1 taginim katsayisinin bazi tipik degerleri

Tasmim Sekli Tasmim katsayist,
h
W/m?*-°C
Gazlarda Dogal Taginim 2-25
Sivilarda Dogal Tagmim 10-1000

Gazlarda Zorlanmis Tasinim 25-250
Swvilarda Zorlanmis Tagmim | 50-20.000
Kaynama ve Yogunlasma 2.500-100.000

2.4 Is1 Isimmm (Radyasyon)

Is1 1s1m1m1, herhangi bir transfer ortami olmaksizin, enerjinin elektromanyetik dalgalar
(veya fotonlar) yardimiyla transfer edilmesidir. Isima terimi genel olarak x-1simlari,
gama-1ginlari, mikrodalgalar, radyo ve televizyon dalgalar1 gibi elektromanyetik dalga
olaylar1 i¢in de kullanilir. Burada bahsedilmek istenen 1sima, bir cismin sicaklik

nedeniyle yiizeyinden yaydigi 1s1l (termal) 1s1madir.

Gelen 151nim
Yansiyanisimim

S
L

Sogurulanisimim

Gecen 15111

Sekil 2.5 Cismin yilizeyine gelen 1smimin dagilimi
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Tiim cisimler (kati, sivi veya gaz) degisen sicaklikta (6zellikle yiiksek sicaklikta) enerji
isilarlar. Isilanan enerjinin yogunlugu ylizey sicakligma ve ylizeyin ozelliklerine
baghdwr. Cisimlerin yiizeyine gelen 1smimin bir kismi geri yansir, bir kismi cisim

tarafindan sogurulur ve kalan kismi1 da ytlizeyden geger (Sekil 2.5).

Tanmm 2.7 Sogurulan 1siimin i¢ enerjiye doniistiigii yiizeylere opak (mat, donuk)
yiizeyler denir. Donuk yiizeyler arasindaki 1gmim, ylizey 1smimi olarak adlandirilir.

Cismin yansittig1 enerjinin lizerine diisen enerjiye oranit p,, cismin sogurdugu enerjinin
tzerine diisen enerjiye orani «, ve gecirdigi enerjinin tizerine diisen enerjiye orani 7

olmak iizere,
p,+a, +17=1 (2.15)

yazilabilir. Buradaki p, yansima katsayisi, «, sogurma katsayis1 ve 7 gegirme

7

katsayisi olarak adlandirilir. Donuk cisimler i¢in 7 = 0 olarak tanimlanir.

Tanim 2.8 Uzerine gelen biitiin enerjiyi soguran cisimlere siyah cisim denir.
Siyah cisim maksimum 151ma hizina sahiptir. Siyah cisme en yakimn cisimler siyah

karbon ve siyah platindir. Ayrica, siyah bir cisim i¢in «, =1 olarak alinir. Bir siyah

cismin birim zamanda 1s1ma ile transfer ettigi enerji miktari sicakligin dordiincii kuvveti

ile orantilidir. Bu ifade [32],

E = anyllan,maks =04 T4 (216)

N

1le verilir. 1879°da Stefan tarafindan verilen ve 1884’de Boltzmann tarafindan teorik
olarak elde edilen (2.16) bagintis1 Stefan-Boltzmann Yasasr’dir. Burada E birim

zamanda 1s1ma ile A yiizey alanindan yayilan enerji miktary, 7, yiizey sicaklig1 ve o

da Stefan-Boltzmann sabitidir. Bu sabitin degeri o =5.67x10"° W/m*-K* olarak

alinir.

Bir siyah cismin 1s1ma ile birim alandan, birim zamanda 1s1n1m yayma giicii,

E, =oT} (2.17)

N

ifadesinden bulunur. Siyah bir cisim ile bu cismi ¢evreleyen baska bir siyah yiizey

arasmda birim zamandaki 1s1 transferi miktari,

Q:aA(T;‘—T“ ) (2.18)

gevre
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ile bulunur. Bir yiizeyin yaydig1 1smim ayni sicakliktaki siyah bir yiizeyin yaydigi
isinimdan daha azdir. Gri cisim olarak adlandirilan gercek cisimlerin birim zamanda

birim alandan 151ma ile yaydiklar1 enerji miktari,
E=cE, =coT (2.19)

ifadesinden hesaplanir. Burada ¢ ylizeyin emissivite sabiti veya 1g1mim yayma katsayisi
olarak adlandirilir. Istnim yayma katsayisi 0 <e <1 araligindadir. Siyah cisim i¢in
1sinim yayma katsayist € =1. Biitiin ger¢ek cisimlerin 15mim yayma katsayis1 € <1.

Cizelge 2.4’de baz1 ylizeylerin 151mim yayma katsayilar1 verilmistir.

Istmanm diger dnemli bir 6zelligi de «, sogurma katsayisidir. Ismim yayma katsayisi
e gibi, sogurma katsayis1 o, da 0 <o, <1 araligindadir. Siyah cisimler yilizeye gelen
biitiin radyasyonu sogururlar (ozr = 1). Bu yiizden siyah cisim miikemmel bir yayici

yiizey oldugu kadar miikkemmel bir sogurucu yiizeydir.

Cizelge 2.4 Baz1 malzemelerin 1smim yayma katsayilari

Malzeme Ismim Yayma Katsayisi,
Emissivite, ¢

Aliiminyum folyo 0.07
Cilalanmis bakir 0.03
Cilalanmis altin 0.03
Cilalanmis giimiis 0.02

Su 0.96

Ahsap 0.82-0.92
Siyah boya 0.98

Beyaz boya 0.90

Beyaz kagit 0.92-0.97
Toprak 0.93-0.96
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Genel olarak, € ve «, , yiizeyin sicakhigna ve yiizeyden yayilan 1s1manin dalga boyuna

baghdir. Pek ¢ok uygulamada ortalama i1simnim yayma katsayisi ortalama sogurma

katsayisina esit alinir.

Yiizeye gelen enerji ile ylizeyden sogurulan enerji arasinda bir ilgi kurulmak istenirse,

Qsogurulan =, gelen (220)

ifadesinden yararlanilir. Sicaklig1 7; olan gergek bir cisim ile bu cismi gevreleyen Toevre

sicakligindaki ortam arasinda birim zamandaki 1s1 transferi miktar1 da,

O=cod(T} ~ T, (2.21)

gevre

ile hesaplanir.

2.5 Es Zamanh Mekanizmalar

Bahsedildigi gibi ti¢ farkli 1s1 transfer mekanizmasi vardir. Fakat bu iic mekanizma, bir
ortamda ayn1 anda olmayabilir. Ornegin saydam olmayan (opak) katilarda 1s1 transferi
sadece iletimle olmasina karsin yar1 saydam katilarda 1s1 transferi hem iletim hem de
radyasyonla olur. Yani, katilarda 1s1 transferi mekanizmasi iletim ve radyasyon
icermesine ragmen tagimim icermez. Bununla birlikte bir kat1 akiskan bir yiizey veya
diger bir yiizeye maruz kalirsa 1s1 transferi konveksiyon ve/ veya radyasyonla olur. Akis
halindeki bir sivida 1s1 transferi iletimle, tasinimla ve/ veya radyasyonla olur. Ozel bir
durum olarak, sivilarda akis hareketi yoksa 1s1 transferinin iletimle oldugu goriilebilir.
Bu ylizden akiskanlarda 1s1 transferi genellikle taginimla veya iletimle olur, fakat her iki
transfer bicimi ayn1 anda olmaz. Ayrica, istisna olarak, belirli dalga boylarindaki bazi
gazlar radyasyonu sogurmaktadir. Bu gazlar seffaf (saydam) gazlardir. Ornegin, ozon
gaz1 mor dtesi (ultraviyole) radyasyonu kuvvetli bir sekilde sogurur. Ote yandan, sivilar
da kuvvetli radyasyon emicilerdir.

Son olarak, radyasyon i¢in sadece bosluk yeterli iken iletim ve tasmim i¢in bir ortam
gereklidir.

2.5.1 Reaksiyon Denklemi

Bazi1 biyolojik ve kimyasal olaylardaki reaksiyonlar1 ifade etmek i¢in asagidaki denklem

kullanilir:
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%u(x,t) = F(u(x,t)) (2.22)

Burada griildiigii gibi F(x,7) fonksiyonu u(x,?) fonksiyonuna baghdir.

2.5.2 Adveksiyon Denklemi

Baz1 madde transferleri tasiimsal (konveksiyonel) diflizyon (iletim) ile matematiksel
olarak modellenmistir. Bu modellemeye karsilik olarak adveksiyon terimi
kullanilmaktadir. Maddede bir akis s6z konusu oldugundan, adveksiyon denkleminin
matematiksel modellemesi, konveksiyon (tagnim) ile 1s1 transferinin matematiksel

modellemesine benzerdir. Adveksiyon denklemi asagidaki gibi ifade edilmektedir:

%u(x,t) = G(u(x,t)x) (2.23)

(2.23) denkleminden de anlasilacagi gibi G(x,z‘) fonksiyonu u(x,t) fonksiyonunun

tlirevini igermektedir.

Diflizyon (iletim), adveksiyon (tasinim) ve reaksiyon olaylarinin ayni anda oldugu

modellemeler,
0 o? ) e .
Eu (x,0)= C?u (x,t)+F (u (x,t)) Reaksiyon Difiizyon Denklemi (2.24)
X
0 0? . e .
Eu (x,t) = Cﬁu (x,t) + G(u (x,t)x) Adveksiyon Difiizyon Denklemi (2.25)

ve son olarak da,

%u(x,t) = Cg—xzzu (x,t) + G(u (x,t)x) + F(u (X,t)) (2.26)

Adveksiyon Reaksiyon Diflizyon Denklemi’dir.
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BOLUM 3

ADOMIAN AYRISIM METODU

Ayrisim metodu, c¢esitli problemlerin ¢oéziimleri ve algoritma tasarimi i¢in genel bir
terimdir. Ayristim metodunun temeli problemi alt problemlere ayirmaya dayanir.
Akademik caligmalarda tekil deger ayrisim, fonksiyonel ayrisim, matris ayrigim, bolge
ayristm yontemleri gibi farkli ayrisim yOntemleri kullanilmaktadir. Bu boliimde
matematik, fizik, biyoloji, kimya ve miithendislik gibi uygulamali alanlarda lineer ve
lineer olmayan problemlerin ¢oziimiinde kullanilabilen Adomian Ayrisim
(Decomposition) Metodu (AAM) analiz edilecektir [1]. Ayrica metodunun
uygulanmasmda kullanilan 6zel Adomian Polinomlar1 ve bu polinomlarin farklh
yontemlerle elde edilisleri incelenerek, Ornekler verilecektir. Bu metodun amaci;
dogrusallastirma, pertiirbasyon, kisitlama, indirgeme ve Padé yaklagimi gibi tekniklere
thtiya¢ duymadan kesin ¢0ziime ulagmaktir. Bu yontem cebirsel, diferensiyel, integral,
integro-diferensiyel denklemlerin ve denklem sistemlerinin ¢6ziimii gibi genis bir

yelpazede kullanilan giiclii bir yontemdir.

3.1 Adomian Ayrisim Metodunun Analizi

Lineer veya lineer olmayan denklemlere ve denklem sistemlerine uygulanabilen

Adomian ayrisim metodu bir seri ¢oziim yontemidir. ' hem lineer hem de lineer

olmayan terimler iceren lineer olmayan adi diferensiyel operatdr ve g(t) verilen

fonksiyon olmak iizere,
Fu= g(t) (3.1)

denklemi ele almsin. L tersi var olan lineer operatér ve R lineer operatoriin kalan

kismi olsun. Lu + Ru verilen denklemin lineer terimini ve N lineer olmayan operator
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olmak iizere, Nu da verilen denklemin lineer olmayan terimini temsil etsin. O halde

(3.1) denklemi,
Lu+ Ru+ Nu=g(1) (3.2)

seklinde ayristirilir. L verilen denklemde, tersi var olan, en yiiksek mertebeli tlirev

operatorii olarak secilirse, (3.2) denklemi
Lu = g(t)—Ru—Nu (3.3)

formunu alir. Her iki tarafa L operatoriiniin tersi L' operatorii uygulanirsa, (3.3)

denklemi
L' (Lu)=L"(g(t))— L " (Ru)— L' (Nu) (3.4)
denklemine doniisiir. Burada,

8}1
ot"

L=

(3.5)

n. mertebeden tiirev olan diferensiyel operatdrii ve bu operatdriin tersi de,

ch= 0 [ ar (3.6)

0’dan t’ye n—kath integral operatdrii olarak tanimlansin. (3.4) denkleminin sol

tarafina L' operatorii uygulandiginda asagidaki denklem elde edilir.

2 n—1
L_I(Lu):u(x,t)—u(x,O)—tu/(x,O)—%u”(x,O)— ....... d ~ul(x0)  37)

(3.7) denklemi (3.4) denkleminde yerine yazilarak u(x,t) ¢Ozlim fonksiyonu asagidaki

gibi bulunur.

w(x,0) —u(x,0)— ' (x,0) —-- — " (x,0)=L"(g)—L " (Ru)—L ' (Nu). (3.8)

(n—1)!

Burada,

f(xt)=u(x,0)+ ' (x,0) 4+ 1" (x,0) (3.9)

olmak tizere;
u(x,t):f(x,t)—I—L_l(g)—L_l(Ru)—L_](Nu) (3.10)
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seklinde hesaplanir. AAM, u (x,t) bilinmeyen fonksiyonunu

u(x,t): Zun (x,t) (3.11)

seklinde u, (n = 0,1,2...) bilesenlerinin toplam1 olan sonsuz bir seri kabul eder. Nu

lineer olmayan terimi de,

o0

Nu:f(u):ZAn(uo,ul,m,un) (3.12)

n=0

seklinde sonsuz bir seri ile ifade edilir. Buradaki u,u,,...,u, den olusan 4, Adomian

polinomlar1 6zel polinomlar olup farkli yollarla elde edilisleri bir sonraki baglik altinda

incelenecektir.

Verilen baslangi¢ kosulu ve (3.10) denklemi gbz 6niine aldiginda,

uy = f(x,0)+ L' (g(x.1)), (3.13)
u, =—L " (Ruy)— L' (Nuy), (3.14)
uy =—L " (Ru)— L' (Nu,) (3.15)

ve genelleme yapilirsa,
e =—L"(Ru)—L"(Nu,), k>0 (3.16)

iliskisi bulunur. Eger seri uygun bir yol ile yakinsiyor ise, genel ¢oziim

u(x,t)= lim iuk (x) (3.17)
k=0

n—00 "

olarak hesaplanir.

3.2 Adomian Polinomlarinin Elde Edilmesi

Adomian polinomlarinin elde edilmesinde farkli yontemler kullanilmaktadir. Bunlardan

en bilinenlerti,
e Taylor Seri Agilimy,

e Neumann Seri A¢ilimi,
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e Parametrizasyon

yontemleridir.
3.2.1 Taylor Seri A¢ilimi
George Adomian [2] tarafindan verilen Adomian polinomlarmimn genel formiilii 4, ,

i
n!d\"

A, ,n>0 (3.18)

N[i)\’“uk]

k=0

A=0

Taylor seri agilimina dayanir. Burada A € R parametre olmak iizere,

u= i)\”un (3.19)
n=0
Ve
f(u)=Nu= i)\”An (3.20)
n=0

seklindedir. (3.18) denklemi genisletilsin veya diger bir deyisle f (u) lineer olmayan

terimi u = u, noktasinda Taylor serisine agilsin.

1 1
()= () 7 ot =) 2 ) = 7 )= e 3.2
burada,
U—uy=1u +uy +uy+---. (3.22)
(3.22) denklemi (3.21) denkleminde yerine yazilirsa,

()= 1 (ug) + 1" (tg) oy 10, 115 +"')+2lgf”<”0)<”1 ity 1ty )

1f///<u0)(ul+u2+u3+.._)3+... (3.23)

+_
3!

elde edilir. Gerekli islemler yapilirsa ve diizenlenirse Adomian polinomlari,

Ay = [ (1), (3.24)
A =u f(uy), (3.25)
A =u, [ (uy) + 21!%2 " (ug), (3.26)
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4; = “3f/(“0) +uuy f7 (”0) +%”13f”/ (”o)a (3.27)

1
£ (”0 ) 4 5ulzuzf/// (”0 )

1

L (),

a1 (3.28)
As = s f (g )+ gt + iy | £ (ty) + %uu +2l!ufu3 ao
bt () + 5 1 (wo), (329
Ag =ugf" (ug) + 2l!u32 + g +wus | £ (ug)
+ %u; gty +2i!u12u4 S (uo) 2%“12 zl!”z %”13”3 17 (o)
o )+ " (), (3.30)

seklinde bulunur. Burada goruldiigi gibi; indis toplamlari sifir olan terimler 4’1, indis
toplamlar1 1 olan terimler 4, ’1, indis toplamlar1 2 olan terimler A4, ’yi olusturur ve boyle
devam eder. Ayrica, A4, sadece u,’a, A4, sadece u, ve u;’e, A, ise u,, u; ve u,’ye
baghdir ve bu sekilde devam eder. 4,, n>1 olacak sekilde diger A4, polinomlarmdan
bagimsiz olarak belirlenir ve her zaman A4, = Nu,= f (”0) “dir. Asagida, Adomian

polinomlarmin Taylor seri agilimi ile bulunmasma iliskin bazi 6rnekler verilmistir.
Ornek 3.1 f(u) =’ igin Ay, A4, 4,, 4y ve A, Adomian polinomlarini bulunuz.

Coziim 3.1
4y = f(“o) = “03’

A= f (uy) = 3ugu,

A4, = uzf'(uo)—i- %ulzf” (uo) = 3u02u2 + 3u0u]2,
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Ay =uy [ (ug) + gy [ (1) + %”13](/” (1) = Bug"us + Gugyy +up,

f”<“0>+l“12“2f”/<”0)+l“14fn/ (”0)

Ay =uyf (ug) + 5 2

I
Euz +uuy

seklinde bulunur.

Ornek 3.2 Nu=u" ve o ondalik sayr olmak iizere 4,,4,4,,4, ve A, Adomian

polinomlarmi bulunuz.
Coziim 3.2
Ay =uy",

_ a—1
A =oumy u,

A, = oy Nuy + %a (or— l)uoa_zulz,
Ay = auy Muy + o —1)uy" Puu, + éa(a —)(a—2)u," " u’,

Ay = auy uy +ala—1u," [%uzz + u1u3] + %a (a—1)(a—2)u," u’u,

1 o
+£o¢(o¢ —1)(a—2)(a—3)u, fu,t

olarak elde edilir.
Ornek 3.3 Nu=uu, i¢in A4, A4, 4,4, ve A, Adomian polinomlarmni bulunuz.

Coziim 3.3
Ay = gy,
4 = Up Uy +Ugly
4, = U Uy Uy Uy + Uy U,
Ay =y us -y uy 1y uy s U,
Ay =g vy +uy uy+uy uy +uz uyuy g

seklindedir.
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Ornek 3.4 Nu =sinu icin 4y, A4,,4,,4, ve A, Adomian polinomlarmi bulunuz.
Coziim 3.4

A4, = sinu,

A, = u, cosuy,

1
— 2 o
A, = u,cosuy — 2'u1 sinu,,

1
— : 3
Ay = usy cosu, — uu, sinuy, 3 u; cosiy,

L)
A, =u, cosu, — [Euz + uyuy

. 1 2 4 .
Sinuy, ——u; U, COSUy + Uy SINU,
2!

olarak bulunur.
Ornek 3.5 Nu = coshu icin Ay, A, 4y, 4y ve A, Adomian polinomlarini bulunuz.

Coziim 3.5
A4, = coshu,,

A, = u; sinhuy,

. 1
A, = u, sinhu, + —u? coshu,,
2 = Uy 0TS 0
. 1 5.
Ay = uysinhu, 4 uu, coshu, + ;uf sinhu,,

1 1 :
A, = u,sinhu, + [Euz2 + ulu3]cosh uy + 5“12”2 sinhu, +u; coshu,
seklinde verilir.

Ornek 3.6 Nu=e" igin 4,,4,,4,,4, ve A, Adomian polinomlarmni bulunuz.

Coziim 3.6
U,
dy=e",
Uu,
A4 =ue”,

L1
4, :[uz—#?!ulz)e °,
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13

1, [N AR

olarak elde edilir.
Ornek 3.7 N(x,,x,)=e ™" i¢in 4,4, ve A, Adomian polinomlarini bulunuz.

Coziim 3.7

o0 o0
— k o k .
x =>_ Mx, ve x, => Mx,, olmak lzere
k=0 k=0

— XX,
— 1072
Aﬂ_e 00’

_ —X10%20
4, = (xlole —i—x“xzo)e >

~X10%20

1/, 5 2.2
A4, =— (x10x22 + XXy + x12x20) +5(x21x10 + xllxzo) e
seklinde bulunur.

3.2.2 Neumann Seri A¢ilim

Neumann seri acilim yOontemi hem lineer hem de lineer olmayan problemlerin
¢Oziimiinde kullanilir. Fonksiyon serilerine dayanan bu yontem [13], kisaca asagidaki

gibi 6zetlenebilir:
A parametre olmak iizere, u, ifadesi

u, = Zun)\” = uy + My + Nuy + Nuy +---4+ X'y,  seklinde sonsuz seriye acilir.
n=0

Daha sonra verilen denkleminin lineer olmayan terimi N (u), N (uA) fonksiyonuna
genisletilir. Son olarak, genisletilen N (uA) fonksiyonunda A parametresinin

kuvvetlerinin katsayilart Adomian polinomlar: ile eslestirilir. Ornegin, \° teriminin
katsayisi, yani sabit terim 4,, A teriminin katsayis1 4,, \* teriminin katsayis1 4,, ...

polinomlar ile ifade edilir. Asagida Adomian polinomlarmin Neumann seri agilimi ile

elde edilmesine iki 6rnek verilmistir.
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Ornek 3.8 f(u) =’ igin Ay, A4, 4,, 4y ve A, Adomian polinomlarini bulunuz.

Coziim 3.8

u, = Zun)\” =y + Mty + Ny + Ny +---+ Ny,
n=0

fuy)= (“o + Ny 4+ Ny 4+ N +...+)\"un)3
fluy)= u,’ + )\(3ugul ) +\? (3u02u2 + 3u0u12) + A’ (3u02u3 + 6uguu, + u13)
+ A4 (3u02u4 + 3u, g + 3uuy + 6u0u1u3) +--
Adomian polinomlar1 asagidaki gibi bulunur.
Ay =up,
4 = 3ugu1,
Ay = 3uyuy + Sugu,’,
Ay = 3uy’uy + Gugugu, +u,
Ay = 3uyuy + 3u, -+ 3uu, + Gugiis.
Ornek 3.9 Nu= uu, i¢in Ay, 4, 4,, 4, ve A, Adomian polinomlarmi bulunuz.

Coziim 3.9

u, = Zun)\” =y + Mty + Ny + Ny -+ N'u,
n=0

\

Uy, = Zunx)\” =uy + Ay + )\2u2x + o+ A,
n=0

olmak tizere

N(uk):(uo + Xy + Nu, —|—~~—|—)\”un)(u0x + Ay + Ny +‘..+)\"unx)

N (uy) = uguy_ + A (uoxul gl ) +A° (uoxu2 oy ”zx”o)
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3
+A (“ox”3 Fuy uy +uy up+ u3xu0)

+\* (”ox“4 +uy uy +uy uy +us uy + u4xu0) +--
Adomian polinomlar1 ile A parametresinin kuvvetlerinin katsayilar1 esitlenirse,
Ay = gty
A =uy uy +ugu,
Ay =uy uy +uy uy +u, U,
Ay =y us +wy uy +uy uy s U,
Ay =g vy +uy uy+uy uy +uz uyuy g

seklindedir.

3.2.3 Parametrizasyon Yontemi

Adomian polinomlarinin elde edilmesinde kullanilan diger bir yontem parametrizasyon
yontemidir [12]. Bu yontem lineer olmayan denklemlerde ¢alismaya uygundur. Yontem

asagidaki gibi ifade edilebilir.

Ik olarak, u(\)=> u\* ve N(u)=> M4, olacak sekilde sonlu seriler tanmlanr.
k=0 k=0

Metoda gdre u(A)=N(u), yani » u\"=> A4, kabul edilir. Daha sonra her iki
k=0 k=0

tarafin n. mertebeden tiirevi almir ve bu tiirevde A =0 degeri yerine yazilarak
Adomian polinomlar elde edilir.

0" 2 3 n

N(uo F Ay N uy N Uy A A un)

A}’l

A=0 A=0

87[ n k
A 4 —
AN [Z k]

k=0

Asagida Adomian polinomlarinin parametrizasyon yontemi ile elde edilmesine iki 6rnek

verilmistir.

Ornek 3.10 /(u)=u’ icin A4,,4,A4,,A, ve A, Adomian polinomlarin1 bulunuz.
154125 43 4 p
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Coziim 3.10

3
u(\)= [Zuk)\k] = (“0 + Dy + Ny 4+ N, )3
k=0
ve

Fu)=D NA = Ay + XA + XAy 4+ N4,
k=0

olarak tanimlayalim. Zuk)\k = Z)\k A, kabul edildiginden,

k=0 k=0
n=20 igin,
3
= Ay=u,,
n=1 i¢in,
04y +24)| By + M)
ox |, O ‘H
= A =3ugu,,
n=2 i¢in,

o (uo + ity + Ny )3 ‘
ON?

0% Ay + 24, + )\zAz)‘
ON?

‘*:O A=0

n =3 icin,

o’ (uo + ity + Ny + N, )3‘
N

O Ay + 24+ X4, + )\3A3)‘
oN’

‘*:O A=0

n=4 i¢in,

3
o* (uo + Ny A Ny 4+ Ny + )\4u4) ‘
oN*

O (Ay + My + X34, + XAy + X0,
ox*

‘*:O A=0
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seklindedir.

Ornek 3.11 Nu=uu, igin A4, 4,4, ve A; Adomian polinomlarmni bulunuz.

Coziim 3.11

u(\)= Zuk)\k = uy + Ny + Ny -4 Ny,
k=0

u, (N)= [Z uk)\k] =uy +uy_+ )xzuzx +e A,

k=0 X

\

N(u)=>"NA, = A)+ A4 + N Ay +--+ N4,
k=0

seklinde tanimlayalim.

f:AkAk =
k=0

ZukAk ][Z uk)\k] kabul edelim ve A =0 degeri i¢in tiirev alalim.
k=0

k=0 x
n =0 i¢in, kabulden,

= A4,= Uglly

n=2 i¢in,

o? ((uo + \uy + )\zuz)(uox + Ay + )‘zuzx ))‘
ON?

%4y + 24, +)\2A2)‘
N

‘)\—0

n =3 icin,
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O (dy+ 24+ 224, +>\3A3)‘
N’

o

0 (X + Nt 4N ) g+, + N+ )
N

‘)\—0

= Ay =g s Uy Uy Uy s Uy

olarak hesaplanir.

3.3 Modifiye Adomian Ayrisim Metodu

Son yillarda, AAM’nun uygulanabilirligini arttirmak, hesap yiikiinii azaltmak ve
coziime daha hizli yakinsamasini saglamak amacgh bazi calismalar yapilmistir. Bu
kistmda bu calismalardan olan Modifiye Adomian Ayrisim Metodu (MAAM)
incelenecektir [8]. Bu metot da standart AAM gibi hem lineer hem de lineer olmayan
denklemlere uygulanabilir. MAAM, standart AAM’una gore daha az hesap yiikii ve

daha az iterasyonla ¢6ziime daha hizli yakinsar. Ustelik herhangi bir merteben kismi
tirevli diferensiyel denklemlere de uygulanabilir. Bu yontemde u, ve u, terimleri
temel terim kabul edilir. Ciinkii yontemin basarili olmasi bu terimlerin seg¢imine
baghdir. uo(x) fonksiyonu ile belirlenen fo(x) fonksiyonunun etkili olabilmesi i¢in,

uy(x) fonksiyonu en az terim igerecek sekilde seilmelidir. Hesap yiikiinii azaltmak ve

yakinsamay1 hizlandirmak adina uo(x) ve U (x) terimlerini en basit sekilde
se¢meliyiz.

AAM ve MAAM’un kullanilis1 i¢in basit bir karar mekanizmasi kurulabilir. Verilen
problemde ilk yapmamiz gercken sey, f (x) fonksiyonunu incelemektir. Eger f (x)
fonksiyonu sadece bir terimden olusuyorsa, bu durumda MAAM vyerine standart AAM
tercih edilmelidir. Eger f(x) fonksiyonu birden daha fazla terimden olusuyorsa, bu
durumda MAAM tercih edilmedir. Yani, f(x) fonksiyonu  fy(x) ve f(x)

fonksiyonlarma ayristirilip islem yapilmahdir.
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3.3.1 Modifiye Adomian Ayrisim Metodunun Analizi

MAAM analizi standart AAM analizine benzemekle beraber bazi farkliliklar soz

konusudur. Analize baglamak i¢in,
Lu—i—Ru—i—Nu:g(x) (3.31)

denklemi g6z Oniine almsm. Burada g(x) kaynak terimi, R lineer diferensiyel

operatoriin kalan kismini, N lineer olmayan terimi ve L de en yiiksek mertebeli, tersi

var olan, diferensiyel operatorii ifade etmektedir. Standart AAM’una benzer sekilde

(3.31) denkleminin her iki yanina L™ ters operatérii uygulanirsa,
u(x):f(x)—L_l(Ru)—L_l(Nu) (3.32)

denklemi elde edilir ki burada f (x) fonksiyonu g(x) kaynak teriminin integrallenmesi

sonucu elde edilmistir. Adomian polinomlarinin elde edilmesine gelinirse, standart

AAM’unda kullanilan yontemlerle MAAM’unda kullanilan yontemlerle aynidir. Bu iki

metot arasindaki farklihik f (x) fonksiyonun kabuliinde baslamaktadir. Cilinkii standart
AAM’unda f(x) = uo(x) olarak segilirken, MAAM’unda f(x) = fo(x) + £ (x)
olacak sekilde ayristirilmaktadir. Buradan, u,(x)= f,(x) olarak segilirse,

uy (x)= fo (%),

u(x)= f, _L_I(Ruo)_L_l (Nug ),

U, (x) S (Ru1 ) —r! (Nul),

Upr (x)=—L " (Rupyy)—L " (Nug,,) k>0
tekrarlayan iligkisi bulunur.
3.4 Adomian Ayrisim Metodunun Uygulamalan

Bolimdeki 6rneklere cesitli akademik calismalarda rastlanabilir [33].

Ornek 3.12 Asagida verilen homojen kismi tiirevli diferensiyel denklemi AMM’yi

kullanarak ¢oziiniiz.
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Coziim 3.12
(3.33) denklemi operator formda yazilirsa,
Lu=u )

halini alir. Burada,

0

L =—.
Ox

Ayn1 zamanda L, tersi var olan operator olup, L;l operatorii

= [

L0= [ (s

olarak belirlidir.

X - ¢Oziimi

(3.34) ile verilen denklemin her iki tarafina L;l ters operatorii uygulanirsa,
L'Lu=u (O,y) +r! (uy)

haline doniisiir. Verilen u(0,y)= y kosulu da goz Sniine alnirsa,
u(x,y)=y+L' (u,)

elde edilir. AAM geregi bilinmeyen u(x, y) ¢Ozlim fonksiyonu

o0

u(x,y)=) u,(x.y)

n=0

ayrigim serisi ile verilir. (3.39) denklemi (3.38) denkleminde yerine yazilirsa,

8]

Sou, (x,y)=y+L,
n=0

o0

>, (%)

n=0

y

(3.33)

(3.34)

(3.35)

(3.36)

(3.37)

(3.38)

(3.39)

(3.40)

u(x,y) fonksiyonunun ayristirilmasindan birkag terim diisiiniilecek olursa, (3.40)

denklemi

Uy + 1y + +---:y+L;1((u0+u1 +u, +---)y)
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denklemine doniistir. Burada u (x, y) =y olup,

uy(x,9) =,
(%, ) =L (uk)y, k>0

tekrarlayan iligkisi vardir. u,u,,u,,... bilesenleri asagidaki gibi belirlenir.

uy(x,5) =,
n(x,y) =L (), = ["(v),dx=x,

uz(x,y):Lx(ul)ydxzﬁx(x)ydxzo.

Buradan, u, (x, y) =0, k> 2 elde edilir. Sonug olarak,

U(X»J’) :Uo(xay)+”1 (x:y)+"':u0(x:y)+ul (xay):y+x
seklinde bulunur.
y - coziimii

(3.33) denklemi operatdr formda yazilsin:

ve L, tersi var olan operator olup, L

, operator

L'()= [ ()

seklinde belirlidir.

(3.42)

(3.43)

(3.44)

(3.45)

(3.46)

(3.44) ile verilen denklemin her iki tarafina L;] ters operatorii uygulansin. u(x,O) =X

baslangi¢ kosulu da g6z Oniine alinirsa,

u(xy)=u(x0)+ L' (1) = x+ L, (1

elde edilir. (3.39) ayrisim serisi (3.47) denkleminde yerine yazilirsa,
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o0

Zun (x,y) =x+ L;l
n=0

. (3.48)

u (x, y) fonksiyonunun ayristirilmasmdan birkag terim diisiiniilsiin. (3.48) denklemi
g+ 1+t oo =x+ L (g oy +uy +0) ) (3.49)

denklemine doniistir. Burada u (x, y) = X olup,

U (x,y) =X,
-1 (3.50)
iy (X,9) = L, (“k)x’ k>0
tekrarlayan iligkisi vardir. u,u;,u,,... bilesenleri asagidaki gibi belirlenir.
Uy (x,y) =X,
u ()= L, (), = [7(x),dv =y,
U, (x,y) = Ly(ul )x dy =0.
Agikea goriildiigii gibi u, (x,y)=0, k>2. Céziim,
U(XJ) = uo(x,y) +u, (x:y) T = (x:y) +u, (x,y) =Xty (3.51)

seklindedir.

Ornek 3.13 Asagida verilen lineer olmayan kismi tiirevli diferensiyel denklemi

MAAM’yi kullanarak ¢oziiniiz.

u, +uu, =x+xt,  u(x,0)=0. (3.52)
Coziim 3.13
0 1 t . . N
L= 5 ¥ L'()= j; (-)dt olmak iizere, (3.52) denklemi operator formda yazilsm.
t
Lu, +uu, = x+xt*. (3.53)

(3.53) denkleminin her iki tarafina Lt_1 ters operatorii uygulanirsa,
1 s 4
u(x,t)—u(x,O) = xt —|—§xt —L, (uux),
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u(x,t):xt—i—%xt3 —L[_l(uux). (3.54)

AAM geregi, lineer terim u(x,t) ve lineer olmayan terim wu, asagidaki gibi kabul

edilir.
u(xnt) =, (xf),
o
Ve
wi =S A,
o

Lineer ve lineer olmayan terimler (3.54) denkleminde yerine yazilsin:

Zun (x,t) =xt+ %xﬁ — L,_]
n=0

e8]

>4,

n=0

Bu noktada, MAAM geregi,
L
f(x,t) =xt+ gxt

olmak tizere

fo(x.t)=xt,
fi(x,t)= Lo
3
segelim. 1 (x,1) = f,(x,¢) = xt oldugundan,
uy(x,t) = xt,
uy (x,t) = %xt3 - (xtz) =0,
U, (%,8)=0, k>0
tekrarlayan iliskisi bulunur. Coziim,
u(x,t) = xt

olarak elde edilir.
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Ornek 3.14 Asagida verilen homojen kismi tiirevli diferensiyel denklemini AAM ile

¢Ozluniiz.

xu, +u, =3u, u(x,0)=x>, u(0,y)=0. (3.55)
Coziim 3.14

(3.55) denklemi operator formda yazilirsa,

Lu=3u—xu, (3.56)

halini alir. Burada L, operatori ve L;l ters operatori  (3.45) ve (3.46)

denklemlerinde verilmistir. (3.56) denklemini her iki tarafina L;l ters operatorii
uygulanirsa ve u (x,O) = x” baslangic kosulu g6z 6niinde bulundurulursa,
u (x,y) = u(x,O) + L;l (3u — xux) =x* + L;] (3u — xux) (3.57)

olarak bulunur. (3.39) denklemi ile verilen bilinmeyen fonksiyonun ayrigim serisi (3.57)

denkleminde yerine yazilsin:

o0

Zun (x,y) = x4+ L;l

n=0

o0

>, (x,7)

n=0

o0

>, (x,7)

n=0

3 —X

. (3.58)

X

u(x,y) fonksiyonunun ayristiriimasindan birkag terim diisiiniiliirse, (3.58) denklemi,
U+, Fuy =X —i—L;] (3(u0 +u, +u, +‘-‘)—x(u0 +u, +u, —|—~--)x) (3.59)

denklemine doniisiir. Burada u, (x,y)= x> olup,
2

uo(x,y):x,

) (3.60)
U (X,9) = Lyl (3“k —x(”k)x)’ k=0

tekrarlayan iligkisi vardir. u,u,,u,,... bilesenleri,

uo(x,y) = x?,

u(x,y)= Ly(3”0 —x(uo)x)dy =x’y,
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U, (x,y): Ly(3u2 —x(uz)x)dy: 0

uk(x,y)zO, k>3

seklindedir. C6ziim kapali formda,

2

u(xy) =1y + 1y +1uy +oo=x 1+y—l—%+--- = x%’ (3.61)

olarak hesaplanir.

Ornek 3.15 Asagida verilen adi tiirevli diferensiyel denklemi AAM ile ¢oziiniiz.
u'(t)—u(t)=tcost —tsint + sint, u(0)=0. (3.62)

Coziim 3.15

d . o . _ !
L= = olmak iizere tersi var olan bir lineer operator olsun ve tersi de L' () = f («)dt
t 0

seklinde ifade edilsin. (3.62) denkleminin her iki tarafina L ' ters operatorii

uygulanirsa:

L (u’(t)) —tcost —tsint+sint+ L7 (u (t)),

u(t)—u(0)=tcost —tsint +sint + L' (u(r)) (3.63)
elde edilir. #(0) =0 kosulu (3.63) denkleminde yerine yazilirsa,

u(t)=tcost —tsint +sint + L' (u(t)) (3.64)
olur. Burada u, = tcost —tsint +sint segilirse,

U, =tcost —tsint +sint, (3.65)

~1
Wy =L (“k)
tekrarlayan iligkisi bulunur. u,u,,u,,... bilesenleri

U, =tcost —tsint +sint,
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t
ul:j;uo(t)dt:—tcost—i—tsint—i—sint—|—2cost—2,

t
U, = j; u, (t)dt = —tcost —tsint + 3sint — 2cost — 2t + 2

olarak devam eder. Coziim kapal1 formda,
u(t)=tsint (3.66)

seklinde bulunur.

Ornek 3.16 Asagida verilen baslangi¢ ve smir deger problemini AAM’yi kullanarak

¢Ozluniiz.

u=u,, 0<x<mt>0 (3.67)

u(O,t):e_’, t>0
u(ﬂ,t):ﬁ—e_’, t>0
u(x,0) = x+cosx, 0<x<m.

Coziim 3.16

Problem ¢ yoniinde veya x yoOniinde hi¢bir kisitlamaya gerek kalmadan AAM ile

kolaylikla ¢oziilebilir.

t — coziimii

L= g ve L '()= j; l(«)dt olmak iizere, (3.67) denklemi operatdr formda yazilsin:
t
Lu=u,. (3.68)

(3.68) denkleminin her iki tarafina Lt_1 operatorii uygulanirsa

u(x,t): u(x,O)—l—L,_l (uxx(x,t)). (3.69)
olur. Verilen baslangi¢ kosulu yerine yazilsin:

u(x,t)=x+cosx+ L (u, (x,t)). (3.70)

Burada, ayrisim serisi yerine yazilirsa,

41



o0

> u,(x,t)=x+cosx+L;"
n=0

iun (x,t)] ] (3.71)

elde edilir. Gerekli kabuller yapildiginda,

Uy (x,1) = x+cosx,

u, (x,t):j:(uo)xx dt = —tcosx,
u, (x,t):j:(ul)xx a’t:%t2 COS X,

uy (x,t) = j:(uz)xx dt = —%P COS X

seklinde devam edilir. Seri formda ¢oziim,

w(x,0) =y (x,8)+uy (x,0) +uy (x,0)+uy (x,8) + -,

1 1
=x+cosx|l—t+—t7——£ +--
2! 3!

olarak hesaplanir. Coziim kapali formda,
u(x,t)=x+e ' cosx (3.72)
seklinde ifade edilir.

X — ¢o0ziimi

2
L _9 ve L'()= j; j; (-)dxdx olmak iizere, (3.67) denklemi operatér formda

X
ox*
yazilirsa,

u,=Lu (3.73)

X

elde edilir. (3.73) denkleminin her iki tarafina L;l operatorii uygulanirsa ve ilk simir

sart1 kullanilirsa,
u(x,t)=u(0,¢)+ xu, (0,)+ L'u=e' + xh(t)+ Ly, (3.74)
elde edilir ki burada u, (O,Z) = h(t) . (3.74) denkleminde ayrigim serisi yerine yazilirsa,
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S uy ()= ()4 LS, (x,t)]
n=0 n=0 t

olur. Buradan,
Uy (x,t) =e '+ xh(t),

1, ., 1

u, (x,t):j;xfox'(uo)ldxldx:

2!

(3.75)

——Xx‘e +§x3h/(t),

wy(et)= [ [ ), e = 4i!x4e-f + %xsh”(t)

Uy, U, U,,... degerleri edilir. Seri formda ¢6ziim,

_ 1
=e ’cosx+xh(t)+§x3h’(t)+...

seklinde bulunur. 4 (t) fonksiyonunu belirlemek i¢in baslangi¢ kosulu kullanilarak,

u(x,0)=x+ cosx = eocosx+xh(0)+%x3h’(0)+~-

her iki yandan x’in kuvvetlerinin katsayilar1 esitlenirse,

n>1

elde edilir. Taylor agilimindan,
h(t)=1

olarak bulunur. C6ziim kapali formda,

u(x,t)=x+e ' cosx

seklinde hesaplanir. Her iki yondeki ¢oziim
baslangic hem sinir kosullar1 kullanilirken,

kosulu kullanildig1 goriiliir.
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incelenirse; x yoniindeki ¢oziimde hem

¢t yoniindeki ¢oziimde sadece baslangic



Ornek 3.17 Asagida verilen homojen olmayan baslangi¢ ve sinir deger problemini

AAM’yi kullanarak ¢oziiniiz.

W, =u, +6t+2x,0<x<m,t>0 (3.79)
u, (0,¢) =2 +sint, u, (mt)=1"—sint

u(x,0)=0, u,(x,0)=sinx.

Céziim 3.17

Problem ¢ yoniinde ¢6ziilsiin.

2 2

0 , _ topt 0
L =5 Ve terside L' = j; j; (-)dtdt olsun. Ayni1 zamanda L, = Pl olsun.

(3.79) denklemi operatdr formda yazilirsa,

Ltu(x,t) =Lxu(x,t)+6t+2x (3.80)
halini alir. (3.80) denkleminin her iki tarafina Lt_1 operatorii uygulansin.

u(x,t)—tu,(x,0)—u(x,0)= L' (Lxu (x,t)) +L! (61 + 2x). (3.81)
Gerekli islemler yapilir ve baslangi¢c kosullar1 g6z 6niine alinirsa,

u(x,t):t3 + xt* —l—tsinx—i—L,_](Lxu(x,t)) (3.82)

olarak bulunur. (3.39) denklemi ile verilen Adomian ayrisim serisi (3.82) denkleminde

yerine yazilirsa,

> u, ()= +xt* +tsinx+ L,
n=0

inun (x,t)] (3.83)

elde edilir. Burada u,(x,t)=1" + xt* +tsinx kabul edilirse,
U, (x,t) =L (Lxun (x,t)), n>0

tekrarlayan iligkisi bulunur. O halde,

(x,2) ff[—uoxt]dtdt —%fsinx
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2
U, (x,t):folfol[%ul (x,t)Jdtdt:—éts sinx

Buradan,

u(x,t)=uy(x,¢) +uy (x,8) + 1y (x,8)+-- =1 +*x +sinx t—%f +%ts —

olarak bulunur. Kapali formda ¢6ziim,

u(x,t) =1 +#*x +sinxsin¢ (3.84)
seklinde hesaplanir.
Ornek 3.18 Asagida verilen sinir deger problemini AAM’yi kullanarak ¢6ziiniiz.

Uy +u, =0, 0<x,y<7 (3.85)
u(O,y)zO, u(w,y)=0
u(x,O) =0, u(x,w) =sinxsinh

Coziim 3.18
Problem x yoniinde ¢ozilstin.

2 2

0 , X px 0
L = o2 Ve terside L' = j; j; (-)dxdx olsun. Ayni zamanda L, :w olsun.

(3.85) denklemi operatdr formda yazilirsa,

Lu (x,y) = —Lyu(x,y) (3.86)
halini alir. (3.86) denkleminin her iki tarafina L;l operatorii uygulanirsa,

u (x,y) = xh(y) —L, (Lyu (x,y)) (3.87)

elde edilir ki burada h( y) zux(O, y). (3.39) denklemi ile verilen Adomian ayrigim
serisi (3.87) denkleminde yerine yazilsin:

Zun (x,y) :xh(y)—Lx

n=0

8]

>, (x,y)

n=0

Ly

. (3.88)
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Burada u,(x,y) = xh(y) olarak kabul edilirse,

1 (%)= L, (Luy (x.7)), k>0
tekrarlayan iliskisi elde edilir. O halde,

ty (x,y) = xh(y),

1 n
U (an’) = _Lx (LyuO (X,J/)) = _ax‘%h (y)a
1
0y (5,7) = =L (Lt (7)) = 50 (3)

Bulunan bilesenler (3.88) denkleminde yerine yazilsin.

1
SR () +

1 1
S H0) =g B )+

u(x,y) = xh(y)—
u (x,7r) =sinxsinh7 sinir kosulu ve sinx ’in Taylor agilimindan yararlanilirsa,

1
3

1
S!

1 1 1 1
PR (1) ==X () - =sinhar| x — 2 +=x° ——
7 TR

() == ) + o
(3.89) esitliginin her iki tarafindaki terimler g6z 6niine alindiginda,

h(x)=h"(x)= ¥ (x)=".. = sinh 7

(3.89)

(3.90)

olarak bulunur. Buradan A(y)=sinhy smir kosulu olarak diisiiniiliir. (3.88) ve (3.90)

denklemlerinden ¢oziim,

. 1 4 1 5 1 4
u(an)—Slnhy x—ax —}—;x —%x 4.

ya da kapal1 formda
u (x,y) =sinxsinh y

olarak bulunur.
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Ornek 3.19 Asagida verilen lineer olmayan kismi diferensiyel denklemi AAM’yi

kullanarak ¢oziiniiz.
2, 15
=X +Zu , (3.92)

u(x,O) =0.
Coziim 3.19

Problem ¢ yoniinde ¢oziilsiin.

0 . 1 t . N
L = 5 Ve terside L, (-)= j; (-)dt olsun. (3.92) denklemi operatér formda yazilsin.

1
Lu(x,t)=x>+ Zui. (3.93)
(3.93) denkleminin her iki yanina Lt_1 operatorii uygulanirsa,
1
u(x,t)= x2t+ZL;‘u§ (3.94)

elde edilir. AAM geregi lineer olmayan terimler Adomian polinomlariyla ifade edilir.

Baska bir deyisle, buradaki lineer olmayan uﬁ terimi,
=S4, n>0 (3.95)

ile temsil edilir. (3.39) denkleminde verilen Adomian ayrisim serisi ve (3.95)

denkleminde verilen lineer olmayan terimin ifadesi (3.94) denkleminde yerine yazilirsa,

o0

Zun (x,t) = x’t+ lLl_l
n=0 4

e8]

24,

n=0

(3.96)

elde edilir. u,(x,¢)=x’t kabul edilirse,
1.
U, | (x,t) = ZL[ A4,,n>0

tekrarlayan iliskisi bulunur. Lineer olmayan uﬁ terimi icin Adomian polinomlari

diistiniilecek olursa,
_.2
4y = Uy,
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A] =2u0x1/11x,
A, =2uy u, +u’
2 — 4Uy Uy 1,2

A3 — 2u0x1/l3x —‘I_ 21/l1xu2x

seklindedir. O halde,

Uy (x,t) = xzt,

u (x,1) = %L;IA0 = %L[_l (4x2t2) = §x2t3,

1 1 8 2
U, (X,t) = ZLt_lAl = ZLI_I [§x2t4] = Exzts,

Buradan,

u(x,t):x2

1, 25 17 4
th =+ =+ ——t"
315 315

yani ¢6ziim kapali formda
u(x,t)=x"tant (3.97)
olarak bulunur.

Ornek 3.20 Asagida verilen kismi tiirevli diferensiyel denklemi AAM’yi kullanarak

¢Ozluniiz.
u, + uzux =0,
u(x,O) =2x, x€R, t>0. (3.98)

Coziim 3.20

0 . 1 t . N
L = 5 Ve terside L, (-)= j; (-)dt olsun. (3.98) denklemi operator formda yazilsin:

Lu, +u*u, =0, (3.99)
(3.99) denkleminin her iki tarafina Lt_1 ters operatorii uygulanirsa ve baslangi¢ kosulu

g0z Oniine alinirsa,
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u(x,t):2x—L[_](u2ux) (3.100)

elde edilir. AAM geregi, lineer terim u(x,t) ve lineer olmayan terim uu, asagidaki gibi

kabul edilir.

\

Lineer ve lineer olmayan terimler (3.100) denkleminde yerine yazilsin.

e8]

Zun (x,t) = 2x—Ll_1

n=0

o0

>4,

n=0

A, Adomain polinomlar1 lineer olmayan uzux terimini temsil etmek {izere,
U (x,t) =2x,
-1
e (x0)=—L (4), k=0
tekrarlayan iligkisi elde edilir. u (x,t) seri ¢ozlimiiniin bilesenlerinden bazilari,

U (x,t) =2x,

u, (x,t):—L/:(Ao)dt:—j:(sz)dt:—8x2t,

ve bu sekilde devam eder. C6ziim seri formda,
u(x,t)=2x —8x’t + 64x°t* — 640x*t> +---

olarak hesaplanir. Burada,
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t=0 i¢in u(x,t) =2x,

t >0 i¢cin u(x,t) = L(\/l +16xt — 1)

4¢

ile verilir. Tek bir fonksiyon olarak ifade edilirse, ¢6ziim
2x, t=0

u(xt)= 4%(\/1—1—16)“ —1), >0

(3.101)

seklindedir.

50



BOLUM 4

FONKSIYONEL DERECELENDIRILMIiS MALZEMELERDE
REAKSIYON DIFUZYON DENKLEMININ ADOMiAN AYRISIM
METODU ILE COZUMU

4.1 Fonksiyonel Derecelendirilmis Malzeme

Havacilik, uzay, savunma ve otomotiv gibi endiistrilerdeki hizli teknolojik gelisim ve
artan rekabet, yliksek performansa sahip iirlinlerin tasarlanmasina, bu durum da hafif
ama ayni zamanda gerilmelere ve sicakliklara karst mukavemeti yiiksek malzemelere
olan ihtiyaci ortaya koymaktadir. Bu ihtiyaca cevap vermek iizere, mekanik 6zellikleri
metallere gore daha iistiin olan kompozit malzemeler iiretilmeye baslanmistir. Ancak dis
yiizeylerindeki sicaklik yaklagik 2100 °K’e ulasan ve yiizeyler arasindaki sicaklik farki
1600 °K civarinda olan uzay araglar1 gibi yiiksek sicakliga maruz kalan yapilarda metal
iizerinde cesitli tekniklerle olusturulan homojen seramik kaplamalar, metali korozyona,
oksitlenmeye ve asmmaya karsit korusa da sistem yiiksek sicakliklarda i1sil gerilme
sorunuyla kars1 karsiya kalmaktadir. Yiiksek sicakliklarin bulundugu ortamlarda ani ve
biiylik sicaklik degisimlerinin olmasiyla seramik ve metal malzemelerin 1s1l genlesme
katsayilarnin  farkliliklarindan dolayr yapilarinda keskin gerilme dagilimlar:
olugsmaktadir. Bu gerilme yigilmalar1 ara yiiz ¢atlak ve kirik olusumunun da 6nde gelen
sebeplerinden biridir [24]. Bu sorunun ¢dziimii olarak, 1984’de Japonya’da bir uzay
mekigi projesi sirasinda, 10 mm’den ince bir kesit i¢in, 2000 °K seviyesinde bir ylizey
sicakligina ve 1000 °K’lik bir sicaklik araligina dayanabilecek bir 1s1l bariyer malzemesi
onerisi ile Fonksiyonel Derecelendirilmis Malzemeler (FDM) konsepti ortaya ¢ikmustir.
FDM’ler birbirinden farkli 6zelliklere sahip homojen iki malzemeden olusan ve

malzeme Ozellikleri bir yiizeyden digerine bir konum fonksiyonuna bagli olarak siirekli
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veya kademeli bir degisim gosteren yiiksek 1s1l direng kapasitesine sahip ileri teknoloji

malzemeleridir.

FDM c¢alismalar1 sonucunda bircok 0Ozelligi bir arada bulunduran ideal malzeme
kombinasyonlari, seramik ve metaller 6nem kazanmistir. Seramik diisilk yogunluk,
yliksek mukavemet, katilik ve 1s1l dirence sahip bir malzemedir. Ayrica metaller de
elektrik gecirgenligi, tokluk ve islenebilirlige sahip malzemelerdir. FDM’ler, sicakligin
yiiksek oldugu ylizeyi seramik ve sicakligin diisiik oldugu yiizeyi metal olacak sekilde
ve seramikten metale dogru kademeli veya devamli derecelendirilmis bir gecise sahip
bigimde tasarlanmis malzemelerdir. Bu tasarim sayesinde, iki malzeme arasinda farkl
1s1l genlesme katsayilarindan dolay1 olusan 1s1l gerilmelerle birlikte, fiziksel ve kimyasal
ozelliklerdeki ani degisimlerden dolayr meydana gelebilecek olan diger olumsuzluklar
da minimuma indirilmis olur. Ayrica, bu malzemelerin bilesen, mikroyap1 ve bazi
mekaniksel 6zelliklerinin yap1 boyunca yumusak bir degisiminin tasarimciya istenen
mekanik ve 1s1l 6zellikte bir malzeme iiretimi konusunda biiylik yararlar sagladigi
goriilmiistiir. Bu durum FDM’lerin bircok uygulamada tercih edilme sebebi olmaktadir

[27].

FDM’lerde kademeli derecelendirilmis yapilar teknik olarak yari kompozit, siirekli
olmayan termomekanik 6zelliklere sahip birbirinden farkli homojen malzemeler igerir.
Devamli derecelendirilmis yapilarda ise iki 6nemli 6zellik vardir. Birincisi; seramigin
kismi hacmi ara yiizde %0’dan yiizeyde %100°e kadar degistiginden, kaplamayla
kaplanan arasindaki baglanma, malzeme uyumlulugu sebebiyle daha iyi olacaktir. ikinci
olarak; malzeme ozellikleri dagilimlarinin diizgiin olmas: sebebiyle FDM kapli ara
katmanda gerilme konsantrasyonlar1 kademeli homojen kaplamalara gore daha diisiik
olacaktrr. Bir malzemenin bilesimi ve yapist gibi 6zelliklerinin kismi degisimi ve
siirekli derecelendirilmesi malzemenin ¢ok fonksiyonlu bir malzeme olmasini saglar.

Boyle bir 6zellige sahip olan FDM’lerden nanoteknoloji alaninda da yararlanilabilir.

Ik olarak uzay araglari i¢in tasarlanan FDM’ler iyi 1s1l iletkenlik ve iyi 1s1] direng gibi
iki zit 6zelligin bir malzemede bulunabilmesi amaciyla gelistirilmistir. Bu 6zellikler
sayesinde hafiflik, giicliilik ve saglamlik miimkiin olmaktadir. Japonya’daki uzay
istasyonu Kiba’da test olarak FDM, bir fisek ve geri kullanilabilir bir roket motoru
olarak kullanilmistir. Roketlerin ¢ogunun kullanildiktan sonra atilmasi ve bununda
iilkelere pahaliya mal olmasi, iilkeleri maliyeti azaltmaya yani geri kullanimh roketler

iizerinde calismaya yOnlendirmistir. Yapilan calismalar gelecekte uzay mekiklerinin
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geri kullanimli roketler seklinde tiretilebileceklerini gostermistir. Su anda yalnizca,
Japonlara ait Obita mekigi geri kullanimlidir. FDM’lerin endiistriyel malzemelerdeki
uygulamalarmin gelistirilmesi de yine arastirmalarin ana hedeflerinden biri olmustur.
Ornegin, derecelendirilmis kesici kalemlerin gelistirilmesinin sebebi mukavemet ve 1s1l
diren¢ bakimindan daha iyi malzemelere ihtiya¢ duyulmasidir. Bu alanda, umulan
asinma direnci ve sertlik elde edilmistir. Kendi kendini yaglama fonksiyonu ve yiiksek
1s1l direncglerin kesici kalemlerde elde edilmesinin yaninda, bazi derecelendirilmis
kalemler sayesinde yag kullanilmadan uygulanan kuru kesimler de gerceklestirilmistir.
Bu sekilde gelistirilen bir kalem, i¢ kisminda ¢elik yogunlukta, dis kismina dogru elmas
yogunluktadir. Yiiksek hizli kesici kalemlerde de diger FDM’lerde oldugu gibi {iretim

tekniginden kaynaklanan sekil ve boyutta smirlamalar bulunmaktadir [34].

Bu boliimde, bir boyutlu zamana bagli Reaksiyon Difiizyon (RD) denklemi ele alinmis
ve bu denklemin katsayilari, FDM 06zelligi geregi, konumun bir fonksiyonu olarak
secilmistir. Gerekli islemler yapildiginda, degisken katsayili Adveksiyon Reaksiyon
Diflizyon (ARD) denklemi elde edilmistir. Bu boliim, degisken katsayili ARD
denkleminin AAM yardimiyla ¢6ziimiinii kapsamaktadir.
Homojen bir malzemede bir boyutlu RD denklemi,

2

2“(x,f) =qy 8—2u(x,t) +p(x,t)u(xt), (xt)eQCR?, 4.1)
ot Ox

denklemi ile verilmektedir. Burada, o _ Kk difiizyon katsayist ve p(x,z) de
pc

reaksiyon parametresidir. Baglangic ve smir kosullar1 olarak da,

u(x,O) = g(x), x€ER, (4.2)
u(0.0)= f, (1), %M(O,t):fl(t), (ER 4.3)
diistiniilebilir.

4.2 Problemin Gelistirilmesi

(4.1) denklemi ile verilen RD denklemini, FDM i¢in gelistirelim. FDM 06zelligi geregi

diflizyon katsayisini konumun bir fonksiyonu olarak alalim. Bu durumda,
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0

¢(x) p(x)%u(x,t) -2 k(x)%u(x,t) + p(on)u(x,t) (4.4)

denklemini elde ederiz. (4.4) denkleminde 0 < 3 <3 ve c¢,,p,,k, =0 olmak lizere,
c(x)p(x)= cope™ 4.5)
k(x)=koe™ (4.6)

seklinde ifade edilir. (4.5) ve (4.6) ile verilen ifadeler (4.4) denkleminde yerine

yazilirsa, denklem,

. 0 3 O 5. 07
copoeﬁ Eu(x,t):koae'd au(x,t)—l—koe*d ﬁu(x,t)—i—p(x,t)u(x,t) 4.7)

halini alir. Qu (x,t) ifadesini yalniz birakmak i¢in (4.7) denkleminin her iki tarafi

ot
—Bx
ile carpildiginda:
€oPo
Qu(m) _ ﬂﬁﬁu(m) +&a_2u(x,t) + G p(x.t)u(x,z) (4.8)
ot copy  Ox CoPo OX° CoPo

ifadesi elde edilir. ko = C sabit bir deger oldugundan, bu deger (4.8) denkleminde
0

yerine yerlestirilirse,

2

%u(x,t) = Cﬂ%u(x,t) + C%u(x,t) —l—%e_ﬁxp(x,t)u(%t) (4.9)

—0Bx
elde edilir. Son olarak, g(x,t)= ek
0

p(x,t) seklinde segelim. (4.9) denklemi tekrar

diizenlendiginde,
2

0 0 0
Eu(x,t) =C ﬁu(x,t) ~|—ﬁau(x,t) + g(x,t)u(x,t) (4.10)

denklemi bulunur ki bu denklem Cauchy ARD denklemidir. Baslangic ve smir

kosullarni,

u(x,O):g(x), xeR, (4.11)
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u(0,¢)= £,(0,1), gu(o,t):fl(t), teR (4.12)

X

seklinde alarak (4.10) ile verilen ARD denklemini AAM ile ¢6zelim.

4.3 Adveksiyon Reaksiyon Difiizyon Denkleminin Adomian Ayrisim Metodu ile

Coziimii
9 9 o o o
L=—, L =— ve L,=— operatorleri tersi var olan kismi diferansiyel
ot Ox Ox

. . . . -1 _ t -1 _ x
operatorler olsun. Bu operatorlerin tersleri, sirasiyla, L, = . («)dt, L. = . (~)dx ve

L;x] = j; ’ j; ) (~)dsd n seklinde tanimlansim. (4.10) ile verilen ARD denkleminin ¢6ziimii

(4.11) baslangic kosuluyla ¢-yoniinde, (4.12) ile verilen sinir kosullariyla da x-

yoniinde olmak iizere iki yonden de incelenebilir ve ¢6ziim

u(x,t) = Zun (x,t) (4.13)
n=0
seklinde elde edilir.

4.3.1 Adveksiyon Reaksiyon Difiizyon Denkleminin 7-Yoniinde Coziimii

(4.10) denklemi ve (4.11) baslangi¢c kosulu karakteristik Cauchy problemi olusturur. Bu

problemin AAM ile ¢dziimii igin, (4.10) denklemini operatdr formda yazalim:

Lu(x,t) = CLu(x,t)+ COLu(x,t) + Cq(x,t)u(x,t). (4.14)
Bu denklemin her iki tarafina L, ' ters operatorii uygulanur,

L' Lu(x,t) = CL ' {Lu(x,t) + BLu(x,t) + q(x,t)u(x,t)} (4.15)

ve sol tarafi,

0’%”(x,f)df = u(x.1)

olmak iizere (4.15) denklemi

;:u(x,t)—u(x,O) (4.16)

u(x,t)—u(x,O):C{L/:Lxxu(x,t)dt—|—ﬁf;thu(x,t)dt+J:q(x,t)u(x,t)},
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u(x,t):u(x,O)—FC{L/:Lxxu(x,t)dt+[3]:Lxu(x,t)dt+J:q(x,t)u(x,t)} (4.17)

sekline doniisiir. (4.13) ile verilen ayrisim serisi ve u(x,0)=g(x) baslangi¢ kosulu
(4.17) denkleminde yerine yazilirsa,

Zun (x,t):g(x)—l—Cj:Lxxiun (x,t)dt—l—Cﬁj:inun (x,t)dt
n=0 n=0

n=0
+Cf0 q(x,t)%un (x,t)dt (4.18)

olarak bulunur. (4.18) denkleminde, u,(x,t)=g(x) olarak segersek, karakteristik

Cauchy probleminin ¢6ziimii i¢in,

U, (x,t) = Cj:{Lxxun (x,t) + 6L.u, (x,t) + q(x,t)un (x,t)}dt, n>0 (4.19)
seklinde veya
w,  (x,1)= cr,’! {Lxxun (x,¢)+ BLu, (x,)+ q(x,t)u, (x,t)}, n>0 (4.20)

operator formda tekrarlayan iliskisi elde edilir.

Burada, ¢(x,t)= g, seklinde bir sabit kabul edelim ve birkag terim bulalim. Oncelikle
u, (x,t) =u,, (4.21)

ile baslayalim.

wy (x,t) = CL ' { L (x,8) + BLauto (x,t) + ggug (x,¢)}  kabul ~ edelim. Bu ifade

diizenlenirse

u, (x,t) = Ct{(LxxuO + qouo) + ﬁLxuO}, (4.22)
bulunur. Simdi u, (x,t) ’yi bulalim:

u (x,t)= CL, " { L, + qou, + BLuy } (4.23)
(4.23) ile verilen denklemi asagidaki gibi yazalim.

u (X,t) - CLI_] {(Lxx + QO)ul + ﬁLxul}
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U, (X,t) - CLI_I {(Lxx + qO)CLt_l {(Lxx + qO)MO + ﬁLx“O}}

+ L, {ﬁLxCLl‘l {(Lyy + g0 )y + ﬁLxuo}}

2
U (X,f) = ng_!{(l‘xx + qO){(Lxx + qO)uO +ﬁLxu0} +ﬁLx {(Lxx + qO)uO +ﬁLxu0}}

2
U (x’t) - CZ%{(LXX + q0)2 + (Lxx + qO)ﬁLx +ﬁLx (Lxx + qo) + ﬁz (Lx)z}uo

t2
l/l2 (X,t) = CZE (Lxx + QO)2 + (Lxx + QO)ﬁLx +BLx (Lxx + qO) +52 (Lx)2 Z’lO (424)

LixBLy+4, BLe+BLxLyx+BLxq,,

Bu kisimda verilen bazi ifadeleri kontrol edelim:
9 2 2

L L=fLL, =p~ 9.

Ox

ox* :ﬁa

Ox

22,2

o° o°
= - =F——
& ox® & ox®

ve
? o’ 0
ox ox

q, sabit oldugu stirece bu esitlik de saglanmaktadir, yani,

0 0
= —_—=00—0yq,.
B4, I ﬁax qo

Bu durumda (4.24) denklemi ile verilen ifade yeni bir hal alacaktir. Dolayisiyla,

2
U (x’t) - Cz%{([’xx ‘*‘%)2 +(Lxx + qO)ﬁLx +BLX (Lxx + qo) +ﬁ2 (LX)Z}MO

2
u, (x’t) - Cz%{(l‘xx + QO)2 + 2<Lxx + qO)ﬁLx +ﬁ2 <LX)2}u0

2
uy (x.) = C2 ;—!{(Lxx + o+ 0L, 4.25)
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elde edilir. Ayni islemleri u;, (x,t) icin de uygulayalim.

us (x,¢) = CL; " {Lu, + qotty + BLut } (4.26)
(4.26) denklemini asagidaki gibi yazalm:
Uz (X,t) - CLI_] {(Lxx + QO)uZ + 5Lxu2}

2

S {(Le+a, +ﬁLx)2}uo]}

U (X,f) = CLI_] {(Lxx + QO)

+CrL;’! { BL,

Y

w(00)= C (Lt a){( L+ ) +2(Lus )3+ (L) o]

OB (Lt a0 200+ ) 5L+ 571, o

3
uy (1) = C3%{(Lxx +00) +2(Ly + o) BL, + (L +00) 8 (L,) g
! (4.27)

3
OB, (L 0] + 20+ a0) (L + (2,
Bu kisimda gosterilmesi gereken bazi esitlikleri gosterelim.
(Lxx + qO )2 ﬁLx :ﬁLx (Lxx + qO)z

?
= ((Lo )+ 2Lt + 43 ) B =BL, (L) +2L000 + 43

2

2
5 ? 5 H? 2)? (0 0?
L L =pL (L =>|— — =0 |
( xx) PL=p x( xx) 8x2] & 8x] 0 (?x] ox*
o* 2\’ (o9)0* o’ N
LITINIT N PR |
ox" | Ox Ox ) Ox Ox Ox
Bu esitlik saglandi. Diger esitlikleri inceleyelim.
? 0? 27 (9 0?
L L =pBL_L = |— —|=8=||=
quoﬁ X ﬁ X qucv axz]qoﬁ[ax] ﬁ (?x] 6X2]q0
o o’

= =
%" ox’ B4 ox’
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q, sabit oldugu siirece bu esitlik de saglanmaktadir.
? o’ _ 0
4BL,=BL.q; = ¢ 8—=05——4;
Ox Ox
0 0
2 2
= q;3—= 00—
900 0x b Ox o
Son esitlik de g, sabit oldugu siirece saglandigindan (4.27) denklemi yeni bir sekil alir.

o) = C (L ) + 2L+ 00 8L+ 5 (1, (L + )

C3§{ﬁLx (Lxx +q0)2 +2(Lxx +q0)ﬁ2 (Lx)2 +ﬁ3 (Lx)3}u0
3

( ) C33 {(Lxx +q0) +3(Lxx+q0)2ﬁl’x+3ﬁ2(LX)2(Lxx+q0)—|—ﬁ3([,x)3}u0

3
uy (x,t) = C° %{(Lxx + o+ BL,) fu 4.28)

olarak bulunur. u, (x,t) icin de ayn1 iglemleri yapalim.
u, (x,t)=CL ' {Lou,  +qou, , +BLu, } (4.29)
(4.29) denklemi daha agik bir sekilde yazalim:

( ) CL]{L +q0 nl+ﬁ nl}

n—1

(n—l)!

(Lxx + qO) C”—l

{(Lxx + % + ﬁLx )”_] }u0]
u, (x,t) = CLZ_1 :

n—1 [
o Tt )
1 ., _
[no ](Lxx+qo) 1+[ . ](Lxx+qo) AL,
)= a4 et PR el
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" —1 e
+Cn%*ﬁLx* +[n ](Lxx+qo) 3ﬁ2(l’x)2+'“ [Uoto [ (4.30)

(4.30) denklemi incelendiginde,

u, (x,t) = C”;—n'{(Lxx +q, +ﬁLx)"}u0 (4.31)
olarak bulunur. C6ziim i¢in,

u, (x.t) = C”;—n'{((Lxx o)+ ﬁLx)n}uo, n>0 (4.32)
seklinde bir iterasyon elde edilir. Calismamizi birkag 6rnekle pekistirelim.

t

Ornek 4.1 Cozimii u(x,/)=e "¢ olmak iizere, C=1, B =1 ve ¢(x,t)=—1 olan

Adveksiyon Reaksiyon Diflizyon denklemini AAM ile ¢ozelim.

2
%u(x,t) = %u(x,t) —l—%u(x,t) —u(x,t) (4.33)
u(x,O) =e "
u(0,t)=e", u,(0,t)=—e". (4.34)

Coziim 4.1

Problemin ¢6zliimiinii AAM geregi bir seri ¢6zlim olarak ele alalim. O halde ¢6ziim,

uled) =3 u, (x)

n=0

seklindedir. u,(x,t)=u(x,0)=e * ve (4.32) denkleminden

() =V = {(L =)+ 1L 1

olarak belirlidir. Iterasyona baslayalim.

uo(x,t) =e 7,
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w (x,t)=—te ”,
[ @ o .
uz(x,t)zz—! ﬁ_ —l—a e
2 [ 44 3 2
21-84+283—82—2——+1—x
' Ox Ox”  Ox Ox
P
:5{€_X 2¢ " —e "2 " +e x}
2
uz(x,t):t—e_x,

A 82 o)
u (X, ):— ——1|+—t "
3 31| ox? ox
3( 46 5 4 3 2
LS (AN A A YA AR P
3| 0Ox ox ox ox Ox
A
= —{e_x —3e " =3¢ " +2e " +3e " — e_x}
3!
3
u3(x,t):—t—e_x,

Simdi buldugumuz degerleri seri ¢6ziimde yerine yazalim:

u(x,t) :uo(x,t)+u1 (x,t)+u2 (X,l)—l-u3 (x,t)—l—---

u(x,t) =e " —te +—e " _t_e—x 4.

P ]
=t ——— .
21 31

—e ¥

(Cozlim kapali formda,

u(x,t)=e ‘e’
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olarak elde edilir. Goriildiigi gibi kesin ¢6zim AAM ile kolayca hesaplanmistir. Bu

ornegin ¢dziimiine ait grafik Boliim 5°te “Sonug ve Oneriler” bashig: altinda verilmistir.

Ornek 4.2 C=1,3=0.001veq(x,t)=—1 olmak iizere, asagida verilen ARD

denklemini AAM ile ¢ozelim.

2
%u(x,t) :%u(x,t)+0.001-%u(x,t)—u(x,t) (4.35)
u(x,O) =e ' +x (4.36)
u(0,t)=1, u, (0,¢)=e"—1.

Coziim 4.2

Problemin ¢6zlimiinii AAM geregi bir seri ¢6zlim olarak alalim. Bu durumda ¢6ziim,

u(et) =, (51

n=0
seklinde ifade edilir. u,(x,/)=u(x,0)=x+e * ve (4.32) denkleminden

u, (x,t)=1" %{(Lxx —1)+ 107 L, }n U,

olarak belirlidir. O halde, birkag¢ terimi belirlemek i¢in iterasyona baglayalim.

X

uo(x,t):x—l—e_ ,

_ o° 53 0 Ly
 (x,t) =#{(L,, —1)+10 3-Lx}u0:t{$—l+10 35}()5—#6 )
:t{e_x—x—e_x—|—10_3—10_3e_x}
u, (x,t) =—xt—e 107t +107°1,
2
[ 8 30 .
u2<x,l‘):2—!{§—l +10 a} (x—i—e )
o 50 0 0 50 N
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Aot ot & IR P L - -
u3(x,t):§« 6x6_36x4+38x2_1}(x+e )+3§{10 y—lo ﬁ (x—l—e )
o o’ 0 o’
-3 -3 -3 X -9 —X
+33!{ 07 5= 2107 5410 8x}(x+e )+{10 ﬁ}(we )

3
u3(x,t):%{e Y 3¢ 43¢ —x—e " +3-10 %" ~-3.10° _x}
3
;'{ 31077 46107 +107° 3107 ~10¢
3 B t3 B t3
s (x,t) = —x=—e (107 =+3:10 L

seklinde hesaplanir. Buldugumuz bu degerleri ¢6ziim serisinde yerine yazalim:

w(x,0) =ug (x,0)+uy (x,8) + uy (x,0) + uy (x,0) 4+

2 5 2
u(x,t):x+e_x—xt—e‘x-10_3t+10_3t+xt—+e_x-(10_3) L
2! 2!
: (4.37)
P A Y= N
—2:107 = —x——e (107 ) —+3107 =
21 3! 3! 3'
(4.37) denklemi diizenlenirse,
2 3 2 2
u(x,t):x—xt+xt——xt—+e_x—e_x-10_3t—|—e_x-(10_3) L
21 3! 2!
5 ; (4.38)
—x 3\3¢ - -3l 3!
—e (107 =410 —2:10 £ 310
3! 2! 3'
elde edilir. C6ziim sadelestirme yapilirsa,
-3 3 st s
u(xt)=xe +e e T +107r—2-10" Sy T30 (4.39)
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ifadesine benzemektedir. Yukarida ele alinan ((4.39)) sonuctan da goriildiigii gibi elde
edilen degerler, Lesnic’e ait calismada (w(x,t):xe_’ +e ") elde edilen sonuglari

saglamaktadir. Basitge Lesnic’in caligmasinda kullanilan malzeme homojen malzeme
oldugundan 3 =0 alinirsa elde ettigimiz sonuglarmin birebir tuttugu gorilir [25].
Ayrica Lesnic’in calistigy,

2

0
Ew(x,t) zﬁw(x,t)—w(x,t) (4.40)

(4.40) denklemi 6zel bir denklem olup, Kolmogorov — Petrovsky — Piskunov (KPP)
denklemi olarak adlandirilmaktadir [35]. Bazi degerler icin yapilan karsilastirmalar

Boliim 5’te “Sonug ve Oneriler” bashg altinda verilmistir.

Simdide g = q(t) olan iki 6rnegi inceleyelim:

Ornek 4.3 Kapali ¢oziimii u(x,1)= e olan

2
%u(x,t):ﬁu(x,t)—%u(x,t)—l—%u(x,t) (4.41)
u (x,O) =e "

5 5 (4.42)
u(0,t)=e", u, (0,1)=—¢'

denklemini AAM ile ¢oziiniiz.

Coziim 4.3
9 9 o o o
L=—, L =— ve L =— operatorleri tersi var olan kismi diferansiyel
ot Ox Ox

. . . . -1 _ t -1 _ x
operatorler olsun. Bu operatorlerin tersleri, sirasiyla, L, = . («)dt, L. = . (~)dx ve

L= j; ’ j; ) (-)dsdn seklinde tanimlansin. Simdi (4.41) denklemini operatr formda
yazalim.

Lu=L u—Lu+2t-u (4.43)
(4.43) denkleminin her iki tarafina Ll_l ters operatorii uygulanirsa,
L'Lu=L"'Lu—L'Lu+L"(2tu)
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u(x,t)=u(x,0)+ L ' {L, — L. u+L {2t -u} (4.44)

elde edilir. AAM geregi ¢6ziim

8]

uled) =3 u, (x)

n=0

sonsuz bir seri ile ifade edilir. Bu seri (4.44) denkleminde yerine yazilsin:

o0

Zun (x,)=u(x,0)+ L {L,. — Lx}iun (x,0)+ L {ZI : ioun (x,t)}. (4.45)

=0 =0

uy(x,t) =u(x,0) olarak alindiginda, asagidaki tekrarlayan iliski elde edilir.

w, () =L{L, — L }u, (x.0)+ L {2t u, (x0)},  n>0. (4.46)
Iterasyona u,(x,)=e" ile baslayalim.

() =1 (Lo~ LYy + 1, (20}

w (x,t) =L {e‘x —e_x} + L {2t-e_x}

=0
u (x,t) =te ",
u, (x,t) =L {L, —L }u + L {2t -u}

uz(x,t):Ll_] {{Lxx —Lx}tze_x}+Ll_l {2t-t2e_x}

uy (x,t) = L e — e} 4 1 {2r'e

uy(x,0) =L " {L, — L }u, + L' {2t -u,}

2\? 2)?
u, (x,t) =L, {Lxx—Lx}%e_x + L 2t-%e‘x
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Bu sekilde devam edilir. O halde ¢6ziim,

u(x,t) :uo(x,t)+u1 (x,t)+u2 (X,l)—l-u3 (x,t)—|—-~-

S o I

u(x,t)=e "+t —|—2—!e —I—Te +-- (4.47)
(4.47) diizenlendiginde
GG :
u(x,t):e_x | N e (4.48)
2! 3!

olarak hesaplanir ki bu ¢oziim kesin ¢oziimdir. Bu ¢oziime ait grafik Boliim 5’te

“Sonug ve Oneriler” bashgi altinda verilmistir.

Ornek 4.4 Asagida verilen ARD denklemini AAM ile ¢oziiniiz.

2u (x,t) = 8—2u (x,t) — O.OOIQu (x,t) + 2tu (x,t) (4.49)
ot Ox? ox

u (x,O) =e"

u(O,t):e’J”z, u, (0,1)=e"" (4.50)
Coziim 4.4

Diferensiyel operatorler ve tersleri Ornek 4.3’teki gibi kabul edilsin. O halde, (4.49)

denklemi operator formda
Lu=Lu—10"Lu+2tu (4.51)

seklinde ifade edilir. (4.51) denkleminin her iki tarafina Ll_l ters operatdrii uygulanirsa,
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L'Lu=L"Lu—10"L"Lu+L"(2tu)
u(xt)=u(x,0)+ L, {L, —107 L u+ ;' {21 -u} (4.52)

bulunur. AAM geregi ¢6ziim

u (x,t) = Zun (x,t)
n=0
sonsuz bir seri ile ifade edilir. Bu ifade (4.52) denkleminde yerine yazilsin:

o0 o0

un(x,t):u(x,0)+Lt_l{Lxx—10_3LX}Z (x,0)+ L, {2t Zu xt} (4.53)
=0

n n=0

uy (x,¢) = u(x,0) olarak alindiginda,

1 (50) = L { Lo =107 L Ju, () + 1, {20, (x,0)}, n>0 (4.54)
tekrarlayan iligkisi bulunur. u, (x,7) = e* olmak iizere birkag terimi bulalim.

() = L { L, =107 L bug () + L, {200 (x,1)}

w(x,t) =L, {L, =107 L e + 1, {2r-e"}

u (x,t)=te" +t'e" —10 " te*

99 X x,2
et+et
1000

u (x,) =
y (x,) = I L =107 L by () + L7 {201, (1)}
uy (vt) = {2, =107 L, }(0.999%¢" + e )} 4 17 {20+ (0.9991e" + 12" )}

998001 ., 999 1
—et +——e e +—e t
2000000 1000 2

uy (x,1) =

Bir de u, (x,t) terimini hesaplayalim.

g (,0) = L, Lo =107 L Juy (x,0) + £ {20, ()}
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x,2 x,4
u3(xJ)=:lJl{{Lm-—10_3lw}[22§9919—5—+41999eXP-+f%§—

2000000 }

332334333 5 998001 ., 999 s 1 .5
=—¢e¢t +—et +——et" +—e't
2000000000 2000000 2000 6

+ I +0.999¢" +
2000000

x,2 x 4
_1{2ﬁ[998001et et

uy (x,1)

I1k birkag terim gdz oniine alinildiginda,
u(x,t) =1u, (x,t) +u, (x,t) +u, (x,t) +uy (x,t) + .-

999 ; 2998001t2 2330334333 2

+
1000 ' 2000000 2000000000
8324005998667 , 1331334333 ;
o+ £+

8000000000000 2000000000

u(x,t) =e" (4.55)

olarak bulunur. Yukarida ele alinan ((4.55)) ¢6ziimden elde edilen degerler, Lesnic’e ait

X+t

calismadaki (w(x,t) =e ) ¢6ziimle karsilastirilmistir. Bu karsilagtirma Boliim 5°te

“Sonug ve Oneriler” bashg altinda verilmistir.
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BOLUM 5

SONUC VE ONERILER

Is1 transferi olay1 ve 1s1 transferi sekillerinin genel hatlariyla incelendigi bu c¢alismada,
AAM analizi yapilmistir. Ardindan, ileri teknoloji {iriinii olan FDM fikrini ortaya
cikisindan gilintimiize gelisi hakkinda bilgi verilmistir. FDM, homojen olmayan ve
malzeme 6zelligi bir yiizeyinden digerine bir konum fonksiyonuna bagl olarak stirekli

veya kademeli bir degisim gosteren yiiksek 1s1l direng kapasitesine sahip malzemelerdir.

Bu ¢alismada, homojen olmayan malzemede, FDM, Reaksiyon Diflizyon denkleminin

AAM ile ¢oziimii ele alinmistir. Reaksiyon parametresini igeren kismin g = sabit ve
g=q(t) oldugu Ornekler verilmistir. Ornek 4.2 ve Omnek 4.4 i¢in malzemenin
homojenligini belirleyen (3 sabitinin yeterince kiicik oldugu durumda Lesnic [25]
tarafindan calisilan homojen malzemede (5:0) Reaksiyon Diflizyon denklemi

sonuglar1 ile bizim ¢alismamizdaki sonuglar Cizelge 5.1, Cizelge 5.2, Cizelge 5.3 ve
Cizelge 5.4’de verilmistir. Bununla birlikte, Ayrica Ornek 4.1, Ornek 4.2, Ornek 4.3 ve
Ornek 4.4¢ ait sonuglar grafiklerle gdsterilmistir. Cizelgelerden ve grafiklerden de

anlagilacagi gibi uygun baslangi¢ ve sinir sartlar1 altinda, yeterince kiigiik 5 degeri igin

AAM sonuca ulagsmada basarili olmustur. Cizimler ve grafikler i¢in Maple 13

programindan yararlanilmistir. Bu programa ait kodlar Ek-A’da verilmistir.

[leriki galigmalarda AAM, g =¢(x) ve g =gq(x,¢) durumlari i¢in homojen olmayan

malzemede Reaksiyon Diflizyon denklemine uygulanabilir.
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Sekil 5.1 Ornek 4.1°den elde edilen ¢dziimiin grafigi

Karsilastirmalara gegmeden 6nce Ornek 4.3

ten elde edilen ¢Oziimiin grafigi de

b

asagidaki gibi verilsin.

Sekil 5.2 Ornek 4.3’den elde edilen ¢dziimiin grafigi
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Simdi karsilastirmalara gegelim.

Cizelge 5.1 = 0.5 durumunda 3 = 0.001 degeri i¢in Ornek 4.2°den ve 3 =0 degeri
icin Lesnic’in ¢alismasindan elde edilen sonuclarin karsilastirilmasi

Karagoz Lesnic [25]
x=0 0.9998 1.000
x=0.1 0.9654 0.9655
x=0.2 0.9399 0.9400
x=03 0.9227 0.9228
x=04 0.9129 0.9129
x=0.5 0.9098 0.9098
x=0.6 0.9128 0.9127
x=0.7 0.9212 0.9212
x=038 0.9346 0.9346
x=09 0.9526 0.9524
x=1.0 0.9746 0.9744

Cizelge 5.1’den goriildiigii gibi ¢t =0.5 durumunda yeterince kiicik [ degeri i¢in
buldugumuz ¢6ziim homojen malzemedeki ¢oziimle Ortiismektedir. Gorsel olarak

yapilan karsilastirma icin Sekil 5.3 ve Sekil 5.4’e bakiniz.
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Cizelge 5.2 t =1.0 durumunda (8 = 0.001degeri i¢in Ornek 4.2°den ve 3 =0 degeri
icin Lesnic’in ¢alismasindan elde edilen sonuglarin karsilastirilmasi

Karagoz Lesnic [25]
x=0 0.9995 1.000
x=0.1 0.9412 0.9416
x=02 0.8920 0.8923
x=03 0.8509 0.8512
x=04 0.8173 0.8175
x=0.5 0.7904 0.7905
x=0.6 0.7695 0.7605
x=0.7 0.7541 0.7541
x=0.8 0.7437 0.7436
x=09 0.7378 0.7377
x=1.0 0.7359 0.7358

Cizelge 5.2’den de anlagilacagi gibi ¢ =1.0 durumunda yeterince kiiciik 5 degeri igin
buldugumuz ¢6ziim homojen malzemedeki ¢6ziim ile oOrtlismektedir. Gorsel olarak

yapilan karsilastirma icin Sekil 5.3 ve Sekil 5.4’e bakiniz.
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Sekil 5.3 3=10.001, Ornek 4.2, homojen olmayan malzemede Karagdz’iin ¢oziimiiniin
grafigi

Sekil 5.4 3 =0, homojen malzemede Lesnic’in ¢dziimiiniin grafigi

Sekil 5.3°te ve Sekil 5.4’te ¢izilen grafikler birbirinin aynidir.
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Simdi de Ornek 4.4 ile Lesnic’in ¢alismasma ait bir karsilastirma i¢in gerekli gizelge ve

grafikler verilsin.

Cizelge 5.3 t =0.25 durumunda 3 = 0.001 degeri i¢in Ornek 4.4°den ve 3 =0 degeri
icin Lesnic’in ¢alismasindan elde edilen sonuclarin karsilastirilmasi

Karagoz Lesnic [25]
x=0 1.3665 1.3668
x=0.1 1.5102 1.5106
x=02 1.6690 1.6695
x=0.3 1.8445 1.8450
x=04 2.0385 2.0391
x=05 2.2529 2.2535
x=0.6 2.4899 2.4905
x=0.7 2.7517 2.7525
x=0.8 3.0411 3.0420
x=09 3.3610 3.3619
x=1.0 3.7145 3.7155

Cizelge 5.3 incelendiginde iki ¢6ziimden elde edilen sonuglarin birbirine ¢ok yakin
oldugu goriilir. Bu sonuclara ait gorsel karsilastirmalar Sekil 5.5 ve Sekil 5.6 ile

verilmistir.
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Cizelge 5.4 t = 0.5 durumunda 3 = 0.001 degeri i¢in Ornek 4.4’den ve 3 = 0degeri
icin Lesnic’in ¢alismasindan elde edilen sonuglarin karsilastirilmasi

Karagoz Lesnic [25]
x=0 2.1137 2.1170
x=0.1 2.3360 2.3396
x=02 2.5817 2.5857
x=03 2.8532 2.8577
x=04 3.1533 3.1582
x=05 3.4849 3.4903
x=0.6 3.8514 3.8574
x=0.7 4.2565 4.2631
x=0.8 4.7041 4.7115
x=09 5.1989 5.2070
x=1.0 5.7456 5.7546

Cizelge 5.4 incelendiginde bulunan degerlerinin birbirine ne kadar yakm oldugu
goriilmektedir. Bu karsilastirmaya ait gorsel ¢alismalar Sekil 5.5 ve Sekil 5.6°dir.
Ayrica belirtilmesi gereken 6nemli bir nokta vardir: # >1 igin Ornek 4.4’te elde edilen

¢Ozlim wraksaktir. Bu yiizden ¢, 1 degerine yaklastik¢a sonuglar da degisecektir.

Simdi de Sekil 5.5 ve Sekil 5.6 verilsin.
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28 88 8

Sekil 5.5 3=10.001, Ornek 4.4, homojen olmayan malzemede Karagdz’iin ¢dziimiiniin
grafigi

Sekil 5.6 3 =0, homojen malzemede Lesnic’in ¢ézliimiiniin grafigi

Sekil 5.5 wve Sekil 5.6 dikkatlice incelendiginde grafiklerin benzer oldugu

goriilmektedir.
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EK- A

YARARLANILAN PROGRAM KODLARI

Bu boliimde, tez calismasmin bazi agamalarinda kullanilan Maple 13 programina ait
kodlar verilecektir. Bu kodlardan 6zellikle Boliim 4’te ve Bolim5’te yararlanilmigtir.
Ornek 4.1’in ¢dziimiine bir iki iterasyonla kolayca ulasildigindan sadece grafigine ait

kodlama verilecektir. Bu kod,

restart;
u:=exp (-x) *exp (-t) ;

(=) ()
(5

plot3d(u,x=0..1,t=0..1);
seklindedir. Son kodun RUN edilmesiyle grafik c¢izilir.

Ornek 4.2°nin  ¢dziimiinii bulmak i¢in daha &nce belirledigimiz iterasyondan
yararlanildi. Cizelge 5.1 i¢in;

restart;
t:=0.5;
t:=0.5
x:=0.1;
x:=0.1

u:=x*exp (-t) +exp (-x) *exp (-0.001*t) +0.001*t-
2%0.001% (£22/21)+3%0.001* (£~3/31) ;

u :=0.9653506784
W:=exp (—X) +x*exp (_t) ;
w :=0.9654904840

kodlar1 kullanilmistir. Degisen x degerleri i¢in ¢izelge olusturulmustur. Cizelge 5.2 igin
ise yine ayni kodlar kullanildi fakat bu defa t:=1.0 alind1 ve ayni islemler uygulandi.
Karag6z’iin, u(x,t), ¢coziim grafigi ile Lesnic’in, w(x,t), ¢cozlim grafiginin ¢izilmesi

icin kullanilan kod,
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restart;

u:=x*exp (-t) +exp (-x) *exp (-0.001*t) +0.001*t-
2%0.001% (£22/21)+3%0.001* (£~3/31) ;

(1) (=x) (=0.0017¢)
u:=xe +e e

+0.001 £ —0.001000000000 >+ 0.0005000000000 7
plot3d(u,x=0..1,t=0..1);
w:=exp (-x) +x*exp (-t) ;

- ~t
( X)+xe( )

wi=e
plot3d(w,x=0..1,t=0..1);
ile basitge verilir.
Ornek 4.3’iin ¢dziimiiniin bulunmasinda ilk 4 terimin belirlenmesi yeterli oldu. Bu
ornegin grafigi icin de
restart;
u:=exp (-x) *exp (t*2) ;

EC T

plot3d(u,x=0..1,t=0..1);
kodlar1 kullanildi.

Ornek 4.4 diger orneklere gore islem yiikii daha fazla olan bir drnektir. Bu 6rnegin
¢Oziimiiniin bulunmasinda kullanilan kod,

restart;
g(x) :=exp (x) ;

g(x) =e"
ul:=g(x);

u0 :=unapply (g (x) ,x,t);
u = (x,t) > e’
U0 :=exp (x) ;
U0 =e*

Ul:=int (diff (ul(x,t),x$2)-10~ (-
3)*diff (u0(x,t) ,x)+2*ul(x,t)*t,t=0..¢t);

Uy 999

— X x 2
: 10006 r+e't

ul :=unapply (collect(Ul, {exp,t}) ,x,t);
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999
u].—(j;t)—é[looo

t+t2] e
U2:=int(diff (ul(x,t),x$2)-10" (-
3)*diff(ul(x,t) ,x)+2*ul (x,t)*t,t=0..t);

0. 999 o 998001
U2=5¢ 41000 © 2000000 € !

u2:=unapply(collect (U2, {exp,t}) ,x,t);

_ 1, 999 5 998001 ,\ ,
u2 = (x,t)—)[zt + 1000~ 2000000 ° ]e

U3:=int (diff (u2 (x,t) ,x$2)-10" (-
3) *diff (u2 (x,t) ,x)+2%u2 (x,t) *t, t=0..t) ;

U3 ':l xt6+ 999 * 5+M xt4+w xt3
T 6° 2000000 ° 2000000000 ©

6 2000 ©
u3:=unapply(collect (U3, {exp,t}) ,x,t);
5 (x 1, 999 5 998001 , 332334333 .\
U =L 6" T2000" 72000000 " 2000000000 © | °
U4d:=int(diff (u3(x,t) ,x$2)-10* (-
3)*diff (u3(x,t) ,x)+2*u3(x,t)*t,t=0..¢t);

goe Lo, 333 o 998001 . 332334333 ;332001998667 . ,
© © 2000000000 € © T 8000000000000 ©

~ 4 2000 4000000 ©
u4 :=unapply (collect (U4, {exp,t}) ,x,t);
1 333 5 998001 , 332334333 . 332001998667 4]ex

— g
ut (“%t)_’[24t 2000 " * 4000000 © * 2000000000 © * 8000000000000 *

un :=U0+U1+U2+U3+U4;

ey 999 . 2998001 . , 8324005998667 . . 2330334333 .
1000 2000000 8000000000000 2000000000
, 4994003 o 1331334333 o 1 g 333
12000000 2000000000 24 2000

seklindedir. Ilk 5 terim belirlenerek yaklasik bir ¢oziim bulunmustur. Cizelgeler
olusturulurken x ve ¢ degiskenlerine degerler daha Onceki kodlarda oldugu gibi

atanmistir. Son olarak Karagdz’iin ¢6ziim, u(x,t), grafigi ile Lesnic’in ¢6zlim, w(x,t),
grafigi

plot3d(un,x=0..1,t=0..1.5);

w:=exp (x+t+t*2) ;

(x+t+12)
w=¢€

plot3d(w,x=0..1,t=0..1.5);

kodlarmin bir 6nceki kodlara eklenmesiyle ¢izildi.
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