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A A kiimesinin kapanisi

A— B A ’nin goriintiisii B’dir

"A A kiimesinin tiim sonlu en biiyiik alt sinirlarinin kiimesi
YA A kiimesinin tiim sonlu en kiigiik {ist sinirlarinin kiimesi
B Band
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OZET

Bu zamana kadar Banach orgiilerindeki (latislerindeki) pozitif operatorlerin asikar olmayan kapali
degismez altorgiilerinin oldugunu garanti eden pek c¢ok sonug¢ vardir. Bu oOzellikle her pozitif
kompakt operatdr icin dogrudur. Bazi genel sonuclarin diginda bu ¢alismada Banach orgiilerinde
taniml1 ancak agikar olmayan kapali degismez bir altorgiisii olmayan pozitif operatorlerle ilgili ¢esitli
ornekler sunulmustur. Bu 6rnekler arasinda hem soyut M-uzay1 (AM-uzay1) hem de sira siirekli
norma sahip ve atomik ve atomik olmayan Banach orgiileri bulunmaktadir. Tim bu durumlarda

operatorlerin asikar olmayan kapali degismez altuzaylar1 oldugunu garanti edilebilir.

Anahtar kelimeler: Banach orgiileri, pozitif operator, degismez altorgii, kompakt operator, soyut

M-uzay1 (AM-uzay1).
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ABSTRACT

There are, buy now, many results which guarantee that positive operators on Banach latttices have
sublattices which are non-trivial closed and invariant. In particular, this is true for every compact
operator. Apart from some results of a general nature, in this thesis it is presented that several
examples of positive operators on Banach lattices which do not have non-trivial closed invariant
sublattices. These examples include both Abstract M-spaces and Banach lattices with an order
continuous norm and which are and are not atomic. In all these cases it can be ensured that the

operators do possess subspaces which are non-trivial closed and invariant.

Key words: Banach lattices, positive operators, invariant sublattices, compact operator, Abstract M-

spaces.
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1. GIRIS

Konuyla ilgili varilabilinen kismi neticelerin ardindan sifirdan farkli kapali degismez
altuzaylar1 olmayan operatorler ilk kez Enflo tarafindan gelistirilmistir (Enflo,1987,1975).
Daha sonra /, iizerine ornekler Read tarafindan iretilmis olup (Read,1985,1986,1997), de

Pagter’in yeni ufuklar acan ¢aligmasinin ardindan (de Pagter,1986) Abramovich, Aliprantis ve
Burkinshaw 1992°de Banach orgiisiinde en az iki boyutlu her pozitif operatoriin asikar
olmayan degismez kapali bir altuzay1 oldugu varsayimina adanan bir dizi bilimsel ¢alismaya
baslamiglardir. Caligmalariyla ilgili agiklama (Abramovich vd., 2002)’nin 10. boliimiinde

bulunmaktadir.

Bu tezde miimkiin olan en basit 6rneklerle, yani Banach orgiilerindeki pozitif kompakt
operatorlerle ilgilenildi. Eger bdyle bir operatdr spektral yaricapli ise spektral yaricap bir
0zdegerdir ve ona karsilik gelen 6zvektor de pozitiftir. Boyle bir 6zdegerin dogrusal gerdigi
uzay bir degismez altuzay ve bir altorgiidiir. Diger yandan eger spektral yarigap sifir ise
operatoriin sifirdan farkli degismez kapali bir ideali vardir. Bu yiizden 6zellikle bir Banach
orglisii iizerindeki her pozitif kompakt operatoriin asikar olmayan kapali bir altorgilisii vardir
(A.K.Kitover ve A.W.Wickstead,2007).Bu ¢aligma Banach orgiisiindeki her pozitif
operatdriin asikdr olmayan kapali degismez altorgilisii olup olmadigi sorusundan ortaya
cikmistir. Onlarin genel varligini ispatlamak miimkiin olmasa da, gosterilen ornekler,
sayilabilir boyut durumu ve 3.boliimde gosterilen ayrismayan Banach oOrgiisiiniin oldugu
asikar olan (¢6ziim) durum haricinde s6z konusu Banach oOrgiisiinde tek bir kosul iceren
pozitif sonuglar1 ortadan kaldirmaktadir. Elimizeki materyalin ¢ogunlugu 4. ve 5. kisimdan
olusmaktadir. Pozitif bir 6zdegeri ve asikdr olmayan kapali herhangi degismez ideali
olmamasia ragmen, asikdr olmayan kapali degismez altorgiilere sahip olan bir pozitif
operator 0rnegi ve daha sonra da asikir olmayan degismez kapali altorgiilere sahip degisik
pozitif operatdr drnekleri verilmistir. 4. kisimda olanlarin hepsi atomik yapida iken 5.kisimda
olanlarin atomu yoktur. Sunulan Ornekler reel skalerler baglaminda diizenlenmis olmasina
ragmen, karmasik skalerler i¢cin de gecerliliklerini korumaktadirlar. Son olarak 6. kisimda bazi

acik uclu sorular onerilmistir.



2. ON BiLGILER
Bu boliimde ¢alismada kullanilan kavramlarin tanimlari, teoremler ve 6nermeler verilmistir.

Tanim 2.1
X bir normlu uzay olsun. Bu uzaydaki her Cauchy dizisinin bu uzaya ait bir limiti varsa X’e

Banach uzayi denir.

Tanim 2.2

E bir siral1 vektor uzayi olsun. Her x,y € E igin, sup {X, y} eEve inf{x, y} e E ise E’ye Riesz
uzay (veya vektdr latis) denir. sup {X,y}=x vy, inf{x,y}=x A y seklinde gdsterilir.
Ayrica bir x € E elemani i¢in x’in mutlak degeri [x|=sup {X, —X} =X V (-x) seklinde tanimlanir.

Bir Riesz uzayindaki herhangi bir x vektori igin; x’in pozitif kism1 X" =x v 0, x’in negatif
kismi X~ = (—x) v 0 seklinde tanimlanur.

E bir sirali vektor uzayi ise E™ = {X eE:x> O} kiimesine E’nin pozitif konisi denir.

Tanim 2.3

(E||||) bir Banach uzay, (E||||£) bir sirali vektor uzayr olsun. |X|S|y| iken

||X|| < ||y|| oluyorsa E’ye Banach latis (6rgii) denir.

Tanim 2.4
Bir E Riesz uzaymin bir vektor alt uzayi olan A’ya, her x,y € A i¢in, E’de alinan supremum ve

infimum A’ya aitse, Riesz alt uzayi (veya vektor alt latis) denir.

Tanim 2.5

X ve Y vektor uzayr olmak tizere, T:X —Y doniisiimiine her x,ye X ve her «,f skalerleri

icin T(ax+ BYy)=aT (X)+ fT(y) oluyorsa, T’ye lineer operator denir.



Tamim 2.6
E ve F Banach latis, T:E —F bir operatdr olsun. Xx>0iken Tx>0 ise T’ye pozitif operatdr

denir.

Tanim 2.7

T:X —Y bir lineer operatdr, X ve Y normlu uzaylar olsun. X’deki her sinirl {Xn} dizisi igin

{TXn} dizisinin Y’de bir yakinsak alt dizisi varsa, T’ye kompakt operator denir.

Tanim 2.8

E bir Banach latis olmak tiizere, x,ye E i¢in x A y=0 iken, ||X\/ y|| = max {||x||,||y||} oluyorsa

E’ye bir AM-uzay1 (Soyut M-uzay1) denir.

Tanim 2.9
Bir Y sirali vektér uzayina, eger her n i¢in nx<y ifadesi, x<0 olmasini gerektiriyorsa,

Archimedean sirali vektor uzayi denir.

Tanim 2.10

E bir Riesz uzay1 olsun. E’nin bir A alt kiimesine,

X| < |y| , yeA ifadesi, xe A olmasini
gerektiriyorsa solid(kati) denir. E’nin bir solid vektor alt uzayina ideal denir.
Bir E Banach latisi  i¢in O<ueE olsun. U ile fdretilen ideal:

E,= {X e E 1hira > Oigin|x| < /1u} “dir. Bir eleman ile iiretilen ideale esas ideal denir.

Tamm 2.11
Bir Banach latiste tanimli, verilen lineer operator tarafindan kendi igine alinan kapali bir

ideale kapal1 degismez ideal denir.

Tanim 2.12
E Archimedean Riesz uzay: olsun. E’nin B gibi bir ideali i¢in, E’de supremuma sahip her

A c B i¢in sup(A) € B ise, 0 zaman B’ye Band denir.



Tanim 2.13

Bir Riesz uzaymnda taniml bir latis normuna, x, ¥ 0 ifadesi ||xa|| 4 0’1 sagliyorsa siral siirekli

norm denir. Bir Banach latisin normu sirali siirekli ise, Banach latis sirali siirekli norma

sahiptir denir.

Tanim 2.14

Bir Riesz uzay1 lizerindeki bir |||| normuna, |X| £|y| icin,

X|| < ||y||$art1 saglaniyorsa bir latis

norm denir. Bir latis norm ile tanimli bir Riesz uzayima normlu Riesz uzay1 denir.

Tanim 2.15
E bir Riesz uzay: olsun. Bir e > 0 vektoriine, eger E, =E ise yani, her xeE i¢in |X| < /e

olacak sekilde bir 4 >0 varsa, kuvvetli siral1 birim denir.

Tanim 2.16
F, E vektor uzaymin bir alt kiimesi olsun. E i¢indeki her vektor F’nin elemanlarinin bir lineer

kombinezonu ise, F kiimesi E vektor uzayini gerer denir ve E=span F ile gosterilir.

Tanim 2.17

T bir sinirh lineer operatér ise r(T)= l!im ||Tk ||1/k ifadesi T operatoriiniin spektral yarigapidir.

Tanim 2.18

Bir (X,y) —xy ikili islemi (bir ¢arpim) ile bir A vektor uzayina, her x,y,z€ A ve her « skaleri
icin asagidaki 6zellikler saglaniyorsa cebir denir.

(1) (xy)z=x(yz) ve (a X)y=x(a y)= a (xy)

(2) x(y+z)=xy+xz ve (X+y)z=xz+yz

Tanim 2.19
Bir X Banach uzayi i¢in L(X) sinirli lineer operatorler kiimesini ve onun bir alt kiimesini g6z
Ontline alalim. Toplama, ¢arpma ve kompleks sayilarla ¢carpma altinda kapali kalan bu alt

kiimesine L(X)’in bir alt cebiri denir.



Tanim 2.20

T:E—F Riesz uzaylarinda tanimli bir pozitif operatér olsun. Her x€E i¢in |SX|ST(|X|)

esitsizligi saglaniyorsa, S:E —F operatoriine T tarafindan kisitlanan operator denir.

Tamm 2.21

Iki Riesz uzayinda tammli bir T:E —F pozitif operatoriine, eger E’deki her x ve y igin
T(xAy) = T, vT, sarti saglaniyorsa latis (6rgii veya Riesz) homomorfizmasi denir. Bire-bir
bir 6rgii homomorfizmasina érgii izomorfizmasi denir. iki Banach latis arasinda tamiml1 bir T

latis izomorfizmasina, her x € E i¢in ||Tx|| = ||x|| oluyorsa, bir latis izometrisi denir. Iki Banach

latise, eger birinden digerine bir latis izometrisi varsa, latis izometriktir denir.

Tanmim 2.22
Bir vektdr uzayinda bir P:V —V lineer operatériine, P® =P ise izdiisiim (projeksiyon) denir.

Bir E Riesz uzayimdaki bir B bandina E=B @ B *yi sagliyorsa izdiisiim band1 denir.
Bir Riesz uzaymda her band izdiisiim bandi ise bu Riesz uzay1 izdiistim 6zelligine sahiptir

denir.

Tanmim 2.23
T:X—X lineer operatér ve U bir alt uzay olsun. Uc X i¢in TUcCU oluyorsa U’ya T-

degismez operator denir.

Tamm 2.24
Bir uzaym iistten smirli her bos kiimeden farkli alt kiimesi bir en kiiciik iist sinira, (veya
benzer sekilde uzayn alttan siirli her bos kiimeden farkli alt kiimesi bir en biiyiik alt sinira)

sahipse, bu uzaya Dedekind tam uzay denir.

Tanim 2.25
Bir X Banach 0rgiisiinde {y e X;0<y< X} = {/’LX; 0<A< 1} oluyorsa x>0 elemanina X

Banach o6rgiisiiniin bir atomu denir.

Tanim 2.26
Bir Banach Orgiislinlin tiim elemanlar1 bir atom ise bu orgiliye atomik Banach orgiisii denir.

Degilse atomik olmayan Banach 6rgiisii denir.



Tamm 2.27
Bir topolojik uzayin sayilabilir, yogun olmayan alt kiimelerinin birlesimi olan alt uzayina
birinci kategoriden bir kiime denir. Birinci kategoriden olmayan bir kiimeye ikinci

kategoriden bir kiime denir.

Tanim 2.28

X bir yerel konveks uzay olsun. Zayif topoloji  o(X, X),PX(X’)=|< X, X' > iken yari

normlarinin ailesi {PX Xe X} ile iiretilen topolojiye denir.

Tanim 2.29
Bir Banach uzayimin sayilabilir yogun bir alt kiimesi var ise bu Banach uzay:1 ayrilabilirdir

(ayrisabilirdir) denir. Aksi durumda ayrilamazdir (ayrisamazdir) denir.

Teorem 2.30 (Hahn-Banach)

E bir reel vektor uzayr ve F E’nin bir 6zalt uzay1 ve p:E—R bir alt lineer fonksiyonel ve

f:F —R bir lineer fonksiyonel, ve her xeF igin f(x) < p(x) olsun. O zaman bir f:E>R

lineer fonksiyoneli bulunabilir ki her x e E i¢in f (X) < p (x) saglanir ve her xe F i¢in f x)=

fix) tir (Gok,1997).

Teorem 2.31 (Baire-Kategori)

(X,d) tam bir metrik uzay ve A, (ne N) X i¢inde kapal1 alt kiimelerin bir dizisi olsun.

UA

n=1

kiimesinin i¢i bos degilse, en az bir A, kiimesinin i¢i bos degildir. (Yani, tam bir metrik

uzay ikinci kategoridendir). (Gok,1997)

Teorem 2.32 (Kakutani temsil teoremi)

E’yi e birimli ve ||||e siralil birim normlu bir M-uzayr kabul edelim. B’yi

B:{X'e E, :(x’,e)zl} ve K=ex(B) alalim. Burada ex(B) , B’nin tiim ug¢ noktalarinin



kiimesidir. K,o(E',E)-kompakt ve her x'eK igin f (Xx)=<x,X> olarak tanimlanan

E>x— f, eC(K) doniisiimii bir izometrik 6rgili izomorfizmasidir (Meyer,1991).



3. BAZI BASIT BiLGILER

Banach uzaylarinda sinirli operatorlerin degismez altuzaylari teorisinde neredeyse asikar olan
bazi sonuglar vardir. Ayrismayan Banach uzayi {izerindeki herhangi simirli lineer bir

operatoriin asikar olmayan kapali degismez bir altuzayr oldugu aciktir. X#0 oldugundan
{T "x:n=0,1,2, } ’in gerdigi kapali lineer uzay degismez ve ayrisabilirdir, dolayisiyla agikar

degildir. Biraz daha ispata ihtiyag duyulmakla beraber bu durum pozitif operatorlerin

degismez altorgiileri icin de hala dogrudur (A.K.Kitover ve A.W.Wickstead,2007).

Onerme 3.1 X bir Banach orgiisii ise, bir sayilabilir alt kiime ile iiretilen vektor altorgiisii

sayilabilirdir (A.K.Kitover ve A.W.Wickstead,2007).

Ispat: Eger { f.ine N} , X’in sayilabilir bir altkiimesi ise, A bu kiimeyle iiretilen sayilabilir
bir Q-vektor altuzayi olsun. A(V A) kiimesi (Jameson, 1970)’teki ispat 2.2.11°de kullanilan
arglimanlarla sayilabilir olup, bir Q-vektdr uzay: ve altorgiisiidiir. Onun norm kapanis1 X’in,
{ f.ine N} ile liretilmis vektor altdrglisiinii kapsayan boylelikle ayrisabilir olan bir R-vektor

altorgiistidiir.

Sonu¢ 3.2 X herhangi bir Banach orgiisii, T, X Tlzerinde pozitif bir operatdr ve
{ f.:neN } X’te sayilabilir bir aile ise bu aile tarafindan iiretilen en kiigiik T-degigsmez vektor
altorgiisii ayrilabilirdir (A.K.Kitover ve A.W.Wickstead,2007).

Ispat:H, , X'in {fn ‘ne N} tarafindan iretilmis ayrilabilir bir altorgiisii olsun. Eger H
tanimli ve ayrilabilir ise, A, H ’nin sayilabilir yogun altkiimesi olsun. H,,;’i A UTA, den
uretilmis X 'in kapali vektor altorgiisii olarak tanimlayalim. Bir 6nceki 6nerme onun ayrilabilir

oldugunu garanti etmektedir. Agik¢a TA < H,,, ‘dir ve Banach orgiilerindeki pozitif

operatorlerin siirekli olmast ve H, , kapali olmasi gergegi de T(H,)cH,,, oldugunu

dogrulamaktadir. UAn kiimesi X'’in T-de8ismez ve acik¢a ayrilabilir olan vektor

n=1

altorgiisiidiir, burdan sonu¢ hemen ¢ikmaktadir.

Sonug¢ 3.3 X Banach orgiisiinde ayrisamayan bir alt 6rgii ve T, X {izerinde pozitif bir operator
ise T’nin asikar olmayan kapali degismez bir altorgisii vardir (A.K.Kitover ve

A.W.Wickstead,2007).



Ispat: Sifirdan farkli olmak iizere X € X, segelim, o zaman 6nceki 6nermeye gore x’i igeren
en kiiciik T-degismez altorgiisii ayrilabilir olup, kapanist x’i iceren en kiiciik T-degismez

kapali altorgiistidiir. X ayrilabilir olmadigindan bu bir 6z altorgiidiir.

Simdi kapali olmak zorunda olmayan altorgiiler sorusuna bakilacaktir. Yine dogrusal
durumda X Banach uzayi tizerindeki her lineer T operatorii asikar olmayan bir altuzaya
sahiptir, ancak kapali olmak zorunda degildir. Clinkii sifira esit olmayan bir x e X dikkate
alinirsa {T"X 'n=0,12, } ailesinin lineer gerdigi uzay1 sayilabilir Hamel boyutludur. Ciinkii
Baire kategori teoreminden Banach uzaylarinin sayilabilir Hamel boyutlu olmadigi goriiliir.
Aslinda (Schaefer,1963) bunun herhangi bir sonlu boyuttaki her lineer operator i¢in dogru
oldugunu gostermisti. Ne Schaefer’in argiimani ne de yukarida anahatlar1 verilen argiiman

degismez altorgiilerle ilgilenirken kullanilmamaktadir. Ornegin bir vektdr orgiisiiniin iki

elemenindan iiretilmis en kiigiik altorgii bile Hamel boyutlu olmak zorunda degildir. Ornegin

C ([0,1]) de x(t) = t ile taniml1 x, sabit bir fonksiyonu 1 ile iiretilmis 6rgii, bunlarin hepsi [0,

1] araliginda parcali siirekli lineer fonksiyonlarin tamamindan olusmaktadir. Bu sayilamayan
lineer bagimsiz {XAAl: A e (0, 1)} ailesini de igerir ( XAAl’in tam A noktasinda

tiirevlenemedigine dikkat edelim) (A.K.Kitover ve A.W.Wickstead,2007).

Onerme 3.4 Eger K sonsuz kompakt bir Hausdorff uzay1 ve {fn ‘ne N} C(K) igerisinde

sayilabilir bir aile ise, C(K) iginde bu aile ile iiretilmis bir vektor altérgiisit C(K) nin bir 6z
altorgiisiidiir (A.K.Kitover ve A.W.Wickstead,2007).

Ispat: peKolmak iizere izole olmayan bir nokta segilsin. ¢, eR , g,(p)=0 ve 1 K
izerinde sabit bir fonksiyon olmak tizere herbir f =g,+C/1 i yazilsim. U =
{keK:dneN } ve g, (k) #0} olsun. Eger p¢ U ise, o zaman bos kiimeden farkli kapali
K\U kiimesindeki tiim g, fonksiyonlart sifirdir. K\U kiimesinde sabit olan tim

fonksiyonlardan olusan H altorgiisii her bir f, 'i kapsayan bir vektor 6z altérgiisiidiir.

peU oldugu durumda toplam asagidaki gibi olusturulsun:
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(sifir olan g, ler ihmal edildiginde — eger tamamu sifir ise 0 zaman f, lerin de tamami sabit

olup sonug asikar olacaktir). J ise C(K) da e ile iretilen esas ideali gostersin. Bu ideal
| :{f eC(K): f(p):O} ‘nin tamami degildir. Bunu gormek icin, /'da uzanan e
fonksiyonu dikkate almsm. U :{k eK: e(k) >O} oldugundan e(uy) — 0 giderken p’ye
yakinsayan net bir u, eU bulmanm miimkiin oldugu goriiliir. Eger Jeel ise tie < e yi
saglayan bir 1R olacaktir. Bdylelikle \/m < 2e(u, ) dir ki bundan da e(u, )= 47 >0

oldugu sonucu ¢ikar ancak bu da e(u 7) — Oile ¢elismektedir.

M, C(K) igerisindeki 1 ve J nin gerdigi lineer uzay olsun. Biz M’ nin C(K)’nin altorgiisii
oldugu iddia ediliyor. Aslinda jeJ ve aeR ise lj + ol fonksiyonu goz Oniinde
bulundurulsun. Genelligi kaybetmeden « >0 oldugu varsayilabilir. Eger j(k)z—a ise 0
zaman |j + o1l (K) = j(k) + « dir, boylece (1] + all- a1)(K) = j(k) olur. Ote yandan eger
j(k)<—a ise |j+ all(K) = —j(K) — e olur ve buna gore (|j + al|- a2)(K) = — j(K) — 2 dir
ve bu nedenle [(lj + all- al)(K)l S|j(k)|+2a§3|j(k)| olur. Béylece |lj + oll-
all <3|j|dir, oyle ki |j + all- ol € J ve boylece |j + alle M dir. MNI=J=1,
oldugunda | M olur ve boylece M =C(K). Her g, €Joldugundan her f €M dir.
Boylece M, C(K) ‘mn her bir f i igeren bir 6z altérgiisii olur bu yiizdenC(K) nin f ile

tretilmis altorgiisii C ( K ) nin tamamu degildir.

Sonug 3.5 X sonsuz boyutlu bir Banach érgiisii ve {f,:ne N} X ‘te sayilabilir bir aile ise,
X’te bu aile tarafindan iiretilmis vektor altorgiisii X’in bir 6z altorgiisiidiir (A.K Kitover ve

A.W.Wickstead,2007).

Ispat: Acik bir bigimde her f, icin f #0 varsayimi yapilabilir. e = Z alinsin. e ile

» f

2
tiretilen ideal her bir f, i ve dolayisiyla bunlar tarafindan iiretilen altorgiileri igerir. Bu ideal
bir C(K) uzay1 ile dzdeslestirilebilir ve boylece Onerme 3.4 bu altdrgiiniin 6z altorgii

oldugunu soyler.

(Jameson,1970)te 2.2.11°den A, X’in bir alt uzay1 ise A ile iiretilen vektor altorgiilerin

A(V A) =V ( " A) a esit oldugu goz Oniine alinsin.
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Teorem 3.6 Eger T, (1<k<m) Iden daha biiyiik boyutlu bir X Banach orgiisii iizerindeki

orgii homomorfizmalari ise X’in, her bir Ty lizerinde degismez olan ve dolayisiyla bu Ty larla
iiretilen cebirdeki bir operator altinda da degismez kalan, asikar olmayan ve kapali olmak

zorunda olmayan bir H altorgiisii vardir (A.K.Kitover ve A.W.Wickstead,2007).
Ispat: T = ZLTk yazilsin ve sifira esit olmayan bir Xe X, segilsin. (sifir terimlerini
atlayarak) toplam formiile edilsin.

Y=y

"0 2 ||T I

X, .
J, X'tey ile liretilmis esas ideali gostersin. Buna gore,

0 -I-n+1X
=Z -

S|

o) T n+1
” ”Z n+1

2 2"

= 2|7 ||i

12 ||T||

olur ve bu yilizden T pozitifligi J nin altinda ve dolayisiyla herbir T, altinda degismez

oldugunu agikga gostermektedir. Eger J # X ise ispat tamamlanmis olur.

y, J igin kuvvetli sirali birimi, eger J = X ise Kakutani temsil teoremine gére bir vektor orgiisii

olarak X’i bir kompakt Hausdorff K uzaylar i¢in C(K) ile tanimlanabilir. Eger K sonlu bir
kiime ise o zaman X de sonlu boyutludur ve bdylelikle 7 nin spektral yarigapi r(T) olan
0zdegerine karsilik gelen bir X, pozitif 6z vektorii vardir (Abramovich,1996,Theorem 8.11).

X, ¢ 1 lineer gerdigi uzay X'in degismez bir altorgiisiidiir. X, 1den fazla boyutlu oldugunda

0z altorgiidiir.

K ’nin sonsuz bir kiime olmast durumunda, [], T, operatorlerinin tim sonlu ¢arpimlarmin
ailesini gosteriyor olsun -ki siiphesiz sayilabilir bir kiimedir. Herhangi bir 0# x e X, se¢ilsin
ve A, {zx:zell} kiimesinin lineer gerdigi uzay olsun. Onerme 3.4’¢ gore {zx:zell}
kiimesiyle iiretilen vektor orgiisii C( K) ‘nin tamami degildir. Burada bunun 1<k <m olmak

tizere Ty-degismezi oldugu iddia ediliyor.
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o . . . n - o
Eger ac A ise 1< ] <n olmak lizere a = zjzlajﬂjx i saglayan a, reel sayilari ve 7z; e[l

ler bulunmaktadir. Her bir j ve Kk igin, T, oz, €[] ve dolayisiyla T, (a) € A olmaktadir. Bir
diger deyisle T, (A)c A dir. Her bir T, bir 6rgii homomorfizmas: oldugundan eger
a,a,,...,a, € A ise,

T (ava,v--va)=T/(a)vT(a,)v-VvT(a,)e’ (Tk (A)) A

ve dolayisiyla T, (V A) c” A olmaktadir. Benzer bigimde T, ( A(V A)) " (V A) oldugu
goriilebilir.

Bu altorgiiniin T, ile iiretilen cebirde (pozitif olmak zorunda degil) herhangi bir operatoriin

etkisi altinda degismez olacagi agikga goriilmektedir.

Degismez (kapali olmak zorunda degil) 6z altorgiilerin varliginin garanti edildigi operatorler

grubu olduk¢a azdir, ancak bazi durumlarda en azindan bazi bilinen operatorleri

kapsayacaktir. Ornegin l, (1s p<oo) veya C, durumunda, bir matrisle temsil edildiginde

sifirdan farkli girdileri ana kdsegen dahil olmak iizere bir banda (veya rastgele bir genislige)
sinirlandirilmis olan ve (Duren,1963) ile (Grivaux,2002)’nin sonuclarini animsatan tiim
operatorleri kapsayacaktir. Elbette sifirdan farkli girdileri sonlu sayida siitunla sinirlandirilmis
matrisler veya bu iki tip matrisin toplamlarin1 da kapsayacaktir (A.K.Kitover ve

A.W.Wickstead,2007).
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4. BAZI AYRIK ORNEKLER

Oncelikle sonsuz boyutlarda, bir pozitif operatdriin, pozitif bir 6z vektorii ve asikar olmayan

degismez kapal1 bir ideali olmasa bile asikar olmayan de§ismez kapal1 bir altorgiisii olmasinin

mimkiin oldugunu gosteren bir ornekle baslanacaktir. Kp(Z) (1< p<o) veya CO(Z)’m

kapali altorgiileri bir 1 igin ai(iZO) ve mn eZ ’ye sahip X, =a;X, bicimindeki

kisitlamalarin bir ailesiyle tanimhdir. c, (Z ) ‘nin durumunda (Kakutani,1941)’in Teorem
3’linden elde edilir. / -durumunda, sonug bir kapali 7, (Z) altorgiislinlin ayn1 zamanda bir

p-toplamsal normu olmasi ve atomik yapida olmasindan gelmektedir. Eger tiim atomlart
orijinal uzayinda da atom ise o zaman uzayin tamami kendisidir, yoksa altorgiideki bir atoma

bakarak kisitlama asikardir (A.K.Kitover ve A.W.Wickstead,2007).

Ornekten dnce baz1 yardime1 dnermeler verilmistir.

Lemma 41 H,/ (Z) (1<p<w) veya ¢,(Z) nin kapah bir altérgiisii ve bu altdrgiiniin
sadece belirlim, n €Z i¢in X, =X, biciminde elemanlar {izerinde kisitlamas1 olan altorgii
olsun. Varsayilsm ki p, g, r, s€eZ birbirinden farkli tamsayilar ve tim XeH igin
X, +X, =X +X esitligi saglaniyor olsun. O zaman tiim XeH i¢in agagida verilen 3
durumdan biri gegerli olacaktir:

(1) X, =X, =X =X,

(2) X, =X Ve X, =X.

(3) x, =x, ve x, =X (A.K.Kitover ve A.W.Wickstead,2007).
p S q r

Ispat: P:/ (Z)—>R* x’i (Xp,xq,xr,xs) {izerine tamimlayan 6rgii homomorfizmasi olsun.

P(H), R*nin bir vektdr altdrgiisiidiir ve elemanlari iizerindeki muhtemel tek kisitlama X, = X,
bi¢cimindedir.

Eger x, =X, ise2x, =x +x.dir. Bu R* ‘nin bir altdrgiisiinii tanimlamaz bu nedenle bir
kisitlama daha olmas1 gerekir. Eger, mesela x, = X, olursa o zaman x, = x, de olur ve bu da
yukarida verilen (1) durumudur. Eger X, =X, ise 2x, = 2x; dir. Dolayisiyla yine (1) durumu

saglanmis olur.
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Ancak eger ki kisitlama x, =x_ bicimindeyse o zaman bunun anlami x, =X, olur ve

dolayisiyla (2) numarali durum saglanmis olur. (3) numarali durum da benzer bigimde aciga

cikmaktadir.

Lemma 4.2 Xe€p(Z) (1S p<oo) veya XeCO(Z) oldugunu ve m > n olmak iizere tiim

k>0 tam sayilari igin X, =X, esitligini saglayan m,n e Z oldugu kabul edilsin. o zaman
x=0 olacaktir (A.K.Kitover ve A.W.Wickstead,2007).

Ispat: X_,X_.,...X , degerlerinin dizisi belirsiz olarak tekrar etmektedir. iddia edilen tiim

girdiler sifir olmadik¢a bu x’in normunun sonsuz oldugu anlamina gelir.

Lemma 4.3 Tnin / (Z) (1<p<w) veya ¢,(Z) iizerinde (Tx), =X, +X,, tamml
oldugunu ve m > n olmak tizere X, =X, ve X ,, = X_,; esitliklerini saglayan baz1t m,n e Z igin

H’nin T-degigmez ve kapali altorgiisii oldugu varsayilsin. O zaman H = {O} “dir (A.K.Kitover

ve A.W.Wickstead,2007).

Ispat:0< j<k olmak iizere, timxeH i¢in X,,; =X,,; ifadesi goz oniinde bulundurulsun.

n+ j
Bunun k = 1 i¢in dogru oldugu biliniyor. Eger bir 6zel K i¢in de dogru oldugu varsayilirsa, o
+X X +X

zaman (Tx)_, =(Tx) , oyleki X , olur.

m+k—1 mek+l — Anik-1 n+k+

X1 = Xy oldugu biliniyor, dolayisiyla X ..., =X,,.,; olur. Boylece her ke N igin
Xk = Xou  olur. Lemma 3.2°yi goz oniinde bulundurduktan sonra negatif k’lar i¢in de benzer

m+

bicimde ispat edilebilir.

Ornek 44 X =/ (1<p<o) veya ¢,(Z)olsun ve T, X iizerinde Tx=(X,,+X,.,) ile

tanimlanmis operator olsun. O zaman

(1) T nin pozitif bir 6z vektorii yoktur.

(2) T asikar olmayan kapali degismez idealleri yoktur.
(3) X’in T-degigmez kapali altorgiileri tam olarak

geZ veya(q —% € Z olmak tizere

H,={xe X:m+n=2q,x, =X} altdrgiileridir (A.K.Kitover ve A.W.Wickstead,2007).
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Ispat: S(x,)=(X,,,) olsun, dolayisiyla S kaydirma operatériidiir. Dikkat edelir ki, eger

Sx=Ax ise X,,, = AX, ifadesi (|4|<1 veya || =1 olsun) |x,| -5 0 oldugunu ve bdylece X & X
oldugunu gostermesi gerceginden agikca A #0 oldugu goriiliir ve bu nedenle x ¢ X ’tir.
Bundan dolay: S nin 6zdegerleri bulunmamaktadir. T operatdrlerimiz tam olarak S+S™ dir.

Eger Tx=AX ise 0 zaman STx=ASx ve dolayisiyla S°X—AS +x =0 olur. Bir diger deyisle

_A+A2-4 . o A=A -4
2

oy == a, olmak tizere (S—a;)(S—a,)x=0 olur. Ya x igin

a, ye karsilik gelen bir 6z vektordiir veya (S —az)x a, 0z degerine karsilik gelen S i¢in bir

6z vektordiir. Her iki durum da imkansizdir. Oyle ki T nin higbir yerinde 6z degerleri yoktur,
bu yiizden sadece pozitif olanlart alinir.
Eger J, X* teki T-degismez asikar olmayan kapali orgii ideali ise 0 zaman her xeJ igin

x, =0 ’1 saglayan bir peZ vardir. A={neZ:x, =0 VxeJ}olsun, dolayisiyla mutlaka

p € A olacaktir. Eger ne A ve xeJ, ise 0 halde TxeJ ve dolayisiyla TX, =X, , +X,,, =0

n-1 n+1

olur. X, ,,X,., =0 oldugunda x,, =X, =0 olur. Bu aym1 zamanda her X=X"-x" €J i¢in
de gegerli olur ve boylece N—1,n+1e Adir. Timevarim ile A=Z ve bdylece J ={0} ve en

sonunda J asikardir.

Her H, kapali orgiisu; xeH,,m>n ve m+n=2q oldugunda

(m+1)+(n-1)=(m-1)+(n+1)=2q  olmasi  gibi T-degismezdir ~ bdylece

(TX)_ =Xy + X = Xy + X,y =(TX)_ ve dolayistyla Tx e H,, olur.

Simdi H’nin X'te bir T-degismez tam kapali altorgii oldugu kabul edilsin. O halde oOyle

mneZ (m#=n) ve a>0 degerleri vardir ki X, =aX, esitligi tim xeH degerleri i¢in

n+k

gecerli olur. Tim XeH degerleri ve tim k>0 tamsayilar igin Z:ﬂ:,:_k X =0¢Z:J_:n_k j

oldugu iddia ediliyor. k=0 durumu i¢in 6yle oldugu agik¢a goriilmektedir. Eger bunun k

icin de gegerli oldugu varsayilirsa, o zaman 6zel olarak Tx i¢in de gegerli olacaktir. Boylelikle

m-+k m-+k
> (Tx), = D Xt X
j=m-k j=m-k
m-+k-1 m+k+1
- Xi+ 2 X
j=m-k-1 j=m-k+1

m-+k

= Xm—k—l + 2 Z Xj + Xm+k+l
j=m-k
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j=n-k

n+k
a [Xnkl +2 Z X, + Xn+k+lj

n+k
a Z (TX)j olacaktir.

j=n—-k

k igin varsayilan esitligi ¢ikarirsak k + 1 igin gerekli esitlige ulagmis olunur.

Varsayalim ki n<m ve k, n—k<m—-k<n+k<m+Kk yi saglamaya yetecek kadar biiyiik
olsun. A =Y"" (=D X Ve C=>"UX; esitliKlerini dikkate alalim.

JkaJ’ j=n+k+1 "

n+k

Boylecez X =A +B, vez X; = A +C, olacaktir. Bu sayede A +B, =a(A +C,)

olur. Tiim 7 >0 degerleri igin xe ¢, (Z) (1< p <o) olmasi durumunda X €¢,(Z) iken tiim
J>n, degerleri igin ‘Xj‘p <n esitsizligini saglayan n, mutlaka vardir. O halde tim j<n,
degerleri igin ‘Xj ‘ <n esitsizligini saglayan bir n, bulunabilir. Her iki durumda >0
verildiginde Nyt n<n, igin |x;| <e olacak sekilde segebiliriz. Eger k yeterince bilyiikse B,
her biri en fazla € moduliisli m—n terimlerinden olusur. Eger € ’u yeterince kiigiik
alabilirsek 0 zaman |B, | nin istege bagli olarak kiigiik olacag: goriilebilir. Bu nedenle B, —0
(ve benzer sekilde k —»>oo iken C, —0). Boylece k > iken A (1-a)=aC, -B —0
olur. Eger xeH, alirsak, o zaman k—>oo iken A T, bu yiizden a=1 olmadik¢a
|Ak (1—a)| artmakta ve sifira yakinlagmaktadir, boylece tiim k degerleri icin A =0 olur.
x=0 oldugu durumda H, = {0} olur dolayistyla H = {0} olacaktur.

Tim X e H degerleri igin m>n olmak {izere X, = X, durumunu saglayan biitiin (m,n) tamsay1
ciftlerinin Q koleksiyonunu dikkate alalim. n+2>m2>n esitsizligini saglayan bir (m, n) eQ
¢iftinin var oldugu iddia ediliyor. Acikcast m—n en kiicilik farki vardir. Bu ¢ok kiiciik farka
m—n>2 dolayistyla m—1>n+1 oldugunda erisilebildigi varsayiliyor. Tiim X € H degerleri
igin(Tx)_=(Tx) olmasi gergeginden, yine tim xeH degerleri igin X, +X ., =X ;+X,,
oldugu goriiliiyor. Lemma 4.1’e gore {i¢ olasilik bulunmaktadir.  Birincisi
=X, 4 = X,,; dir ki bunun anlami | (m-1,n+1)eQ olmasidir ki bu durum (m,n)

segimiyle gelisen bir durumdur. Ikinci durumda X, =X, ve X , =X, dir. Bdylece yine

celismeye yol agan (m -1 n+1) € Q sonucu ortaya ¢itkmaktadir. Son durumda X, ;, =X , ve
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X , olmaktadir. k = 1 igin dogru oldugu bilinen 0< j<k olmak iizere X ; =X

m+1 = Xn+ n+j

iddias dikkate alinsin. Eger bu K i¢in dogru kabul edilirse 0 zaman TX e H oldugunda,
(Tx)mﬂ' = Xm+j+1 + Xm+j—1 = Xn+j+1 +X n+j—1 (TX) i Olur.

X =X, ;1 0ldugundan X olur. Bu da k + 1 i¢in olan iddiay1 kanitlar. Negatif

m+j—1 m+j+l n+J+1

k degeri igin de benzer bir ispat tim K tamsayilart i¢in X, =X,,, oldugunu gosterir. Simdi

yardimci 6nerme 4.2 tim X € H degerleri icin X=0 oldugunu séylemektedir ki bu durum H

nin 6z olmasiyla celisen bir sonugtur.

M—n nin minimal oldugu bir (m, n) € Q ikilisi segilirse degerlendirilmesi gereken iki durum

vardir. m—n=2 oldugu ilk duruma bakilirsa, bu durumda q=(m-+n)/2 almp x,_, =X,

elde edilir. Iddia tim keN degerleri i¢in x,_, =X, oldugudur. 1< j<k olmak iizere

XeH,x, ;=X,,; durumunun tim XeH i¢in gegerli oldugu ifadesi gbz Oniinde

bulundurulsun. k =1 i¢in bu ifadeyle baslansin. Eger bunu K igin de varsayacak olursak o

zaman TXx € H gerceginden yola ¢ikarak
Xq—k—l + Xq k+1 — (TX) —k (Tx)q+k = Xq+k—l + Xq+k+l

oldugu gorilir. x_,, =X de elde edilmis oldugundan k+1 i¢in iddiayr kurarak

q—k+1 q+k-1

Xqokt = Xquksr» Oldugu da goriiliir. Bu, bu durumda H < H, oldugunu gostermektedir. Ote

yandan eger m—n=1 ise X_,, =X olacak ve m—n=2 durumuna benzer bir argiiman tiim

XeH degerlerii¢in X, , =X_,,,, oldugunu, buda H 2 H | oldugunu gosterir.
m+E
Geriye H'nin diger elemanlar1 iizerinde herhangi bir kisitlama olmadigimi gostermek

kalacaktir. Tiim kisitlamalarin X, =X, bigiminde oldugu biliniyor. Oncelikle H cH
a+
2

oldugu durumu ele almsm. n>Qg+1 olmak iizere (genelligi kaybetmeden)

Xq = Xg,1 = X, bigiminde  kisitlamalarimiz ~ bulunmaktadir.  (Tx)eH oldugundan

(TX), = Xq1 + Xqus =(TX), =X, +X,,, ifadesini elde ederiz. Eger n>q+2 ise 0 zaman

yardimc1 Onerme 4.1°in sagladigr iig olasilik dikkate alinsin. Eger X, , =X, =X, = X,,, is€

=X, = X,,; olur. Bdylece lemma 4.3 bir ¢elisme ortaya koyar. Eger X, =X, oldugu

gibi X, , =X, Ve X, =X, ise lemma 4.3 yine ¢elisen bir durum sergiler. Eger x, =X,

oldugu gibi X, =X, Ve X,, =X, ise 0 zaman X, =X, =X, =X, ifadesini kullanarak

lemma 4.3’l uygulamak yine ¢elisme durumu ortaya koyacaktir. Eger n=q+2 ise tim
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XeH degerleri igin X, =X, = X,,, esitligi vardir ve aligilmig bir tiimevarim argiimani x 'in
sabit bir vektdr oldugunu sdyler ki, Xx=0 olmadik¢a bunun olmasi miimkiin degildir. Bu

nedenle bu 6rnekte H=H | *dir
CHE

HcH, oldugu durumda tim XxeH degerleri ig¢in X, =X, =X, oldugu varsayilsin.
Oncelikle (yine genelligi yitirmeden) n>q+2 oldugu kabul edilir. Sonra (TX)q+l =(Tx)_
olacagindan tiim X e H degerleri igin elimizde X, +X,,; = X, ; + X, ifadesi olur. Lemma 4.1
kullanarak ii¢ olasihik elde edilir. (1) X, =X, =X, =X, dir ve X =X, oldugundan
Xy = Xgu1 = X, = X,,, olur ve lemma 4.3 ile bir gelisme ortaya ¢ikar. (2) X ,, = X, oldugu gibi
X, = X, dir ve yine lemma 4.3’{i uygulanabilir. Son durumda, elimizde x,, = x, ile beraber
X, = X,,, vardir ve yine lemma 4.3’ii uygulayanabilir. Sonug olarak eger n=q+2 ise tiim

xeH degerleri i¢in x, , =X,,, =X,,, esitligi vardir. Onceki paragrafin argiimanlari zaten bu
ihtimali ortadan kaldirmisti. Buradan da H = H oldugu goriiliir.

Elbette eger X, ¢, (Z) veya c(Z) alinmis olsaydi, o zaman T nin pozitif bir 6z vektorii yani
herhangi bir sabit dizisi olacakti. Benzer sekilde c, (Z) kapal1 degigmez bir ideal olacakti.

peZ ise H, ‘nin elemanlarinin

(2o Xy, X0, Xg, X4, X,,...) bigiminde olduguna ancak;

eger p —% €Z i€ (.., Xy, Xy, Xg, Xg1 X, Xy, ... ) seklinde olacagina da dikkat edilsin.

Bu degismez altorgiilerden herhangi ikisinin kesisiminin {O} kolaylikla goriiliir. Buradan,
ormegin T ’nin H,’a kisitlamasinin degismez kapali asikdr olmayan altdrgiisii olmadigi

sonucu ¢ikar. Hg, (girdileri negatif olmayan tamsayilarla endeksledigimiz) 7/ ile

Ozdeslestirilebilir ve T,

™),

operatoriiyle tanimlanabilir.

X, ,+X., Nn>0,
2%, n=0.

Bu neredeyse ¢ok bilinen S+ S operatériidiir ki S burada tek yonlii kaydirma operatoriidiir.
Oyle bir durumda asikar olmayan kapali degismez altorgiilerin var olmadiginin direkt kendi

kendine yeten ispatin1 verilebilir.
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Ornek 4.5 X =/ o (1£ p< oo) veya C, olsun ve T, X lizerinde asagidaki gibi tanimlanmis bir

operator olsun.

™),

0 zaman X’in agikar olmayan kapali T-degismez altorgiileri yoktur (A.K.Kitover ve
A.W.Wickstead,2007).

X, ,+X,.,, n>0
2X, n=0

Ispat: T nin pozitif bir 6z vektorii olmadigryla baslanilir. Her x € X elemani bir kompleks

n

diizlem igerisindeki acik birim disk iizerinde analitik olan f(z) :ZC::OX z" fonksiyonunu

n

tanimlamaktadir. 7°nin X tzerindeki etkisi f” i zf (z)+( f(z)-f (O))/ z ifadesine gotiiren

eslemeye denk gelmektedir. Eger x pozitif ve Tx=Ax ise |[T|=2 oldugunu kaydederek

2> A >0 dir. Elimizde,

zf (2)+(f (2)- (0))/z=21(z2)

vardir, boylece

Bu nedenle f (O) =1 alinirsa, (Z2 -z +1)—1 ’in sifir civarinda Taylor serisinin katsayilari X
’te bulunur. Eger A=2 ise, 0 zaman bu seri Z:ZO(n +1)z" olur ve katsayllari smirsizdir.
Boylece X iizerinde bulunmazlar. Eger A<2 ise o zaman @, cos(6)=A/2 ve
sin (9) =+41— COS(H)2 ve W= COS(H) +isin ((9) kiimesiyle tanimlanirsa,

2°—2z+1=(z—w)(z—wW) olur. Bu sayede;

72 _iz+1: 2si:(9)[(2—lW)_(ZiV_V)]
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_ 25|ri1( )ni[(cos((n +1)0)+isin((n +1)0)) —(cos((n +1)#)—isin((n +1)0)))}Zn

= 23|n( Zlem( n+1)0)z"

oldugu ve Taylor serisinin katsayilarmin, Sin((n+1)¢9)lsin(9) olup (6#0 oldugundan)

sifira yakinsamadigini ve dolayisiyla X ’te bulunmadigi goriilmiis olur. Bu da pozitif 6z
vektorlerin yoklugunu kanitlamaktadir.
Simdi H, X'in T-degismez kapali asikar olmayan bir altorgiisii olsun. Oncelikle tim X € H

degerlerini X, =0 yapan bir m olmadig: gosterilsin. Eger m = 0 ise o zaman tim XeH
degerleri igin (Tx) , =% =0 olacaktir. Bu ylizden m > 0 oldugu kabul edebilebilir. Eger boyle

bir m degeri varsa, 0 zaman Xe H, almr ve (Tx) =x,,+Xx,,, =0 oldugu ve dolayisiyla

m-1
(x>0 oldugunda) x,, =X, =0 oldugu goriiliir. Bu ayn1 zamanda tim x=X"-X € H igin
de gecerli olmalidir. Tiimevarimdan devam ederek negatif olmayan tiim p tamsayilari igin
x, =0 ve dolayisiyla H ={0} oldugu goriiliir. Diger yandan eger, H = X ise m>n ve
a >0 olmak iizere, dyle m,n>0 degerleri vardir ki tim xeH degerleri igin X, =aX,
ifadesi dogru olur. Eger xeH ise ve X,X,,..,X, ’ler biliniyorsa x in tek bir sekilde
belirlenebilecegi iddia edilir. 1< j<m olmak tizere tim k < p degerleri igin X, ’yi ozel
olarak x; terimlerinin lineer bir kombinasyonu olarak gosterebilecegini belirten P(p) ifadesi
ele almsin. Bu p = m igin apagik dogrudur. Simdi P( p) ifadesinin dogru oldugu varsayilsin,
H, T-degismez oldugunda, T**"xeH oldugunu ve (T "*“”(X))m nn k<p+l ve x,,

teriminin katsayis1 1 olmak tizere X, larin lineer kombinasyonu olduguna dikkat edilsin.

Benzer sekilde (T pri-m (x))n, k<p+n+l-m olmak iizere X,  mn lineer kombinasyonu

olacaktir. (T pJ'l"m(x))m =a(T p+1_m(x))n oldugundan K< p icin x,, terimi X cinsinden

p+1

¢oziilebilir. Dolayisiyla x 1<k £m olmak tizere X, nin lineer bir kombinasyonu olarak

p+1?
yazilabilir. Bir diger deyisle P( p +1) ispatlanmis olur. Buna gére H sonlu boyuttadir. Ancak

simdi (Abramovich,2002,Teorem 8.11)’1 bize T nin pozitif 6zdeger oldugunu sdyler ki bunun

yanlis oldugu zaten biliniyor.
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Dikkat edilir ki p = 2 oldugunda T operatdrii kendine eslenik olmaktadir ve dolayistyla pek

cok asikar olmayan kapali degismez altuzayi olacagi kesindir.

Yine, X=c veya X =/  alindiginda C, asikar olmayan degismez kapali bir ideal
oldugundan iddia yine ¢okmektedir. Bu sonug¢ 6zel ilgi alaninda olup M.G. Krein’in C(K)-
uzaymdaki herhangi pozitif bir T operatdriiniin eslenigi olan T~ ’n, pozitif bir 6z vektorii
oldugunu ileri siiren (Abramovich,2002,Sonu¢ 9.46) teoreminden ortaya ¢ikar. Buradan T nin
asikar olmayan kapal1 degismez bir altuzay1 oldugu ve bunun béyle bir 6z vektoriin ¢ekirdegi
oldugu hemen anlagilir. Bu nedenle C(K)- uzaylarindaki pozitif operatdrlerin asikar olmayan
kapali degismez altorgiileri oldugu tahmin edilebilir. Burada dyle olmadigini gosteren bir

ornek verilmistir. Onceki 6rnekte de oldugu gibi bir sonrakinde de pek cok atom vardir.

Ornek 4.6 X =cve T, X iizerinde asagidaki sekilde tanimlanmis bir operatdr olsun.

™,

O zaman X’in asikdr olmayan kapali T-degismez bir altorgiisi bulunmamaktadir

(A.K.Kitover ve A.W.Wickstead,2007).

X, 1+X,,+% n>0

n+1

X, + X, n=0

Ispat: Oncelikle, X € X, ’nin T’nin bir dzvektdrii oldugu kabul edilir ve 4 >0 da denk gelen

n

Ozdeger olur. Bir onceki ispatta oldugu gibi eger f (Z)=Z::0X z" olarak belirlenirse o

zaman benzer bigimde z'yi zf (z)+(f(z)-f(0))/z+f(0)/(1-z) ifadesine gotiiren
déniisiim olur ve dolayistyla

zf (z)+(f (z)—f(0))/z+ £ (0)/(1-z)=Af (z)dir.

Buradan da asagidaki sonuca ulastlir:

()= 4=22)1(0)

(1-2)(2° - Az+1)

Eger A>2 ise fnin (/1—\//12 —4)/2<1 ’de bir kutbu vardir ve bu f'nin acik birim disk

izerinde analitik olmasiyla ¢elismektedir.
A<2 oldugu goriildiikten sonra dizi goriisiine geri doniilecek olursa, f = 0 dan baska

X =f(0)#0 oldugu zaten biliniyor. Tx=Ax olmasindan, (Tx) =X +X, =A%, oldugu
goriilir ki, buradan da x =(A1-1)x, sonucu gikar. (TX), =X, +2%, =Ax =A(A-1)X,

ifadesinden X, =(A*=1-2)%, oldugu
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goriliir. (TX), = X, + X, + X, = X; + A%, = AX, = 1(A* = 1 - 2) x, ifadesinden x, = 1(1* - 1-3) %,
esitligi elde edilir. A<2 oldugu i¢in A°-1-3<0 olmaktadir. Dolaysiyla X, <0 sonucu
¢ikar ki, bu da x>0 ile gelismektedir. Bu nedenle T’nin pozitif 6z vektorleri yoktur.

H, X’in T-degismez kapali altorgiisii olsun. Oncelikle tim xeH degerleri i¢in X, =0"1
saglayan bir m olmadigi gosterilsin. m > 1 ise ve herhangi bir XeH,
alinirsa, (TX)m =X, +X,,+X,,=0 olur ve (pozitiflikten) tiim XeH, degerleri icin

Xo = X1 = X,y =0 ’dir. Dolayisiyla her XxeH i¢in saglanmis olur. Tiimevarimla devam

edilirse tiim p degerleri i¢in x, =0 olur (X, =0 olmasi, X, =X =X, =0 ifadesini verir). Eger
m = 1 ise (Tx) =2x,+X, olmasi benzer sekilde tim xe H degerleri icin X, =X, =0
sonucunu verecektir. Simdi tekrar m > 1 oldugu durumuna doniiliir. Sonug olarak eger m = 0

ise (Tx), =%, +x_ olur ve budaher xeH igin X, =0 oldugunu gosterir. Yine onceki duruma

doniilebilir. Ayrica tim xeH degerleri igin lim =0 olmasi da imkansizdir. Ciinkii

n—o Xn
boyle bir durumda her X e H, igin,

[Sx/<T(I)

olur. Dolayisiyla her X e H, i¢in ve boylece her xe H degeri i¢in X, =0 olur. Yine bunun
da imkénsiz oldugu 6nceden biliniyor.

Geriye kalan tek olasilik H # X olmasi,yani 6yle m, n ve « >0 degerleri vardir ki X, = aX,

ifadesini her xeH icin gecerli kiliyor veya oyle m ve «a>0 degerleri vardir ki

X, =alim___x oluyor. Bu durumlarm ilkinde A ’nin sonlu boyutlu olmasinin ispati1 aynen
onceki 6rnekteki gibi devam ediyor ve bir celiskiyle karsi karsiya kalintyor. Ikinci durumda
dikkat edilirse bu sekilde sadece bir kisitlamamiz olabilir. Clinkii her Xe H icin aym

zamanda x, = glim,__ x, varsa, her xeH igin x =(a/pB)x, olmasi gerekir ancak bunun

n—oo °'N

imkansiz oldugu zaten kamitlanmisti. Bunun anlami X, =alim X, sartimin H’nin
tizerindeki muhtemel tek kisitlama oldugudur.
Eger m = 0 ise b, o =0’dan baslayan bir dizi olarak diizenlendiginde, tiim terimleri 1 alinirsa

beH olacaktir. Fark edilir ki (Th) =« iken lim  (Tb) =3 olmaktadir. Dolayisiyla

o =3a sonucu ¢ikar ki bu da « >0 ile ¢elismektedir. Eger m > 0 ise n>m+1 igin tiim diger

a, =0 olmak iizere &, =c, &, =1 olacaktir. Bu durumda lim __ (Ta) =3 iken, (Ta) =0

olur. Dolayisiyla 0x o =3 sonucu ¢ikmaktadir ki bu da imkansizdir. Simdi X'in kapali bir 6z
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altorgiisiinde gecerli olabilecek muhtemel tiim kisitlamalar ortadan kaldirildigina gére boyle
bir kapali T-degismez altorgiisiiniin olamayacagi sdylenebilir.

Bu operatoriin ayn1 zamanda Sonug 3.3’e gore kesin olarak degismez kapali bir altorgiistiniin

bulundugu, 7 ’da da tanimli oldugu farkedilir ki, ¢ nin boyle bir degismez altorgii oldugu

hemen goriilebilir.
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5. BAZI ATOMSUZ ORNEKLER

C(K)-uzayinda atomsuz olarak ve bir atomik olmayan LP-uzayinda tanimli olup asikar

olmayan kapali degismez altorgiileri olmayan pozitif operatorler 6rnekleri verilecektir.

I' birim ¢ember ve C (F ) I' lizerinde tanimli, reel degerli, siirekli biitiin fonksiyonlarin uzay1
olsun. C(T") ve {f eC[0,27]: f(0)=f (27[)} kiimesi tanimlanmistir. Simdi  a/7z  bir

irrasyonel say1 olacak sekilde (0,27) araligindan bir o belirlenmis olup, H, C(T)

icerisinde asagidaki bi¢imde tanimlanmig bir hiperdiizlemdir.

H:{feC(F):Tf(H)dé’:O}

0

Bir f eC(I") fonksiyonu, tim & e[O, 2r) degerleri igin “4+» 27 modiiliiniin ilave edilmesi
anlamina gelmek iizere, f(0)=g (O—i-aj —g(6) esitligini saglayan bir g C(T") varsa bu

fonksiyona « igin toplamsal karsitsinir denir. Eger bazi ceR degerleri igin f —cC
fonksiyonu bir toplamsal karsitsinir ise f fonksiyonu « i¢in bir asikar ortak-dongii dir. C,

tim o -karsitsinirlarinin - kiimesi olsun o zaman agikga C, cH ’dir(A.K.Kitover ve

A.W.Wickstead,2007).

Lemma 51 C_, H igerisinde ikinci kategoriden bir kiime olamaz (A.K.Kitover ve

A.W.Wickstead,2007).

Ispat: D,g(6)=g (94—0{)— 9(6),0<€[0,27)olsun. D, ‘nin H ‘den C,’ye smurli bir lineer
operator oldugu agik¢a anlasilmaktadir. D, :H —C_ operatoriiniin birebir ve D, H =C,

oldugu iddia ediliyor. Gergekten, eger D,g=0 olursa, na:(n—l)a—Fa, neN olmak

iizere, g(na)=g(0), neN olur. {nar:ne N}kiimesi [0,27) arahginda yogundur giinkii

alrx bir irrasyonel say1 ve bu yiizden g(68)=g(0),6<[0,27). Tekrar J.Mg(é?)d6?=0
- 1 ) . 0

oldugu hatirlanirsa g =0 elde edilir.

D,H=C, oldugunun ispatlanabilmesi igin eger heC, ise,6€[0,27) olmak iizere

h(8)=g (9%&)— 9(0)’i saglayan bir g eC(T)’min varhigim dikkate alahm. 6 <[0,27)
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olmak {izere g J. g dﬂ, olsun. O zaman, agtkca §eH ve D,§=h

olacaktir.

Bu durumda D, operatorii tersinirdir. Fakat D,':C, — H ters operatorii sinirh degildir.
Aslinda, &, (f)="f(ja) olmak lizere u,= ?:051.& olursa f eH olur. Herhangi bir

ne N degeri igin, je[0:n] olmak iizere, =1 ve f (ja)=1"1 saglayan bir f eH

H5 _5

bulunabilir. Bu yiizden de ||z,],- =n+1 "dir. Ote yandan

n+1

<2 ’dir.
(o
«\ 1
Bu nedenle (Da) sinirsiz olur.

Klasik Banach teoremine gore, 6rnek igin bknz. (Rudin,1973,Teorem 2.11), C, =D, H ,H’de

ikinci kategoriden bir kiime olamaz.

Lemma 5.2 A ’nin H’de ikinci kategori olan bir M alt kiimesi vardir ve p <2q olmak iizere

herhangi bir p,qe N igin asagidaki elde edilir:

Zn:f(ja)—jzn(;f(pyr/q%jaj=

j=0

(1) sup

neN

(A.K.Kitover ve A.W.Wickstead,2007).

Ispat: Herhangi bir me N igin H 'nin altkiimesi H_ asagidaki sekilde tanimlanr.

eger f e H vep<2g<m ’isaglayan p,qe N mevcutsa,

Zn:f ja Zf[pﬁ/q+jaj

j=0 j=0

<m ise f eH,  dir.

Acikgast H_ , H'nin kapali bir alt kiimesidir. H_ ’nin H’de hicbir yerde yogun olmadigi

iddia ediliyor. Bir feH_  ve ¢ pozitif skalerini sabit tutulsun. |g|<e ve f+geH,

olacak sekilde bir geH fonksiyonunu olusturarak devam edilsin.

Q,={(p.g):p.geN,p<2q<m} kiimesini ve

Qr(nl) = {( p,q)eQ, :sup Z f(ja)-) f (pzz/qJ-r jaj < m} ve Qr(nz) =Qm\Qr(nl) olmak {izere
neN | j=0 j=0

bu kiimenin bir boliintiisii olan Q_ = Qr(nl) uQ,f) kiimesi goz 6niinde bulundurulsun. O zaman
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herhangi bir (p,q)eQr(nz) icin asagidaki ifadeyi saglayan bir n=n(p,q)eN vardir ve

SV (ja) -3 f (pﬂ/ q+ J'a)

NeN , Ne>2m ve N >max (paje? n(p,q) olmak iizere sabit tutulsun. Buna gére

>m.

Oyle bir g € H bulunabilir ki:
loll=¢:
g(ja)=¢,j=0,.,N;

(p,q)eQr(nl) ise g(pn/q%jajzo, j=0,...,N;

(p,a) QY ise g(p;r/q% ja):g, j=0,..., N dir.

o/ ’nin irrasyonel oldugu ve f+geH, oldugu kolayca goriildiigiinden g nin iyi
tanimlanmis oldugu gortiliir.

Sonunda geriye f e M =H \UmeN H,. oldugu kaldigindan, fnin (1) i sagladig goriiliir.

Sonu¢ 5.3 X, kiimesi bos degildir (A.K.Kitover ve A.W.Wickstead,2007).

Ispat: Aksi takdirde M < C,, nin lemma 5.1 ile gelistigi gercegi ortaya gikacaktir.

Ornek 54 «c[0,27)yi a/xbir irrasyonel sayr olacak sekilde alinsm. feM\C,,
W=eXp(f) olsun ve T, C(F) {izerinde (Th)(x)zw(x)h(x%aj olarak tanimlanan bir

pozitif operator olarak alinsin. O zaman T operatdriiniin , C (F) da asikar olmayan degismez
altorgiisii yoktur (A.K.Kitover ve A.W.Wickstead,2007).

Ispat: 1lk olarak T nin pozitif 6z vektdrlere sahip olmadigi ispat edilir. J.OZIZ f (9)dl9:0
oldugu i¢in, bkz. 6rn. (Abramovich,2002,Teorem 10.52), p(T)= p(T '1) =1 ’e sahip olunur,

ki burada p(T) , T nin spektral yar1 ¢apina karsilik gelmekte, boylece G(T) c I' olmaktadir.

Bu yiizden, eger g, T icin pozitif bir 6z vektér ise, g, I' ilizerinde mutlak pozitif ve
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W(X) =g (X)/ g (X-i—aj, Xe [O, 27r) oldugundan, Tg = g 'dir.  Bu  ylizden

f(x)=In (g (X)) —In (g (X%aD , xe[0,27),buda f ¢C, varsayimu ile gelismektedir.

Farzedilsin ki X, C(F) ‘nin bir agikar olmayan T-degismez norm kapali altdrglisii olsun.

(Kakutani, 1941, Teorem 3) ’ten iki tane farkli X,y e [0, 27{) noktast ve bir >0 reel sayisi
vardir, dyle ki

(2) Herbir geX igin g(y)=A4g(x) dir.

Ilk olarak A>0 olduguna dikkat edilsin. Gergekten, aksi takdirde tim neN ler igin

T"g ( y) =0 ’a sahip olunacakti. Fakat
W, (Y) :W(y)W(yﬁLaj---W(y%(n—Qaj
durumunda T"g (y) =W, (y) g (y}na) olacaktir.

Bu ylizden ¢ (y+ naj =0, ne N ’dir. Dolayisiyla g=0 ’dur.
Genelligi bozmadan X >y oldugu varsayilabilir. Ilk olarak X Banach orgiisiiniin mutlak
pozitif bir g fonksiyonu olduguna dikkat edilsin. f >0 fakat f £0 oldugu farzedilsin. c,>0

iken ve c, skalerleri serilere yakinsamak igin yeterince kiigiik oldugunda, ¢ :Z: c,T"f

olsun. O halde, w agirliginin mutlak pozitif ve «/z nin irrasyonel, g nin mutlak pozitif

olduklar1 hatirlanirsa, bu anda ayr1 ayr1 iki durum gz oniinde bulundurulur.

(@) alud | irrasyonel bir sayidir. Biliniyor ki X, mutlak pozitif bir eleman g yi i¢cermektedir.
z

Farzedilsin ki h, X ’ten diger bir pozitif eleman olsun. h ve g fonksiyonlarinin orantili
olduklar ispatlanacaktir. Gerektiginde h yerine g + h ’1 g6z oniine alinarak, 2 ‘nin de mutlak

pozitif oldugu farz edilebilir. (2) den her bir ne N i¢in asagidaki ¢ikarimlara sahip olunur :

g(y%naj:g(x%naj, neN
h h

den

wn(y)g(y%na):iwn(x)g(x%naj

ve
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wn(y)h(y%najziwn(x)h(x%naj dir.

{nar:neN} kiimesinin [0,27) de yogun oldugu hatirlanarak

3) %(ymj:%(mj, 0<[0,27)

ifadesi elde edilir.

Fakat {n(x—y):neN} kiimesi [0,27) de yogun oldugundan, XY irrasyoneldir ve bu

yiizden (3), % fonksiyonunun T iizerinde sabit oldugunu ifade etmektedir.

X Banach orgiisiiniin tiim pozitif elemanlari orantili oldugu i¢in X bir boyutludur. Bu
halihazirda ispatlanmig olan T nin pozitif 6z vektorlere sahip olamayacagi gercegi ile

celismektedir.

(b) p,geN ve p<2q olmak iizere X—y:£7r dir. Yine, g, X den mutlak pozitif bir
q

fonksiyon olarak alinsin. Béylece her bir m,n e N i¢cin m>n olacak sekilde

wn(yir(m—n)a) i g[y%gn{tmajg(y%(m—n)a}

@ wn(y%gﬂ%(m—n)aj ) g(y%gﬂ%(m—n)ajg(y%maj
den

Wm(y)g(wmaj:iwm(y+apﬂjg(y+§ﬂ+maj

W (y)g(y%(m—n)aj:iwmn[y%%z}g(y%%z%(m—n)aj

ye sahip olunur.

Her bir sabit ne N icin {(m—n)a: meN, m> n} kiimesi [0,27)de yogundur. Bu yiizden

4), C :||g||2 ||1/g||2 den tiim 96[0, 272') ve ne N leri¢in

6 ss—

ifadesini gerektirir.

Geriye (5) in w=exp( f) ve f ¢ M gergegi ile agik bir sekilde gelistigini kaydetmek kalur.



29

Tabii ki, Krein’in teoremi yine T nin agikar olmayan degismez alt uzay1 oldugunu garanti
edecektir. Teorem 3.6 nin, T nin bir 6rgli izomorfizmasi oldugundan, T nin asikar olmayan

degismez bir alt kiimeye sahip olacag1 goriliir. Tabi ki bu alt kiime kapali1 olmayacaktir.

feMnC, ve W=eXp(f) alimirsa, o zaman buna tekabiil eden T agirlikli rotasyon

operatorii sadece bir tane bir boyutlu asikar olmayan norm-kapali Orgliye sahip olacak,
feC, vi f(9+ﬂj= f(0), 496[0, 27r) olacak sekilde alindiginda, ilgili T operatorii ne

pozitif 6z vektorlere ne de asikar olmayan sabit degismez ideallere sahip olacak, bununla

birlikte bir degismez norm-kapali bir

X :{geC(F): g(emj:g(e), 96[0,27[)}

altorgiisiine sahip olacaktir (A.K.Kitover ve A.W.Wickstead,2007).

Sira siirekli normlu saf atomik-olmayan bir Banach orgiisii i¢in asikar olmayan deg§ismez
altorgiilere sahip olmayan pozitif bir operatoriin desteklenmesinin miimkiin olabilecegini
gostermek i¢in bir drnek verilecektir. Bu, bu noktadan itibaren hem gercek hem de kompleks
skalerlerle calisildiginda bazi hesaplamalar1 basitlestirecektir. Yine 6rnek verilmeden once

bazi 6n hazirliklara da ihtiya¢ duyulmaktadir. Yukarida oldugu gibi, I'’y1 birim ¢ember

olarak alirsak, 1< p<o ve X, L° (F ) nin bir altuzayi ise
M(X) = {f eL*(I): X = X}

kiimesi tanimlanmis olsun.

Lemma 55 Eger X, L° (F)nin kapali bir altorgiisiiyse, 0 zaman M(X), L~ (F) nin bir
o ( L, Ll) -kapali altcebiri ve altorgiisiidiir (A.K.Kitover ve A.W.Wickstead,2007).
Ispat: Acikca M(X), L~ (F) nin sabitler igeren norm-kapali bir altcebiridir. Bu yiizden

skalerlerin cismi R oldugunda, M(X) otomatikman L” nin bir altkiimesi olacaktir. Skalerlerin
cismi C ve f e M(X) ise, 0 zaman her bir xe X igin fx=f X € X ’e sahip olunur, ki burada

f, f eM(X) den dolay1 f nin kompleks eslenigi anlamina gelir.

(L)

M(X) in O'(Lw, Ll)-kapah oldugunu ispatlamak i¢in bir f € M(X) netini (ag) f, — f,

f eL”(I") olacak sekilde diisiiniip, g € L*(T) almsin. Oyle ki L*(I"), L”(T) ’nin eslenigi
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ve her bir xe X i¢in g(x):O olsun. Herhangi bir xe X ve herhangi bir « alacak

olundugunda _[027[ f xgd@=0 ’a sahip olunur. Fakat xg e L' (F) dir, boylece _[02” fxgd@=0

olur ve bu yiizden fx e X ’tir.

Lemma56 XveY 1<p<ow iken L° (F)mn norm-kapal1 vektdr altdrgiileri olsun. Oyle ki

Y X veY®, L°(T) day ile genellestirilmis band olarak alindiginda Y =L°(T") olsun.
O zaman M(Y)cM(X) tir (A.K.Kitover ve A.W.Wickstead,2007).

Ispat : Y ayrilabilir bir L° uzayr oldugundan, yeY, olan bir {y}dd =Y“ = L°(T) vardir.
f eM(Y) ve xe X, olsun. z=x+y ve |, Jyi sirasiyla z ve y den iiretilen, ayr1 ayr1 X ve Y

deki esas idealler olarak alinsin. Kakutani’nin teoremi vasitasiyla genelligi bozmaksizin | nin

C(Q) nun diizgin kapali bir altdrgiisii oldugu varsayilabilir, ki burada Q, L"(I") nin
hiperstonean kompaktidir, ve bu z 1 fonksiyonu ile temsil edilmektedir. gel” (F) ise
u( p) =Uu (q), uel olmak iizere p,qeQ alindiginda, g ( p) =0 (q) esitliginin olmasi igin
gerek ve yeter kosulun gl < | olmasi gerektigine dikkat edilsin. ne N oldugu sabitlensin ve

Q, =cl {t eqQ: 1. y(t)< n} olsun. Ciinkii |  projeksiyon &zelligine sahiptir ve
n

z,=Xqzel ‘dir. Sayet tim uel lar igin t,t,€Q, ve u(t)=u(t,) ise, o zaman tiim
vel ler igin v(t)=0(t,) olacaktir ve y(t,)=y(t,)#0 oldugundan, f(t)="f(t,) ye
sahip olunur (f e M(Y) oldugu hatirlansin). Bu yiizden fz, € X tir. Ancak ||Z—Zn|| -0

n—oo

oldugundan fz € X olacaktir ki bu ylizden fx= fz—fy e X tir.

Lemma 5.7 Tx(@):w(@)x(@%a} , L?(I")da (1< p <o) agirhklandirilmis bir rotasyon

operatorii olarak alinsin. Burada we L] tersinir ve «/xz irrasyonel bir sayidir. Eger X,
L” (") nin norm-kapah T-degismez bir vektor altorgiisii ise, o zaman M(X) bir O'(Lw, Ll)-

kapali, rotasyon degismez altcebir ve L° nin bir altorgisidir (A.K.Kitover ve
A.W.Wickstead,2007).
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Ispat: Lemma 5.5 ’ten sadece M(X) in rotasyon degismez oldugu ispat edilmelidir.

T,x(0)= X(H-Faj yazilsin, bdylece T=wT, olur. X<T*X ve T nin bir orgi
izomorfizma olmasindan dolayr T™X in L° (F) nn bir kapali vektor altorgiisii oldugunu

x#0 ise 0 zaman Z=Z°° Tx e X ve {z}dd =L°(I') *dir.

kaydedelim. Ayrica X € X n-0 1

+0

T"x

Bu vyiizden lemma 5.6 ’dan M(X)cM(T?X) tir. feM(X) ve xe X olsun. O zaman

TfT 'x e X olacaktir. T ' (0) =w" (0 + (—a)j X (0 + (—a)j oldugunu kaydedelim. Bdylece

TIT % (8) = w(0) 1 (e+ajw-1(e+'(_a)+ajx(m(_a);aj

w(0) 1 (ma)wl(a)x(e)

f(emjx(e)

olur.

Bundan dolay1 da T,f e M(X) olur. M(X) bir cebir oldugundan, tim neN ler igin
T'feM(X) tir. Geriye neN i¢in na kimesinin [ da yogun ve

p— Tﬂ f:I'> ( L, 0'( L, Ll)) eslestirmesinin siirekli olduklar1 kaydetmek kalir.

Lemma 58 L~ (F), kompleks sayilar cismi C boyunca degerlendirilsin. M, L*nin

J(L‘”, Ll)-kapah bir altcebiri olarak alinsin. Ilaveten M kompleks eslenik altinda kapali
farzedilsin ve buradan M rotasyon degismezdir. O zaman negatif-olmayan bir m tamsayisi
vardir, dyle ki M, (L°°,G(L°°, Ll)) de {eim”‘g ‘ne Z} kiimesinin kapali lineer gerdigi uzay ile

celismektedir (A.K.Kitover ve A.W.Wickstead,2007).

Ispat: f € X ve ¢, ler f ninkompleks Fourier katsayilari olsun. O zaman Cesaro

o, (6)= JZ c{ _ﬁ]eue

n+1
ifadesinin (L°°,G(L°°, Ll)) da f ye yakinsadigin belirtir. (Edwards,1979,Teorem 6.1.1) Her

bir B €[0,27) i¢in
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T, f=limT,0, o(L", Ll)d

n—oo

oL Yo
)= ¢ |1-—L |V
) jz_“n '{ n+1

Her bir je Z igin

s

ve

olur.

2z 2z
olur ve tabi ki integral M’de bulunur. Simdi I e T, fd B =lim I e T,0,dp8=27ce"
0 0

olur. Boylece ¢; #0 (her bir f € M i¢gin) oldugunda, 6+ e’ fonksiyonu M de olacaktir.

Hemen akabinde M, {e":neZ,e™ eM! kiimesinin (L@,a(LW,Ll)) icinde kapali lineer

gerdigi uzay oldugu ortaya cikar.

Sayet M sadece sabit fonksiyonlardan olusuyorsa sonug agiktir. Aksi taktirde, bir, neZ
n=0 vardir, 6yle ki €™ eM dir. Ciinkii M, €™ €M kompleks eslenik altinda kapalidir.
M=GCF{neN:e™eM} olsun. M nin bir cebir oldugunu hatirlayarak ve Oklit

algoritmasini kullanarak, yardimci 6zelligin siirmesi nedeniyle ™ €M oldugu goriiliir.

Lemma 59 X, 1<p<oo i¢in L?(I')mn bir kapal asikar olmayan T- degismez altorgiisii
olsun. O zaman ya boy(M(X)) =1 ya da me N olacaktir, 6yle ki tim f € M(X) ler i¢in m > 1

ve T

2z/m

f =1 tir (A.K.Kitover ve A.W.Wickstead,2007).

Ispat: L° (F)Ve X, C kompleks sayilar cisminde degerlendirilecek oldugunda, ifade direkt
olarak lemma 5.7 ve 5.8 1 takip etmektedir. Skalerlerin cismi R ise, bu yardimci 6zellikleri

LP (F ) ve X in standart komplekslestirmelerine uygulayarak sonuca ulagilir.

Sonu¢ 5.10 X, 1< p<o araliginda L° (F)nm bir kapali asikar olmayan T-degismez

altdrgiisii olsun. O zaman ya boy(X) = 1 olacak ya da dlgiilebilir bir 1 L°(I") fonksiyonu ve
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tim xe X ve de [0, 27[) ler i¢in X(G%Zﬂ/mj = /1(9)X(6’) ifadesini saglayan art1 degerli

bir m tamsayis1 olacaktir (A.K.Kitover ve A.W.Wickstead,2007).

Ispat: Her bir je N igin, x ;X de pozitif bir eleman olarak alinsin. Oyle ki bunlarm lineer

kombinasyonlar1 X te yogun olsun.

T”xj

= ZZ 2j+n TanH

jeN n=0

olarak alinsin.

I, z ile X ’te liretilen esas ideal olsun. O zaman Tl < | oldugu ve | nin Z(I) merkezinin M(X)
ile cakistig1 apacik goriilecektir. Yardimer 6zellik 5.8 ve 5.9 a gore {i¢ ihtimal bulunmaktadir.
(1) boy(l) =1 ve boylece boy(X) =1 oldugundan boy(M(X)) = 1 dir.

(2) Sonucun hipoteziyle X =L"(T") geliskide oldugundan Z (1)=L"(T) dur.

(3) Bir, me N m>1 durumu vardur, dyle ki tim f e Z(1) lerigin T, f = f dir.

zlm

Bu noktadan itibaren (3) durumu ile ilgilenilmesi gerekir. xe X, 0<x<z olacak sekilde

alinsin. | Dedekind tam oldugundan x=hz olan bir he Z (1) vardir. Bu yiizden
z [0 e mj

2(0)

X(H%Zzz/mj: x(0)
oldugundan

Ty X =T, 0T

2zim™ 7 "2z/m 2z/m

z=hT,

27z/m

z dir.

Z(G%Zﬂ/mj
A(8) = ————~ fonksiyonu {z}* =L°(I) oldugundan dlciilebilirdir. Simdi sonucun

2(0)

ifadesi | nin X te yogun oldugu gergegini takip etmektedir.
Sonra (Baggett,1996) dan bir sonuca gereksinim duyulur.

Teorem 5.11 v, trigonometrik bir polinom olmayan, (0, 1) acik araliginda entegre edilebilir,
reel analitik bir fonksiyon olarak alinsin. O zaman U kiimesi, v ’nin asikar ortak dongiisii

oldugu irrasyonellerin kiimesi birinci kategoridendir (Baggett,1996, Teorem 1).

Su anda 1< p <o olacak sekilde LP (F) tizerinde, agikar olmayan kapali degismez altorgiiler

olmadan bir sinirli pozitif lineer operator 6rnegi olusturulabilir.



34

Ornek 5.12 v, L” (F) dan bir reel analitik fonksiyon olarak alinsin, ki bu bir trigonometrik

polinom olmasm. w=exp(v) olsun. [0,27) de ikinci kategoriden bir V altkiimesi vardir,

Oyle ki her bir ¢ €V i¢in 21 say1st irrasyoneldir ve T =WT operatorii L°, 1< p<oo de
T

asikar olmayan kapali degismez altorgiilere sahip degildir.

Ispat: Teorem 5.11 den irrasyonellerden (modiil 27) olusan bir V kiimesi vardir, 6yle ki V,

[0, 272') de ikinci kategoridendir ve her bir ¢V igin V,V,,V,,... fonksiyonlarinin higbiri,

burada v,, (6) = V(9+%{j —v(0), « i¢in asikar ortak dongii degildir.

Bir o eV sabit tutulsun. T =wT, olsun ve X de L”(I") nin bir kapah T- degismez altorgiisii

olsun. Sonug 5.10 dan iki olasilik ortaya cikar:

(1) boy(X) = 1. O zaman v, secilen « ile ¢elismekte olan bir asikar ortak dongidiir.

(2) Olgiilebilir bir 1 e L°(T") fonksiyonu ve bir m pozitif tamsayisi vardir, dyle ki tim x e X

ve tim 6€[0,27) ler igin X(@%Zﬂ/mjzﬁ(e)x(ﬁ) dir. X, T-degismez oldugundan aymn
zamanda Tx(@%Zﬂ/m) =(0)Tx(0) dir. Boylece
w(9+2ﬂ/m)x(9+2n/m+aj=z(9)w(9)x(9+a),

X(6+ 2n/m+a):1(9+ajx(9+a)

ifadelerine sahip olunur ve

W(Q%Zﬂ/mj_ 2(0)
w(6) A(0+a)
syle ki

vm(9)=v(9+2n/mj—v(9)

log (W(GJ}Zﬂ/ mn ~log(w(0))

Iog(ﬂ,(e))—log (/1 (0%0{)) dir, bu da gostermektedir ki v, bir ortak smirdir ve

boylece o ’nin se¢imini ¢elistiren bir agikar ortak dongiidiir.
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6. BAZI ACIK PROBLEMLER

Yukarida oldukca genis bir pozitif operatdrler smifinin asikar olmayan degismez (kapali

olmasi gerekmeyen) altorgiilere sahip oldugu belirtildi.

Soru 6.1 X Banach orgiisii lizerinde herhangi bir pozitif operatoriin agikar olmayan degismez

(kapal1 olmas1 gerekmeyen) bir vektor altdrgiisiine sahip oldugu dogru mudur?

Soru 6.2 Her bir T pozitif operatoriiniin X {izerinde asikar olmayan degismez kapali bir

altorgiiye sahip oldugu sonsuz-boyutlu ayrilabilir bir X Banach 6rgiisii var midir?
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7. SONUCLAR

Bu calismada Banach oOrgiisiindeki her pozitif operatoriin asikar olmayan kapali degismez
altorgiisii olup olmadigr sorusundan yola ¢ikilmistir. Genel olarak bunun ispati heniiz
miimkiin olmamis olsa da, sayilabilir boyut durumu ve 3. boliimde gosterilen ayrismayan
Banach orgiisiiniin oldugu asikar olan ¢6ziim haricinde, s6z konusu Banach 6rgiisiinde tek bir

kosul iceren pozitif sonuglari ortadan kaldirdigi gosterilmistir.

Pozitif bir 6zdegeri ve asikar olmayan kapali herhangi degismez ideali olmamasina ragmen,
asikar olmayan, kapali degismez altorgiilere sahip olan bir pozitif operator 6rnegi ve asikar
olmayan, degismez kapal altorgiilere sahip, degisik pozitif operatdr 6rnekleri verilmistir.Bu
orneklerin arasinda hem soyut M-uzayr hem de sira siirekli norma sahip, atomik ve atomik
olmayan Banach orgiileri de ele alinmistir. Tiim bu durumlarda operatorlerin asikar

olmayan, kapali ve degismez altuzaylari olabilecegi gosterilmistir.
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